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Ueber den Inhalt der Kugel und verwandter Körper. 

Von 

Herrn Professor Dr. Wittstein 

in Hannover. 


§• 1. 

Die Inhaltsbestimmung der Kugel, welche wir dem Archimedes 
verdanken, wurde von Archimedes so ausgefiihrt, dass er die Ku- 
gel mit zwei Rotationskörpern verglich, welche durch Umdrehung 
eines dem grössten Kreise der Kugel eingeschriebenen und um- 
schriebenen regelmässigen Polygons zu Stande kommen, und aus 
derselben Vergleichung fand Archimedes auch die Oberfläche der 
Kugel. Dieser Weg, der etwas Umständliches hat, wird von den 
heutigen elementaren Lehrbüchern nur selten eingeschlagen (ich 
finde ihn z. B., sehr vereinfacht, in der Geometrie von Heis und 
Eschweiler), vielmehr pflegt man die Sache auf eine der beiden 
folgenden Arten ahzukilrzen. Entweder mttn behält von der Ar- 
chimedischen Entwickelung nur die Bestimmung der Kugelober- 
fläche, als die leichtere, bei, und geht von da zum Inhalte durch 
den Satz über, dass die Kugel inhaltsgleich einer Pyramide ist, 
welche die Oberfläche der Pyramide zur Grundfläche und den 
Radius zur Höhe hat. Oder man verlässt den Archimedischen 
Weg ganz und stellt die Halbkugel direct als die Differenz zwi- 
schen einem Cylinder und einem Kegel von gleicher Grundfläche 
und gleicher Höhe dar, indem die Inhaftsgleichheit dadurch nach- 
gewiesen wird, dass in der Halbkugel und in dem um den Kegel 
verminderten Cylider jede zwei in gleicheu Abständen von der 
Grundfläche gelegte parallele Schnitte inhaltsgleiche Figuren her- 
vorbringen. 

Diesen letztenGang, welcher für den Anfänger den Vorzug der 
Ein fachheit und grösseren Anschaulichkeit zu besitzen scheint, habe 
Theil XXXIX. 1 
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ich auch in meiner „Stereometrie“ (Hannover 1862) eingeschlagen. 
Inzwischen habe ich seit dem Drucke dieses Huchs erkannt, dass 
die Entnickelung noch einer weiteren Vereinfachung fähig ist. 
Man kann den um einen Kegel verminderten Cylinder ganz ent- 
behren und statt dessen geradezu ein von Ebenen begrenz- 
tes Polyeder angeben, dem die Kugel direct als inhaltsgleich 
nachgewiesen werden kann. Um dies auszuführen, muss ich die 
folgenden Begriffe aus meiner „Stereometrie“ als bekannt voraus- 
setzen. 


§• 2 . 

Unter einem Prismatoid verstehe ich ein Polyeder, welches 
von zwei parallelen Polygonen, die ausserdem vollkommen unab- 
hängig von einander sind, als G rundflächen, und im Allgemei- 
nen von Dreiecken, welche mit je einer Grundfläche eine Seite 
und mit der anderen einen Eckpunkt gemein haben, als Seiten- 
flächen begrenzt wird. 

In besonderen Fällen können irgend zwei benachbarte Drei* 
ecke, welche nach dieser Definition die Seitenflächen des Prisma- 
toids bilden, in eine Ebene lallen und sich zu einem Trapez oder 
Parallelogramm vereinigen. Dies geschieht immer da, wo zwei 
correspondirende Seiten der beiden Grundflächen parallel sind. 

Nennt man G und g die beiden Grundflächen, D die in 
halber Höhe parallel den beiden Grundflächen gelegte mittlere 
Durch n i 1 1 s fl äc h e, und h die Höhe, so ist allgemein der 
Inhalt des Prismatoids 

'=‘( t: * +9 + 2B > 

Diese Formel enthält das Prisma und die Pyramide als be- 
sondere Fälle unter sich; für das Prisma hat man zu setzen g=G 
und U = G, für die Pyramide g — 0 und /) = JG. Ebenso fällt 
der Obelisk unter diese Formel. Von den weiteren Unterarten, 
welche diese Formel in siph begreift, kommen hier hauptsächlich 
die beiden folgenden in Betracht. 

Wenn eine Grundfläche des Prismatoids sich auf eine Kante 
reducirt, so nenneich den Körper einen Sph en iske n. Jene Kante 
mag die Schneide des Sphenisken heissen. Der Inhalt des 
Sphenisken ergiebt sich, wenn man in der allgemeinen Formel für 
das Prismatoid g — Q setzt, also 
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/ = £(iG + 2D). 

Der einfachste Sphenisk ist derjenige, dessen Grundfläche 
ein Parallelogramm und dessen Schneide parallel mit zwei Seiten 
der Grundfläche ist. Alle der Grundfläche parallel gelegte Durcb- 
schnittsflächen dieses Sphenisken, insbesondere also auch die 
mittlere Durchschnittsfläche, sind gleichfalls Parallelogramme, 
welche mit der Grundfläche gleiche Winkel haben. Es könnte 
zweckmässig sein, diesen Sphenisken durch eine besondere Be- 
nennung auszuzeichnen (etwa Parallel-Sphenisk) ; doch wird zum 
wenigsten hier nicht leicht ein Irrthum entstehen, da in dem Fol- 
genden nur Sphenisken dieser einfachsten Art zur Betrachtung 
kommen. 

Wenn beide Grundflächen des Prismatoids sich auf Kanten 
reduciren, so entsteht ein Tetraeder. Jene beiden Kanten mö- 
gen auch hier die Schneiden des Tetraeders heissen, der senk- 
rechte Abstand derselben ist die Höhe des Tetraeders. Der In- 
halt des Tetraeders in derjenigen Auffassung, unter welcher der 
Körper hier erscheint, wird gefunden, wenn man in der allgemei- 
nen Formel für das Prismatoid G — 0 und <7=0 setzt, also 



Die mittlere Durchschnittsfläche des Tetraeders ist ein Pa- 
rallelogramm, von welchem zwei Seiten parallel je einer Schneide 
des Tetraeders und halb so lang als dieselbe sind. Die vier Eck 
punkte desselben halbiren die vier Seilenkanten des Tetraeders. 
Alle anderen den beiden Schneiden oder der mittleren Durch- 
schnittsfläche parallel gelegte Durchschnittsflächen des Tetraeders 
sind gleichfalls Parallelogramme, welche mit der mittleren Durch- 
schnittsfläche gleiche Winkel haben. 

Die mittlere Durchnittsfläche zertheilt das Tetraeder in zwei 
Sphenisken von einerlei Grundfläche und gleichen flöhen, von 
denen ausserdem leicht bewiesen werden kann, dass sie inhalts- 
gleich sind. 


S- 3. 

Wenn am Tetraeder die mittlere Durchnittsfläche und die 
Höhe in der so eben entwickelten Bedeutung genommen werden, 
so kann man allgemein den folgenden Satz aufstellen: 

Lehrsati. Eine Kugel ist an Inhalt einem Tetrae- 

1 * 
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dergle ich, dessen mittlere Durchschnitts fl Sehe gleich 
einem grössten Kreise der Kugel und dessen Höhe 
gleich einem Durchmesser der Kugel ist. 

Revreis. Taf. 1. Fig. 1. Es sei ARCI) die Kugel, AR ein 
grösster Kreis derselben, CI) ein darauf senkrechter Durchmesser, 
und P der Mittelpunkt der Kugel. 

Ferner sei EFGH das Tetraeder, EF und GH die beiden 
Schneiden desselben, IK das auf beiden errichtete gemeinschaft- 
liche Perpendikel oder die Höhe des Tetraeders, und L3IKO die 
mittlere Durchschnittsfläche des Tetraeders, welche in Q von dem 
Perpendikel IK geschnitten wird und dasselbe halbirt. 

Mach der Voraussetzung ist sodann 
L3INO - AR 
IK = CD 

und aus dieser Voraussetzung soll bewiesen werden, dass die 
beiden Körper inbaltsglcicb sind. 

Zu dem Ende nehme man in den beiden Körpern einen belie- 
bigen Abstand Pp=Qq an und lege durch die Punkte p und q 
die Durchschnittsfläche ab || AR und limio || LMNO. Alsdann 
hat man: 

1) in der Kugel 

AR:ab = AP*. op* 

oder da ap die mittlere Proportionale zwischen Cp und Dp ist: 
AR: ab = AP*:Cp.Dp; (1) 

2) im Tetraeder 

LM -.lm — EL: El = IQ: lq 
LO.lo = GL: C/= KQ.Kq 

und da Parallelogramme, welche einen gleichen Winkel haben, 
sieb verhalten wie die Producte der diesen Winkel einschlicsseu 
den Seiten , so folgt weiter 

L MX O : Imno — IQ . KQ — lq . Kq. (2) 

Nun sind nach Voraussetzung und Construction in den beiden 
Proportionen (1) und (2) das erste, dritte und vierte Glied bezie- 
hungsweise gleich gross; folglich muss man auch habeu 
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Imno = ab. 

Da dieser Schluss gültig bleibt, wie gross man auch den 
Abstand Pp ~ Qq oberhalb oder unterhalb der mittleren Durch- 
schnittsfläche annehmen mag, so folgt daraus auf bekannte Weise, 
dass die beiden Körper inhaltsgleich sind, w. z. h. w. 

Anmerkung. Will man diesen Lehrsatz durch ein Modell 
veranschaulichen, so nimmt man am besten die mittlere 
Durchschnittsflfiche LMPiO als Quadrat an und die vier 
Seitenkanten gleich gross. Alsdann wird , den Kugelhalb- 
messer = r gesetzt, 

EF = GH = 2r\ r jr 

EG = EH — FG = FH = 2 l + * 

I 

Das Tetraeder wird also kein reguläres. 

Z. B. r = 31 Millimeter giebt EF = 110,0 Mm., EG=99,5Mm. 
Daraus kann man das Netz des Tetraeders leicht herstellen. 


§■ 4 . 

Der vorstehende Lehrsatz zeigt, dass die Kugel in Betreff 
ihrer Inhaltsbestimmung sich genau der allgemeinen Formel für 
das Prismatoid unterordnet, wobei es dann natürlich einerlei 
bleibt, ob man diese Formel in ihrer Allgemeinheit oder in der 
lur das Tetraeder schon vereinfachten Gestalt anwenden will. 
Nennt man r den Halbmesser der Kugel, so hat man in der all- 
gemeinen Formel §.2 zu setzen 6 ' — 0 , ;/ = 0 , Dz=r*it, h=‘2r 
woraus für den Inhalt der Kugel sich der bekannte Ausdruck ergiebt 

4 r a n 

/- T ' 

Aber aus dem Gange des vorigen Beweises folgt zugleich, 
dass auch der Kugelabschnitt, so wie das von zwei parallelen 
Ebenen begrenzte Kugelstück hinsichtlich der Inhaltsbestimmung 
wie ein Prismatoid aufgefasst werden darf. Denn die Schlüsse 
dieses Beweises bleiben vollständig bestehen, nenn sie auch nicht 
auf die ganze dem Kugeldurchmesser gleiche Höhe ausgedehnt, 
sondern nur auf einen beliebigen Theil dieser Höhe beschränkt 
werden, wobei das inhaltsgleiche Prismatoid in dem einen der 
angegebenen Fälle ein Sphenisk, in dem anderen ein Obelisk wird. 

Um hiernach z. B. den Inhalt des Kugelabschnitts zu bestiin- 
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men, sei r der Halbmesser der Kugel und h die Hübe des Kugel- 
abschnitts. Die Grundfläche ist ein Kreis, dessen Halbmesser die 
mittlere Proportionale zwischen /rund Ir — h ist, mithin 

G = A(2r — h)n. 

Die mittlere Durchschnittsfläche ist ebenso ein Kreis, dessen 

Halbmesser die mittlere Proportionale zwischen ^ und 2r — ^ist, 
oder 

D = |(2r — 

Ueberdies ist g = 0 zu setzen, d. b. der Körper wie ein 
Sphenisk zu behandeln. Durch Einsetzung dieser Werthe in die 
allgemeine Formel des §. 2 erhält man für den Inhalt des Kugel- 
abschnitts 

/ = 5 [g (2r - A)* + A(2r - J ) «] 

d. i. 

/ = jiA*(r — j). (I) 

Will man in der Formel für / den Halbmesser r, welcher an 
dem Kugelabschnitt nicht direct gemessen werden kann, nicht 
haben , so kann man dafür den Halbmesser der Grundfläche ein- 
führen, welcher « sei. Aus dem schon Gesagten hat man 

a? = A(2r — A) 

und wenn man hieraus den Werth von r entnimmt und denselben 
in (1) substituirt, so erhält man für den Inhalt des Kugelabschnitts 
die Formel 

!=-(*+*). ( 2 ) 

Die Inhaltsbestimmung eines von zwei parallelen Ebenen be- 
grenzten Kugelstücks liefert weniger elegante Formeln und wird 
deshalb auch gewöhnlich in den Lehrbüchern übergangen. Das 
Vorstehende bietet aber zum wenigsten das Mittel dar, um auch 
diesen Inhalt direct und vollkommen allgemein zu bestimmen. 


§. 5. 


Wenn man über den Standpunkt der elementaren Stereometrie 
hinausgebt, so erscheint der Kugelabschnitt als besonderer Fall 
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eines Konoids, dessen Grundfläche ein Kreis oder eine Ellipse 
ist, dessen Achse rechtw inltelipr auf der Grundfläche steht, und 
dessen Achseuschnitte säninitlich Kegelschnitte von einerlei Haupt- 
achse sind, welche ihren Scheitel im Scheitel des Konoids haben. 
Dieses Konoid ist demnach entweder ein Rotations- oder drei- 
achsiges Ellipsoid, oder ein Rotations- oder elliptisches Paraboloid, 
oder ein Rotations- oder elliptisches Hyperboloid ä deux nappes*). 
Von allen diesen Konoiden lässt sich beweisen, dass sie gleich- 
wie Kugel und Kugelabschnitt in Beziehung auf Inhaltsbe- 
stimmung sich vollständig und genau der allgemeinen 
Formel für das Priem atoid unterordnen. 

Es kann nämlich gezeigt werden, dass jedes dieser Konoide 
inhaltsgleich einem Sphenisken von gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe ist, wenn nur der Schneide dieses Sphenisken, 
welche mit zwei Seiten seiner Grundfläche parallel ist, eine an- 
gemessene Länge gegeben wird. 

1) Für das Ellipsoid. 

Taf. I. Fig. 2. Es sei A CF Abschnitt eines Ellipsoids, dessen 
Grundfläche ABCD eine Ellipse mit den beiden Achsen A C und BD, 
dessen Höhe EF, und dessen Achsenschnitte FA, FB u.s.w. Ellip- 
sen sind, welche die Linie FX zur grossen Achse haben. 

Ferner sei GHIKLM ein Sphenisk, dessen vier Seitenflächen, 
über die Grundfläche GHIK hinaus verlängert, das Tetraeder 
LMNO hervorbringen. In diesem Tetraeder sei QR das gemein- 
schaftliche Perpendikel auf den beiden Schneiden LJH und NO, 
welches die Grundfläche GHIK in P durchschneidet. 

Es werde angenommen 

GHIK = ABCD 
PQ = EF 
QR = FX. 

Legt man in einem beliebigen Abstande Ee — Pp von den 
beiden Grundflächen die Durchschnittsflächen ahed || ABCD und 
ghik || GHIK , so hat man nach der Natur der Ellipse 

AE 1 : oe 2 = XE. FE: Xe. Fe 
BE*:be* = XE. FE. Xe. Fe 


*) Dass das Hyperboloid a unc nappe zu den Prismatoiden gehört, habe 
ich schon, wie hier beiläufig bemerkt werden mag, in der Schrift: „Da« Prisma- 
toid“ ('Hannover 1860) nachgewiesen. 
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und da die Flächen zweier Ellipsen sich wie die Prodncte ihrer 
Halbachsen verhalten, so folgt 

ABCD-.abcd = XE.FE-.Xe.Fe. (1) 

Ferner ist im Spbenisken (wie §. 3) 

Gll-.gh = RP.Rp 
GK-.gk— QP: Q/t 

woraus folgt 

GHIK -. ghik = RP. QP: Rp . Qp. (2) 

Aus diesen beiden Proportionen (1) und (2) ergiebt sich wie 
im §. 3 

ghik — nbcd 

und daraus folgt auf bekannte Weise die Inhaltsgleichheit der 
beiden Körper. 

2) Für das Paraboloid. 

Taf. 1. Fig. 3. Die Figur werde dahin abgeändert, dass ACF 
(Taf. I. Fig. 2) ein Paraboloid bedeutet, dessen Achsenschnitte FA, 
FB u.s. w. mithin Parabeln sind, welche die unbegrenzte Linie FE 
zur gemeinschaftlichen Achse haben. In dem Spbenisken GHIKLM 
(Taf. I. Fig. 3) seien die Dreiecksflächen GKL und IHM parallel. 

Es werde angenommen 

GHIK = AB CD 
PQ = EF. 

Legt man in einem beliebigen Abstande Ee = Pp von den 
beiden Grundflächen die Durchschnittsflächen abcil || ABCD und 
ghik || GHIK, so hat man nach der Natur der Parabel 

AE*:ae* = FE. Fe 
BE*:be*= FE: Fe 


woraus wie oben folgt: 

ABCD-.abcd = FE.Fe. 

Ferner ist im Sphenisken 

GH — gh 

GK:gk= QP:Qp, 


mithin : 


GHIK: ghik = QP:Qp. 


(I) 


( 2 ) 
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Aus (1) und (2) folgt: 

ghik — abcd 

und daraus die Inhaltsgleichheit der beiden Körper. 

3) Für das Hyperboloid. 

Taf. I. Fig. 4. Die Figur werde dahin abgeändert, dass ACF 
(Taf. I. Fig. 2) ein Hyperboloid bedeutet, dessen Achsenschnitte 
FA, FB u.s. w. Hyperbeln sind, welche die Linie FY rur gros- 
sen Achse haben. An dem Sphenisken GH1KLM (Taf. I. Fig. 4) 
mögen die vier Seitenflächen, über die Schneide LM hinaus ver- 
längert, das Tetraeder LMNO hervorbringen, in welchem QR 
das gemeinschaftliche Perpendikel auf den beiden Schneiden LM 
und NO sei, dessen Verlängerung die Grundfläche GHIK in P 
rechtwinkelig trifft. 

Es werde angenommen 

G«. X = ABCD 

PQ = EF 

QR - FY. 

Legt man wieder in einem beliebigen Abstande Ee = Pp von 
den Grundflächen die Durchschnittsflächen abcd || ABCD und 
ghik || GHIK, so folgt aus der Natur der Hyperbel 

AE 1 : ae* = YE. FE.Ye. Fe 

BE*.be * = YE. FE.Ye. Fe 

und daraus wie oben: 

ABCD: abcd - YE. FE : Ye . Fe. (1) 

Ferner ist im Sphenisken 

GH.gh = RP.Rp 
GK : gk = QP: Qp 

mithin : 

GHIK-.ghik — RP. QP. Rp.Qp. (2) 

Aus (1) und (2) folgt: 

ghik — abcd 

und daraus wieder die Inhaltsgleichheit der beiden Körper. 
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§. 6 . 

Eine Vergleichung unter den Sphenisken, welche den vor- 
bezeichneteii Konoiden inhaltsgleich sind, lässt sofort erkennen, 
dass 

1) für das Ellipsoid, jede der beiden Seiten der Grundfläche 
des Sphenisken, welche der Schneide parallel sind, kleiner als 
die Schneide; 

2) für das Paraholoid, jede dieser beiden Seiten der 
Grundfläche gleich der Schneide; und 

3) für das Hyperboloid, jede dieser beiden Seiten der 
Grundfläche grösser als die Schneide des Sphenisken ist. 

Diese Beziehung erinnert augenfällig an die Entstehung der 
Benennungen der Kegelschnitte aus i'kittifis (Mangel), nagaßolij 
(Gleichheit), vntQßokij (Uebermass). Es würde selbst nicht un- 
möglich sein, geradezu hieraus die Kegelschnitte zu definiren. 

Ferner folgt aus der genannten Vergleichung, dass von allen 
vorbezeichneten Konoiden über einerlei Grundfläche und von glei- 
chen Höhen das Ellipsoid den grössten, und das Hyperboloid den 
kleinsten Inhalt hat. Da.« Ellipsoid wird desto grösser, je kleiner 
die gemeinschaftliche grosse Achse der Achsenschnitte angenom- 
men wird, und kann jeden beliebig grossen Werth erreichen, 
hat also kein Maximum. Das Hyperboloid dagegen wird desto klei- 
ner, je kleiner die gemeinschaftliche grosse Achse der Achsen- 
schnitte genommen wird, und hat zum Minimum einen Kegel von 
derselben Grundfläche und Höhe. 

Was die Berechnung der Inhalte seihst betrifft, so bedarf 
man dazu offenbar der Sphenisken nicht weiter, sondern kann die 
betreffenden Dimensionen an dem Konoid selbst nehmen und in 
die Formel des §.2 setzen. Wird die Gru ndfläche G und die 
Höhe h als bekannt vorausgesetzt, so handelt es sich wesentlich 
nur noch um die Kenntniss der mittleren Durchschnitts- 
fläche D. Man kann dieselbe gleichfalls direct messen, was 
man immer vorziehen wird, wenn über die Natur der Achsen- 
schnitte des Konoids nichts Näheres bekannt ist. Man kann sie 
aber auch aus diesen Achsenschnitten berechnen , wozu in jedem 
der drei Fälle eine der mit (1) bezeichneten Proportionen des 
vorigen Paragraphen gebraucht werden kann, wie folgt. 

Im Ellipsoid sei 2« die gemeinschaftliche Hauptachse der 
Achsenschnitte. Dann hat man 
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folglich 


and 


Für A = a, oder das halbe Ellipsoid, erhält man hieraus*) 

. 2Ga 
1 “ 3“ ’ 

oder wenn man mit b und c die beiden anderen Halbachsen des 
Ellipsoids bezeichnet, wodurch G — bcn wird, 

_ 2abcn 
1 = 3 ' 

Die Verdoppelung hiervon giebt das ganze Ellipsoid. .Man 
kann dasselbe aber auch direct haben, wenn man G — 0, D=bcir 
und h = 2a setzt. 


G:fl = A(2a-A):-J(4<»-g), 


D = 


G 4a — A 
4 ' 2a — A 


Gh 3a- h 
l ~ 3 ' 2a -h ‘ 


Im Paraboloid hat man 


GiD — hx\, 


folglich 


D = 


G 


nnd 


GA 

1 ~ 2 ' 


Im Hyperboloid sei 2a die gemeinschaftliche Hauptaxe der 
Acbsenschnitte. Dann wird 

G;ß=A(2« + A):^(2a + j), 


folglich : 


and 


G 4a + A 

u — 'i ‘STÄ 


*) Im halben Ellipsoid ist Jj s * G , im l’uraboloid (s. unten) 1) = * G, 
im Kegel Z>=JG, welche Zosammenstellung auch nicht ohne Interesse sein mag. 
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. Gh 3a + A 

T’isr+Ä 

Es wird kaum der Bemerkung bedürfen, dass der Inhalt des 
abgestumpften Konoids, welches durch eine mit der Grundfläche 
parallele Ebene als zweite Grundfläche begrenzt wird, gleichfalls 
genau nach der allgemeinen Formel des Prismatoids berechnet 
werden kann. Ein Beispiel dazu giebt die bekannte Lambert'sche 
Formel für den Inhalt eines Fasses: 

/ — (6- + 2D), 

wo G die BodenflSche, D die mittlere Durchschnittsfläche und 
h die Länge des Fasses bedeuten. Diese Formel ist nach dem 
Vorhergehenden vollkommen streng, wenn das Fass wie ein an 
den beiden Enden um gleiche Grössen abgestumpftes Ellipsoid 
angesehen werden kann. 


II. 

t 

Der Kreisabschnitt und die Simpson'sche Formel. 

Von 

Herrn Professor Dr. fV ittstein 


in Hannover. 


Der Kreisabschnitt pflegt in den Elementarhüchern der Geo- 
metrie sehr stiefmütterlich behandelt zu werden. Wenn man be- 
wiesen bat, das der Kreisausschnitt einem Dreiecke gleich ist, 
welches den Bogen zur Grundlinie und den Halbmesser zur Höhe 
hat, so pflegt man fortzufahren: der Inhalt des Kreisabschnitts 
wird gefunden, wenn man von dem Kreisausschnitte das Dreieck 
subtrahirt, welches durch die Sehne und zwei Halbmesser gebil- 
det wird; und damit wird der Gegenstand verlassen. 
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Es sei r der Halbmesser, b der Bogen, a die Sehne und h 
der Pfeil des Kreisabschnitts. Dann vrird also sein Inhalt durch 
die Differenz ausgedrückt 


, br , a(r — h) 

2 2 


( 1 ) 


und damit die Sache als erledigt angenommen. 

Diese Kürze hat allerdings ihre guten Gründe. Die vier 
Grössen, welche die Formel (1) zur Inhaltsbestimmung des Kreis- 
abschnitts fordert, sind nicht unabhängig von einander; zwei der- 
selben müssen hinreichen, um daraus die beiden anderen zu be- 
stimmen. Aber die Ableitung ist, was den Bogen b anlangt, in 
den Elementen unausführbar, denu sie setzt trigonometrische 
Begriffe voraus. 

Wenn z. B., wie gewöhnlich, die Sehne a und der Pfeil h ge- 
geben sind, so hann man den Halbmesser r aus der Gleichung 
bestimmen 

£ = A(2r-A). 


Was dagegen den Bogen b anlangt, so sei cp der ihm zuge- 
gehörige Centriwinkel. Alsdann muss inan zur Bestimmung von 
cp eine der drei Gleichungen anwenden 

. <p a cp r — h ,<P « 

8,n ‘J — Tr’ coe o r ' tanp 2 ~ 2(r-Äj 

und erbfilt daraus b durch die Proportion 

360°:g> = 2rzc: b. 

Diese Rechnung kann natürlich in den Elementen der Plani- 
metrie keinen Raum linden. 

Nichts desto weniger scheint es, dass man auch schon in 
den Elementen, welche keine Trigonometrie voraussetzen, in der 
Inhaltsbestimmung des Kreisabschnitts weiter geben könne als 
dies bisher üblich gewesen ist. Ich werde hier eine Entwickelung 
mittheilen, welche ich in die zweite Auflage meiner „Planimetrie“ 
(Hannover 1862) aufgenommen habe und für deren Zulassung in 
die elementaren Lehrbücher hauptsächlich die beiden folgenden 
Umstände sprechen dürften: 

1) Sie giebt schon dem Anfänger ein sehr instructives 
Beispiel der Exhaustions-Methode, welche sonst, nach 
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dem Vorgänge des Arebimedes, erst bei der Quadratur der Pa- 
rabel gelehrt wird, also für Gymnasialschüler selten oder niemals. 

2) Sie macht es möglich, die Simpson’sche Formel für 
F lach e n berechnu n g en, deren Aufnahme in die Elemente so 
wünschenswert!) ist, schon hier abzuleiten, während dieselbe 
sonst nur unter Voraussetzung der Quadratur der Parabel bewie- 
sen wird. 


§■ 2. 


Die Gleichung (1) lässt sich umformen in 

'-? + ! T Sr « 

und deutet in dieser Gestalt schon den Weg an, welchen die 
Exbaustion der vorliegenden Fläche zu nehmen hat, wenn der 
Bogen b vermieden werden soll. 

Taf.I. Fig. 5. Man beschreibe in den Kreisabschnitt das gleich- 
schenklige Dreieck ABC, welches die Sehne AB = a zur 
Grundlinie und den Pfeil CD = h zur Höhe hat. Der Inhalt die- 
ses Dreiecks ist • 


In die beiden übrig gebliebeuen Kreisabschnitte beschreibe 
man wieder die gleicbschenkeligen Dreiecke ACE und CBF, 
welche die Sehne AC—CB=a l zur Grundlinie und den Pfeil 
EG— FH — hi zur Höhe haben. Der Inhalt dieser beiden Drei- 

aihi 

2 ' 


ecke ist = 2 . - 


In die vier nun noch übrigen Kreisabschnitte beschreibe man 
wieder ebenso gleichschenkelige Dreiecke, welche in der Figur 
nicht weiter angezeigt sind, und nehme die Sehne AE = a t zur 
Grundlinie und den zugehörigen Pfeil = A a zur Höhe. Der Inhalt 

dieser vier Dreiecke ist =4. 

Fährt man so weiter fort, bezeichnet Sehne und Pfeil der 
nun folgenden acht Kreisabschnitte mit a, und A, u.s.w. und addirt 
alle Dreiecke, so erhält man den Inhalt des Kreisabschnitts durch 
die unendliche Reihe ausgedrückt: 


/=T + 2 


a,A, 


+ 4 


“**• _L U L 


(3) 
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Diese Reibe nimmt eine elegantere Gestalt an , wenn man 
statt der VVertbe h, A,, A a u.s. w. den Halbmesser r einfährt. Man 
bat nämlich, wie unmittelbar aus der Figur zu schliessen ist. 


A - 

h “ 2r ' 


A 

A ‘ - Ir ’ 


, a 3 * 

** = 2r’ U ‘ 


und die Substitution dieser Werthe giebt die Reihe; 


/ = 


aa x * 
4 r 


+ 2.^ + 4. 


«*<*3 

4r 


+ 8. 


<yv 

4r 


+... 


(4) 


Um nach dieser Formel den Inhalt des Kreisabschnitts zu be- 
rechnen, bedarf es der Kenntniss der Werthe o,, o 2 , a 3 , u.s.w 
Diese Werthe entstehen aber successive aus einander auf dieselbe 
Weise, wie aus der Seite eines eingeschriebenen regelmässigen 
Polygons die Seite des eingeschriebenen Polygons von doppelter 
Seitenzahl hergeleitet wird, oder es ist 


“i = V 2r*— 2^ r*- j 

"* = ^2 r*-2r\^ r 1 — ^ 


U. 8. W U. S. W.. 


Wenn eine genaue Zeichnung des Kreisabschnitts rorliegt, 
wie es in den technischen Anwendungen bei Gewölben, Brücken- 
bogen u.s.w. der Fall zu sein pflegt, so kann man kürzer die Werthe 
von ö| , a t , a 3 , u. s. w. aus der Zeichnung nehmen. 

In der numerischen Rechnung bricht die unendliche Reihe 
immer von selbst da ab, wo ihre Glieder so klein werden, dass 
sie zu der letzten in Betracht zu ziehenden Decimalstelle keinen 
Beitrag mehr geben. 


§■ 3. 

Die hier entwickelte Formel (4) für die Inhaltsberechnung 
des Kreisabschnitts ist im Allgemeinen einer Zusammenziehung 
in einen geschlossenen Ausdruck nicht fähig. Dies ist jedoch 
in einem besonderen Falle möglich, den die Praxis sehr häufig 
darbietet, nämlich wenn der Kreisabschnitt sehr flach, d. h. wenn 
der Pfeil des Kreisabschnitts im Vergleich mit seiner Sehne sehr 
klein ist. 
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Wenn CD sehr klein ist im Vergleich mit AB, so ist AC 
wenig grösser als AD, und man kann mithin angenfihert setzen 

a 

°*=2 

und folglich um so mehr auch 


Ui a 
«.= 2 = 4 * 


o* a 

o 3 = Tj- = g. u.s.w. 


Setzt man diese Werthe in (4), so kommt. 


j U M U 

/== Fftr + Ür + 25 S + — 


(S) 


= jg^0+i + A + . 


Der hier vor der Klammer stehende Factor ist einerlei 


mit wie aus der Vergleichung mit (3) unmittelbar hervorgeht, 

und die eingeklammerte Reibe hat zur Summe = }. Mithin ist 
endlich 



(6) 


d. h. der Inhalt eines sehr flachen Kreisabschnitts be- 
trägt zwei Drittel eines Rechtecks, welches dieSehne 
des Kreisabschnitts zur Grundlinie und den Pfeil des- 
selben zur Höhe hat. 


Diese Formel Gndet man sonst aus der Theorie der Parabel 
durch die Betrachtung, dass der Bogen einer Parabel in der Nähe 
ihres Scheitels mit dem Krdmmungskreise des Scheitels als zu- 
sammenfallend angesehen werden kann. 

Was die Anwendbarkeit der Formel (6) anlangt, so kann man 
die Frage aufwerfen, wann einem Kreisabschnitte die hier voraus- 
gesetzte Eigenschaft, sehr Hach zu sein, zukomme. Diese Frage 
lässt aus der Vergleichung der beiden Reihen (4) und (5) eine 
vollkommen präcise Antwort zu. In der Reihe (5) ist jedes Glied 
genau ein Viertel des vorhergehenden; in der Reihe (4) dagegen 
ist jedes («lied im Allgemeinen grösser als ein Viertel des vor- 
hergehenden, und reducirt sich nur dann gleichfalls auf ein Viertel 
des vorhergehenden, wenn diese Reihe in (5) übergeht. Wenn 
man demnach die beiden ersten Glieder der Reihe (4) in Zahlen 
berechnet und das zweite Glied mit hinreichender Genauigkeit 
gleich einem Viertel des ersten findet, so ist die Voraussetzung 
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erfüllt, auf welcher die Formel (6) ruht, und mau darf mithin die 
Inhaltsberechnung nach dieser Formel ausfiihren. 

Wenn aber das zweite Glied der Reihe (4) nicht gleich einem 
Viertel des ersten sich ergiebt , so muss man nach dieser allge- 
meinen Reihe zu rechnen fortfahren, kann aber zum wenigsten 
den Schluss der Rechnung io die Formel (6) überleiten. Denn 
man wird in der Reihe (4) jedenfalls früher oder spater zu einer 
Stelle gelangen, von welcher angefangen jedes Glied hinreichend 
genau gleich einem Viertel des vorhergehenden ist; wenn man 
das erste dieser Glieder um seinen dritten Theil vergrössert, so 
hat man sofort die vollständige Summe. 

Beiläufig werde bemerkt, dass man, wenn / gefunden, hinter- 
her auch im Stande ist, die Bogenlänge des Kreisabschnitts zu 
berechnen. Denn man hat nur nüthig den Werth von 1 in die 
Gleichung (1) oder (2) zu setzen und diese für b aufzulösen. So 
insbesondere giebt die Gleichsetzung der beiden Werthe (2) und 
(6) für die Bogenlänge 6 eines sehr flachen Kreisabschnitts den 
bemerkenswerthen Ausdruck : 

6=a ( ! +£)• 

§• 4. 

Aus der Formel (6) lässt sich die Simpson’sche Formel 
ableiten, welche von sehr vielfältigem Gebrauche ist, um ange- 
näbert den Inhalt einer durch eine beliebige krumme Linie be- 
grenzten Fläche zu berechnen. 

Taf. I. Fig. 6. Es sei AB eine beliebige krumme Linie, welche 
eine Fläche begrenzt, und XY eine willkürlich angenommene 
Abscissenlinie, auf welcher in gleichen Abständen XC — CD 
vorläufig die drei recbtwinkeligen Ordinaten XA, CL, DM errichtet 
sind. Die Abstände dieser Ordinaten seien so klein genommen, 
dass der Bogen ALM keine zu starke Krümmung hat. Man 
setze XC = CD = a und XA = y , CL = y t , DM — 

Zieht man die gerade Linie AM, so wird durch dieselbe das 
zwischen den Ordinaten XA und DM enthaltene Flächenstück 
in das Trapez XDMA und das Segment AML zerlegt. Das Tra- 
pez XDMA , dessen parallele Seiten y und y t sind und dessen 
Höhe = 2<r ist, hat den Inhalt 

“(y+y*)- 

Die Mittellinie dieses Trapez beträgt CK — , folglich ist 
Theil XXXIX. 2 
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KL = y v 


II + ya 

2 ‘ 


Um den Inhalt des Segments A ML zu bestimmen, mache man 
CZ=zKL und denke sich durch die Punkte X, Z, D eine krumme 
Linie gelegt, welche ein Segment XDZ von demselben Inhalte 
wie AML hervorbringt. Dieses Segment XDZ kann man ange- 
nähert wie einen Kreisabschnitt ansehen, dessen Pfeil im Ver- 
gleich mit seiner Sehne klein ist. Die Sehne dieses Kreisabschnitts 

ist = 2a, der Pfeil = y t — — , und mithin nach (ß) sein Inhalt 


4a 

3T 


(.Vl — 


yjrj/t. 
2 > 


Durch Addition der beiden gefundenen Werthe erhält man 
für den Inhalt des Flächenstücks XDMLA 


1 = “(y +yi) + ^Cvi — 

d. i. 

/ = g(y + fyi-f y*)- O) 

Sollte der Bogen ALM seine convexe Seite nicht, wie in der 
Figur, nach oben, sondern nach unten wenden, d. h. C L < CK 
sein, so lässt sich durch entsprechende Abänderung der Figur 
zeigen, dass der Ausdruck für / in (7) dessen ungeachtet der- 
selbe wird. 

Es seien nun solcher Theile wie XC= CD= a auf der Ab- 
scissenlinie XV beliebig viele, jedoch in gerader Anzahl vor- 
handen, und die entsprechenden Ordinate» seien der Reibe nach 

y» jti. y*> ys. ••• in »-*> y*«-i - m«- 

Alsdann erscheint die ganze zwischen den Ordinaten y und y<i n 
enthaltene Fläche wie eine Summe von Flächenstücken, deren 
Inhalte nach der Formel (7) zu berechnen sind. Mithin erhält 
man für die ganze Fläche den Ausdruck : 

I - ^(.v + +yz) + |(y* + *i/ 3 +y 4 ) + ••• + |(y*»-* + 4y*«-i +ya«) 

d. i. 

/ = j(y + 4yr + 2y a + 4y s + 2y, + . . . 4yz„_i -f y» n ), 
welches die Simson’sche Formel ist. 
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III. 

Ueber die der Ellipse parallele Curve und die dem 
Ellipsoid parallele Fläche. 

Von 

Herrn Dr. Wilhelm Fiedler, 

Lehrer der darstellenden Geometrie n. d. Gewerbeschule zu Chemnitz. 


1. Im VI. Zusatze zu meiner deutschen Ausgabe von Rev. 
Salmon’s „Treatise on Conic Sections“ („Analytische Geometrie 
der Kegelschnitte“ p. 598 — 604) und nachher habe ich, den brief- 
lichen Andeutungen des trefflichen Gelehrten Dachgehend, Folge- 
rungen aus der Betrachtung der Discriminante der Gleichung 

kS + 5, = 0 

mitgetheilt (p. 602), welche sich den Art. 362—367 des Werkes 
an8cbliessen ; sie galten einer Gruppe von Sätzen über Kegel- 
schnitte, zu deren Entdeckung der Satz von Faure: „die Länge 
der Tangente, welche man vom Centrum einer Ellipse an den 
umschriebenen Kreis eines in Bezug auf sie sich selbst conjugir- 
ten Dreiecks ziehen kann, ist der Länge der Sehne des elliptischen 
Quadranten gleich“ (Nouvelles Annales de Mathematiques 1860. 
524 p. 234) die Anregung gab. Ich knüpfte diese Folgerungen an 
andre Betrachtungen über die geometrische Bedeutung der Dis- 
criminante an , in welchen diese Letztere besonders zur Bestim- 
mung der Enveloppen von geraden Linien und der Oerter von 
Punkten benutzt ward. Im Hinblick auf diese schloss ich die 
Entwickelungen über die obige Gleichung für 

S = 0 

als Gleichung eines Kreises mit der Bemerkung, die ich mir hier 
zu wiederholen erlaube: „Endlich knüpfen wir diese Entwickelun- 
gen an die erste Betrachtung dieses Zusatzes, indem wir bemer- 
ken, dass die Discriminante der Gleichung 

2 * 
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A- 4 .r i + Ä>. 


+ A 2 - 


aH*c* + a i « 1 (6*+c 2 )+6 I (y 2 (c* + a 2 ) + c V(«* + **) / 

' . — (a*6* + 6*c* + ca 2 )(«*+|S*4y*- r 2 ) ) 

a*6*c* 

|(a 2 A* + A 2 e 2 + c 2 a 2 ) + (n 2 ß 2 -f A 2 |5 2 + c 2 y 1 )) 

1 — (q 2 46 2 +c 2 ) (g 2 -H?»-f y*— r») I 


a*6 2 e 2 


(a* + 6 2 + c 2 ) — (ß 2 + /3 2 + y 2 — r 2 ) 1 

o*A*c 2 ' n*6*c* 


in Bezug auf die Veränderliche A ist die Gleichung 
der zum betrachteten Gllipsoid 



= 1 


parallelen Oberfläche, d. i. die Gleichung der Ober- 
fläche, deren auf den Normalen desEllipsoids gemes- 
sener Abstand von diesem Letzteren unveränderlich 
und = r ist. 


Indem ich darauf zurückkomme, schliesse ich zugleich die von 
Cayley von andern Grundlagen aus ueuestens gegebenen Ent- 
nickelungen über denselben Gegenstand an. (Man vergleiche „An- 
nali di Matematica da B. Tortnlini“, t. III, p. 31 1 u. 343.) 

2. Die Richtigkeit der ausgesprochenen Sätze zuerst erweist 
sich leicht. Denn was den ersten anbelangt , so repräsentirt be- 
kanntlich die Discriminante der Gleichung 


A[(*-«)* + (y-ft*-r 2 ] + ^ + f’-l = 0, 

welche in der oben gegebenen Form erhalten wird, und an den 
angeführten Orten in der kürzeren Gestalt 

A*.^ + A 2 .e+A.Ö, + zf, =0 

geschrieben worden ist, die auch hier beibehalten werden soll, das 
System der drei Paare von geraden Linien, welche durch die vier 
Durchschnittspunkte des Kreises 

(.£ — ß) 2 + {y — |S)* — r* = 0 
mit dem Kegelschnitt 

v * 

-a + 5* ~ 1 = 0 

hindurch gehen, oder die Gegenseitenpaare und das Diagona- 
lenpaar des gemeinschaftlichen eingeschriebenen Vierecks. 
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Für den Fall, dass zwei dieser Paare von geraden Linien in 
eins zusaromenfallen, oder dass von den vier Durchschnittspunk- 
ten der beiden Curven zwei in einem vereinigt sind*), d. h. 
wenn Berührung zwischen ihnen stattfindet, muss jene 
du r c h di e G I eichse tzun g der D i scrimin a n te mit Null 
erhaltene Gleichung 

k 3 .J+k t .B+k.e l +J l =0 

ein Paar gleiche Wurzeln in k haben, d. h. ihre nach 
der Veränderlichen k gebildete Discriminante muss 
selbst mit Null gleich sein. Diese Discriminante wird durch 
die Elimination aus den partiellen Differentialen der homogen ge- 
dachten Gleichung, d. i. aus 

3^A* + 284 + 8, =0 
®** + 26,A+3.d l = 0 

erhalten, und kann in der Form einer Determinante 


3J, 

1 

20, 

8., 

0 

0 , 

3J, 

28, 



28,, 

3A, 

0 

i o, 

®, 

28, , 

3/f, 



oder entwickelt 

8*0,* + 18^ 88, = 4//8,* + 27zf»^,* + iä, 8» , 
und endlich in der zur Discussion brauchbarsten Form 
(9/L*,— 08,)* = 4(8*— 3zf0, >(8,*— 3^,8) 
geschrieben werden. 

3. Wenn nun in diese Gleichung die Werthe der Grössen 
8, 8,, A, wie sie eben gegeben sind, substituirt werden — 
ich will nur die Coordinaten des Centrums a, ß durch £, >/ be- 
zeichnen, um sie als Veränderliche zu characterisiren — so ent- 
steht eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung keine an- 
dere ist, als diese: Sie rep r äsenti rt den Ort des Mittel- 
punkts eines Kreises vom Halbmeser r, welcher die 
gegebene Ellipse berührt; somit ist sie die allgemeine 
Gleichung der der Ellipse parallelen Curve. 


*) Man vergleiche „Annlytischc Geometrie tler Kegelschnitte“ Art. 364 . 


Digitized by Google 



22 


Fiedler: Feber die der Ellipse parallele Curve 


Man hat 

a a 6*r a , 0 = aW — «*( i; 1 — r 1 ) — 6 2 (£*— r*) , 

4 = 1, 0, -a* + **-(£* + 

die Substitution liefert also eine Gleichung vom achten Grade in 
Bezug auf £, »j, als Gleichung der parallelen Curve. Sie erscheint 
in der Form 

[o*6 a — «*(ij*-r*)-6«(|»-r*)]*[a*+6*-(£» + ^*-r*)J* 

+ 18a a 6V[n a 6 a — a'tf - r a ) - 6 a (£* - r*)] [n* + /<* — (£* + jj* — r*)] 

= 4n I 6V*|a 2 + 6 a — (£* + r?*— r*)] 3 

+ 27a 4 A 4 r 4 + 4|n a 6 a — a a (r/ a - r*)— 6*({* — r a )] a , 

oder io der anderen 

I 

[Üa a 6*r a — ( aW — a V - A a | a + n a r a + ÄV«) (a* + 6* — | a - ij* + r a ) J* | 

= 4[(a*6 a — o a r; a — 6 I i 1 +a a r a -f6 a r a ) a — 3a a 6V a (a a + 6* — £ 2 — r;*+ r*)J 
X[(«* + 6* — f' 1 — r/ 2 + r a ) a — 3(a*6 a — a V - 6 2 l 2 + «V a + 6 2 r*)J *). 

Sie stimmt mit der von Catalon im III. Bde. der „Nouvelles 
Annales“ von M.T erquem (1844, p.553) gegebenen uberein, welche 
auf Grund des Beweises von Cauchy im XIII. Bde. der Coroptes 
rendus (p. 1063) entwickelt wurde, dass die Gleichung der paral- 
lelen Curve der Ellipse durch die Elimination von 0 aus den 
Gleichungen 


•) Ich darf nicht unerwähnt lassen, dass Salmon bereits in seinem „Trea- 
tise on the higher plane Curve«“ (1852 p. 278 — 74) eine Lösung des Problems 
egeben hat, die yon ganz anderen Gesichtspunkten ausgehend, doch zu einem 
höchst eleganten Resultate geführt hat. Er untersucht die Curvcn, welche mit 
der Ellipse dieselbe Evolute haben und zeigt, dass diese Aufgabe sich auf die 
Bestimmung der reciprokcn Curve einer Curve 4. Grades reducirt (Art. 109); 
er löst sodann aber auch die Aufgabe direct durch die Betrachtung der äqui- 
distanten Tangenten und die Theorie der Envcloppen. (Vcrgl. p. 98 — 104 des 
genannten Werks). Das Resultat, die Gleichung der Paralleleurvc , ist in die 
Form 

iS* — r* 

gesetzt, und enthalt nach der Natur von S und T allerdings Glieder des 
zwölften Grades; aber alle von höheren als dem 8. Grade verschwinden in der 
Entwickelung. Auch die Beziehung der Brennpunkte zur Parallelcnrve (siebe 
unten Art. 10) entgeht Salmon nicht, (p. 274.) 
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, &V _ , . gy 

(«*+e)* + (6* + ö)» _ *’ (a*+e)* + (6*+e)*~ 

gefunden werden müsse. 

Cayley hat bemerkt, dass die verlangte Elimination sich am 
einfachsten vollzieht, indem man aus den vorigen Gleichungen 
die neuen bildet 

13 

a* + fl + 6*+fl + fl ’ (u* + fl)* *" (6*-f fl)* fl*' 

Hier ist die zweite durch die Differentiation der ersten nach Ö 
erhalten und die verlangte Elimination kommt daher auf die Bil- 
dung der Discriminante dieser ersteren zurück, d. i. der Discri- 
minante von 

(fl + r*}(0 + «*)(ö + 6*)— ar*fl(0 + fl«) - y»fl(0 + «*) = 0. 

Man erhält damit genau die obige Gleichung wieder. 

4. In vollkommener Analogie knüpft sich die Aufgabe, die 
parallele Fläche des Ellipsoids zu bestimmen, an die all- 
gemeine Gleichung 

A*.^ + il>.e + A a .Ä+Ä.e l +^ 1 =0, 

in welcher 

d — a*6*c*r®, B = fl s 6*c I +(a 2 + 6*)c*J*-Kö*+c 2 )a 4 |*Kc*+a I )6V 

- (u*6® + fl®c* + c*a*) ($*+ V>+ $® - r*), 

= 1 , Ü = (a*6® + fl*c® + c*a*) + (a*£* + 6 V + c*£*) 

- (a® + 6* + c*)(|* + »;* + J* - r«) , 

ö, = a® + fl® + c®- (|* + i)® + J®-r*) 

sind. (Wieder sind, um die Coordinaten des Centrum der Kugel 
als die Veränderlichen zu characterisiren, die Buchstaben £, rj, J 
an Stelle von a, ß, y eingeRihrt worden.) 

Soll die Kugel 

(* — S)* + (y — 1?)*+ (» — ö* — r* = 0 
das Ellipsoid 



berühren, so muss die obige Gleichung in k gleiche 
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Wurzeln besitzen und ihre I) iscri m i n an te nach* muss 
also Null sein. 

Man bildet diese Letztere durch Elimination aus 

4z/A» + 3 0** + 2 Stk + 0, = 0 , 

0A 3 +2a** + 3©,* + z/, = 0 
entweder in Form der Determinante: 


4z/, 

30, 

2 a, 

0.. 

o. 

0 

0, 

4z/, 

30, 

2 a, 

0,, 

0 

0, 

0, 

4z/, 

30, 

2 a, 

0, 

0, 

2Ä, 

30,, 

4z/, , 

o. 

0 

0, 

0, 

2 a, 

30,, 

4z/, , 

0 

0, 

0, 

0, 

2 a, 

30„ 

4z/, 


oder io der entwickelten Form 

25 6z/»z/, 3 + 6*0, *a* + 1 44z/ z/, *0*a + 1 44 z/*z/, 0, *a 

+ 36z/, 0’0, a + 36z/0, 3 6Si f lüz/z/, a« 
= 40>8 1 H^8 1 *fl J +H8 5 ß s + 27z/,*04+27z/*0,4+6./z/, 6*8,* 
+ 192zf*z/,*00, + 128z/*z/,*a* + 8üz/z/, 00, a* 
und in der brauchbarem reducirten*) 

4 ( 4 M - 08 , + ^) 3 

= ,v (72z/z/,a+960,a— 27z/0,*— 27z/, 0 ,* - 2a 3 )* 


•) Man verdankt diese Rcduction der Discriininantc einer binären Form 
des vierten Grades, den Ilerren Boolc und Cayley. Wenn man sie in der 
Form 


[-.-!•? 4 <f)V 


schreibt, so erkennt nmn darin dio vnn jenen gegebene Relation der Invarian- 
ten der gedachten Form 


Ax * + iBx 3 y (ICxh/* +4I)xy 3 Ey* — 0, 

(AE - 4 BD + 3C*) 3 = V(A CE + 2 BCD —AUA— EB * — C 3 )*, 

oder 

S» = 277’». 
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Man erkennt daraus leicht, dass die Gleichung der Pa- 
rallelfläche in £, i], £ von der zehnten Ordnung ist. 

5. Ich beabsichtige augenblicklich nicht, in die Discussion 
derselben einzugehen, aber ich bemerke, dass dieselbe besonders 
auf der reducirten Form zu verweilen haben wird. Folgende Er- 
gebnisse aus der Theorie der binären biquadratischen 
Formen gewinnen für dieselbe entscheidende Bedeutung. Für 
die Form 

Ax* + 4 Bx 3 g T 6Cx*y*+ADxy* + Ey* — 0 

lassen sich beide Invarianten S und Tals symmetrische Fun- 
ctionen der Wurzeln ausdrücken ; nämlich, wenn die vier aus der 

Gleichung entspringenden Werthe des Verhältnisses X - durch o, 
ß, y, ö bezeichnet werden, 

S = (a — ß) t (y — ö) 6 i + (ß — y)*(S — «)* + (y — d)*(<* — ß ) 9 , 

r= (a-ß)*(y-ä)*( a -y)(ß-t) + .... 

oder: 


S = £ t (a-ß)*(y-ö)*, 

und ebenso: 


r= E t (a — ß)*(y — Ä)*(o — y)(ß — d). 

Es ist nach Salmon's Bemerkung vortheilbafter, diesen letz- 
teren Ausdruck in der Form 

T=[(a-ß)(y-S)-( a - y)(6-ß )] [(« - y)(d - ß) - (o - S)(ß - y)] 

X [(« — ä)(ß— y)— (u — 0)(y-d)] 

zu schreiben; denn nun erkennt man, dass die Gleichungen 
5 = 0, T = 0 

gleichmässig die Bedingung ausdrücken, unter wel- 
cher die Gleichung drei gleiche Wurzeln hat; und 
dass speciell T = 0 die Bedingung ausdrückt, unter 
welcher die vier Wurzeln der Gleichung — durch Punkte 
einer Geraden oder Strahlen eines Büschels repräsentirt — ein 
h armoni sc h es Sy s te m bilden. 

6. Cayley gelangt am angeführten Orte zu derselben Glei- 

chung für die Paralleifläche des Ellipsoids 
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= 1 *), 


indem er zunächst die Coordinaten g, rj, f des Endpunkts der 
Normale von der Länge r im Punkte (x, y, z) des Ellipsoids durch 
die Substitution 


V 


n i a. , * _ ■ 
a* + b* + ~ i 


in der Form 


£ = x(l + p), = t=*(l + ^j) 

ausdrückt und aus den durch die Substitution dieser Werthe ge 
wonnenen Gleichungen: 

«*£* 6 V c*r> , 

(n*+*)* + (6*+A)* + (c»+A)*~ ’ 

_i*Ü_ ■ _*v . _.g£ ^ 

(<t 2 +A)* + (6 4 +Ij* + (c«+A)» — 

die folgenden bildet: 

_j*_ . v* , r . ,.t» 
a* + A + 6*+ A + c* + * ’ 


£* , n* . r 8 _r«. 

(a*+A)* + (A*+A)* + (c*+A)* — k* ’ 

die zweite derselben ist das in Bezug auf A genommene partielle 
Differential der ersten und somit die Gleichung der parallelen 
Fläche des Ellipsoids zu gewinnen, indem man die Discriminante 
der Gleichung 


, V* 

a*+A + 6* + A 



in Bezug auf A bildet und mit Null vergleicht. Die Wegschaffung 
der Nenner lässt in ihr die Gleichung vierten Grades wiederfinden, 
welche vorher gefunden ward. 

Es ist von Interesse, damit die von Wi II. Roberts**) ge- 


*) Ich reducirc überall seine Bezeichnungen auf dio hier gebrauchten. 

**) M. W. Roberts ist derjenige des bekannten gelehrten Brüderpaares 
von Dublin, welcher in Ter quem ’ 9 r Annalcs“ unter dem Anagramm Strebor 
90 viele schwierige Probleme der Geometrie und Analysis gelöst hat. 
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gebene und von Cayley bekannt gemachte Auflösung zu ver- 
gleichen. Die Parallelfläche des Eliipsoids kann offen- 
bar gewonnen werden als die Enveloppe aller aus den 
Punkten der Oberfläche mit einem und demselben 
Radius r beschriebenen Kugeln. Roberts betrachtet 
nun zunächst die Ringfläche, welche die gemeinschaft- 
liche Enveloppe der Kugeln ist, deren Centra einen 
Kreisschnitt des EllipRoids bilden und geht sodann von 
ihr erst auf die Parallelfläche selbst über. In der That, nur die 
Gleichung der den Kreisschnitten entsprechenden Ringfläche ist 
einfach genug, um die Gleichung ihrer Enveloppe, der Parallel- 
fläche des Eliipsoids, in genügend knapper Form zu erhalten. Für 
die Ellipse 



erhält man die Gleichungen: 

6V _ JKS* , _*V , , 

(o*+Ä) a + (6*+*)* — ' (a*+A)» + (b*+k)*~ T ~ 2 


und die Gleichung der Ringfläche durch die Discriminante der 
Gleichung: 


P 

n* •+■ k 


+ 


6*+ k 


= 1 + 



in Bezug auT k. Sie ist eine cubische Form, reducirt sich aber 
für a=b, oder für die Kreisschnitte, auf eine quadratische Form. 

Indem ich mich auf diese Andeutungen beschränke, verweise 
ich auf die schönen von Cayley über diesen Gegenstand gege- 
benen Entwickelungen (Annali di Mat. t. III. p. 347). 


7. Statt in die Discussinn der Parallelfläche des Weiteren 
einzugehen, will ich die Hauptmomente der Discussinn der Pa- 
rallelcurve der Ellipse bezeichnen. Es wird nöthig sein, dazu 
nach einander von ihrer Klasse und von ihren Singularitä- 
ten, nämlich von Rückkehrpunkten und Doppelpunkten zu han- 
deln, und nützlich, ein Paar specielle Fälle zu erörtern. 

Die Parallelcurve der Ellipse ist von der vierten 
Klasse, d. h. man kann von jedem Punkte ihrer Ebene aus vier 
Tangenten an sie ziehen. Man beweist diess, indem man die 
Gleichung der Curven in Tangen tialcoordinaten auf 
stellt; denn dieselbe ist vom vierten Grade in den Veränderlichen. 
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Die Tangente der Ellipse kann durch den von ihr mit der 
Hauptachse gebildeten Winkel a in der Form ausgedrückt werden: 

arcos « -f-^sina — yf (a a cos 2 a-f- A*sin*o) = 0*); 

dann ist unmittelbar 

arcoso -f^sino — r — V"(a i cos 1 ß + 6*sin 2 a) = 0 

die Gleichung der im Abstande r zu ihr parallelen Geraden, d. h. 
die entsprechende Tangente der Parallelcurve der Ellipse. 

Indem man sie durch 

Xx + Yy- 1- Zi = 0 

repräsentirt, wo X, Y, Z die Tangentialcoordinaten sind, hat man 
X: Y:Z = cosa:sina:r V (a 2 cos 2 « + 6* sin 2 «) 

und Bildet 

als Gleichung der Parallelcurve, oder in der von Wurzelgrössen 
freien Form : 

[(o 2 — r*)^ 2 +(6 2 -r 2 )F 2 ] 2 = Z*[2(a a +r 2 )* 2 +2(6*+r a ) F* + Z*], 

also in der That vom vierten Grade**). 

Aber auch die Construction liefert das nämliche Ergeh- 
niss. Um von einen gegebenen Punkte aus die Tangenten der 
Parallelcurve einer gegebenen Ellipse für die Distanz r zwischen 
beiden zu zeichnen, beschreibt man von diesem Punkte aus mit 
dem Halbmesser r einen Kreis, zieht die gemeinschaftlichen 
Tangenten dieses Kreises und der Ellipse, und erhält die ver- 
langten Tangenten in den zu ihnen durch das Centrum des Krei- 
ses gezogenen Parallelen ; nach dieser Construction kann die Zahl 
dieser Tangenten nie grösser als vier sein. 

*) Man vergleiche „Analytische Geometrie der Kegelschnitte“ Art. 179. 

*•) M. Cayley bemerkt, dass die Normale der Ellipse durch die Gleichung 
axsin a — by cor a — (a* — 6*) sin a cos a 
repräsentirt werden kann, und dass man durch Betrachtung der orthogonalen 
Trajeetorie dieser Geraden die Gleichung 

(xdx-\-ydy) V b % dx % -\-a*dy* — b*)dxdy = 0 
erhält; die Differentialgleichung der Parallelcurve der Ellipse. In das Inte- 
gral derselben, welches von der achten Ordnung ist, tritt die Grösse r als 
Constantc ein. 
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8. Indem man bemerkt, das« eine Curve des 8ten Grades im 
Allgemeinen von der 56. Klasse ist, wird man von selbst zu der 
Frage nach den Singularitäten d er Parallelcurve der 
Ellipse geführt, welche die entsprechende Erniedrigung der 
Klasseozahl bewirken. 

Sie besitzt zuerst z wö I f R ück kehrpunkte oder'Spitzen. 
Sie sind die gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte der drei Cur- 
ven vierter Ordnung, welche durch die Factoren der allgemeinen 
Gleichung der Parallelcurve einzeln dargestellt werden, nämlich 
der Curven: 

— ee, = o , ©*—3^0, =0, ©, 2 - 34 0 = 0. 

Man erkennt zunächst, dass sie zwölf gemeinschaftliche Durch- 
scbnittspuukte besitzen, weil jede dieser drei Gleichungen aus 
den beiden andern hervorgeht; sodann aber, dass diese Punkte 
Rückkehrpunkte der Parallelcurve sind, aus der Art und Weise 
der Verbindung jener drei Gleichungen. In der That, die Form 

(9^^! — ©©,)*= 4( © 2 — 3z/ 0, )( ©, 2 — 3zf, 0) 

zeigt, dass die Parallelcurve der Ellipse von den 
Curven 

0 2 — 3z/©,=0 und ©, 2 — 3<d,0 = 0 

in denjenigen Punkten berührt wird, in welcbeu die 
Curve 

-©0, =0 

sie sch neidet. 

Man erhält die fraglichen Rückkehrpunkte aus diesen Glei- 
chungen selbst, vollkommen direct, indem man aus ihnen die 
Relationen 

0 = 0, = 3(z# z^ 2 )» 

zieht und die entsprechenden Werthe aus Art. 3. substituirt. 

Man hat 


a 2 6 2 — <i 2 ij 2 — 6 2 £* + (n* + 6 2 )r* = 3 (abr)i, 

u 2 + b 2 + r- — £* — rj* = 3(a6r)t 

zur Bestimmung der fraglichen Coordinatenwerthe. 

Es ist nicht schwer zu erkennen, dass sie denjenigen 
Punkten der Ellipse entsprechen, deren Krümmungs- 
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halbmesser gleich r ist. Man beweist diess nach Cayley’s 
Vorgang, indem man durch 

acosa, bsina 

die Coordinaten eines Punktes der Curve*) bezeichnet; denn da- 
mit sind die Coordinaten des Krümmungscentrums durch 

a| = (a 2 — 6 2 )cos s «, br/ — — (a* — A*)sin s a 

bestimmt, somit ist der Krümmungsradius = r, wenn man hat: 

(o 2 sin 2 « -f- A 2 cos 2 o)t 
T ~~ ab ’ 

oder: 

a 2 sin 2 o -f A*cos 2 « = (abr)i. 


Diess giebt: 

(a 2 — A*)cos 2 « = n 2 — (aAr)I , — (a 2 — 6*)sin*o =6* — (aAr)t ; 

und somit für |*-4- rj 2 und a 2 j) 2 +A 2 |* Werthc, welche mit den 
obigen übereinstimmen. 

Diese zwrülf Punkte sind imaginär, so lange r nicht ein zwi- 
A* o 2 

sehen den Grenzen — und ~r enthaltener Werth ist; ist r aber 
o 0 

zwischen diesen Grenzen enthalten, so sind unter ihnen vier reelle 
und acht imaginäre. Für die Grenz werthe 

A 2 . «* 

r = — und r — t 
a b 


vereinigen sich die reellen Rückkehrpunkte paarweise in zwei 
respective in der Achse der £ und der gelegenen Punkten. 

Indern man hierzu bemerkt, dass die den zwölf Rückkehr- 
punkten entsprechende Reduction der Klassenzahl = 36 ist, er- 
kennt man , dass mit ihnen die Singularitäten der Curve nicht 
erschöpft sind. 

9. Aber die Form der allgemeinen Gleichung gestattet, leicht 
darzuthun, dass die Curve überd iess acht Doppelpunkte ent- 
hält; da diese die Klassenzahl der Curve um weitere 16 Einhei- 
ten reduciren, so erkennt man durch die Identität 

56 -36-16 = 4, 


*) Man vergleiche ^Analytische Geometrie der Kegelschnitte“ Art. 231 f. 
Art. 245. 
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das 8 die betrachtete Curve andere Singularitäten 
nicht h aben k ann. 

Von jenen Doppelpunkten werden am leichtesten aus der 
allgemeinen Gleichung erkannt die vier, welche der unend- 
lich entfernten Geraden angehören; es sind einmal die 
imaginären Kreispunkte, welche die Gleichung 

i*-m 2 = o 

bestimmt, sodann aber die durch 

„V + <,*£* = () 

in unendlicher Entfernung bestimmten Punkte. 

Ausser diesen aber gehören den Achsen der El- 
lipse je zwei symmetrisch gelegene Doppelpunkte an, 
wie man erkennt, wenn man durch die Substitutionen 

| = 0, »; = 0 

die Achsenscbnittpunkte der Curve bestimmt. Denn diesen ent- 
sprechen die Gleichungen: 

[(, - *)*- r *][(.7 + 6 )*+ r *][« V - („*_ 6 *)( r * -«*)]* = 0 , 

[«-«)*-'•] [« + o)*+r*]L6*£*- («• -6*)(6*-i*)]* = 0. 

Es ergeben sich daraus für die hezeichneten Doppelpunkte 
die Gleichungen*): 

n 5 »j* = (a* — 6*) (r* — a*) , 

6*£* = (a*— 6*)(b*_ r *); 

und man findet für die entsprechenden Punkte der Ellipse die 
entsprechenden Werthepaare: 

a _„4_6V I 2 _b* r* — a® 

x ~ «*— 6* ’ y ~ a* 'a* — 6* : 

s a* tfl — r* 9 a*r* — b* 

X ~ 6 * ’ y ~ ~a»—W • 

Demnach sind die Doppelpunkte in der Achse der y reell, so 
lange r> a, die in der Achse der x aber, so lange ist; da- 
gegen sind die Punkte der Ellipse, welche jenen entsprechen. 


*) Man mnas diese Form aus dem Umstande schließen , dass von jedem 
der Scheitel aus auf die entsprechenden Achsen nach dem einen und andern 
Sinn die Distanz r abgetragen werden kann. 
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d* 

nur reell, für r<yt und die Punkte derselben, welche diesen 
** 

entsprechen, für r> — • Man sieht, diese letzteren Bedingungen 
der Realität sind die nämlichen, durch deren Erfüllung vier der 
Rückkehrpunkte reell werden. 

a i 

In dem ersteren Falle werden für r> y» im zweiten für 

r<— die Doppelpunkte zu isolirten oder conjugirten Punkten; 
die entsprechenden Curvenäste kommen nicht znr Erscheinung. 


Bei den Grenzwerthen r= ^ und r = — vereinigen sich diese 
respective der Achse der y und der Achse der x angehürigen 
Doppelpunkte, die vorhin isolirt waren , wieder mit der Curve und 
zugleich mit zwei Rückkehrpunkten, ohne dass jedoch irgend 
eine Singularität in der Curve selbst sichtbar würde. 

Für die besonderen Fälle r = a und r = b vereinigen sich 
die beiden Doppelpunkte respective der Achse der y und der 
Achse der x im Centrum der Curve als gemeinschaftlich zweien 
Zweigen der Parallelcurvc, denen respective die Achse der y und 
die Achse der x als gemeinschaftliche Tangente entsprechen *). 


10. Es ist lohnend, den beiden speciellen Voraussetzungen 
a = 6 und r = 0 

an der Hand der allgemeinen Gleichung nachzugehen und sich die 
geometrische Bedeutung der gewonnenen Resultate zu vergegen- 
wärtigen. 

Die erstere giebt die reducirte Gleichung: 

o 4 (|* + »!*)*[(£* + »i* — «*)* — 2r*(£*+ ij* + a*) +r*] = 0; 

die Paral I elcurve eines Kreises zerfällt also in 
vier gerade Linien, nämlich die von seinem Centrum nach 
seinen imaginären Punkten im Unendlichen gezogenen Geraden, 
jede doppelt gezählt, und zwei Kreise 

£*+if-(a + r)* = 0, | 2 + rj 2 — (“ — r) 2 = 0; 

denn das Product dieser letzteren Gleichungen ist der andere 
Factor der Gleichung der Parallelcurve. 

*) Man vergleiche: Magnus .Aufgaben und Lehrsätze etc. u Bd.l. p. 432, 
Aul'g. 152, X. 
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„Mit welchem Rechte die nach deu imaginären Kreispunkten 
im Unendlichen gezogenen Geraden der Parallelcurve angehören, 
erläutert die specielle Voraussetzung r = 0, denn auch hier blei- 
ben diese Geraden mit dem doppelt erscheinenden gegebenen 
Kreise zugleich als Bestandteile der Parallelcurve und ihrer 
Gleichung bezeichnet. 

Der Voraussetzung r = 0 entspricht die Gleichung: 

(6*|*+aV-ö 2 * I ) ! t(^+’? 2 )*-2(a s -6*)(^ + ^)-Ka*— = 0. 

Die Parallelcurve setzt sich also aus der zweifach wieder- 
holten Ellipse und vier geraden Linien zusammen, welche für 
a*e* = a® — 6 2 durch die Gleichung 

(S±«<0*+»l* = 0 

repräsentirt sind. 

Für a=6 kommt man auf -f- 1 )* = 0 zurück. 

Jede dieser Geraden verbindet einen reellen und einen ima- 
ginären Brennpunkt der Ellipse und ist eine Tangente derselben*). 
Dass sie aber zur Parallelcurve gehören, beweist 
M. Cayley durch diese einfache Entwickelung. 

Durch 

i = “> — — e )’ (« = V-T) 

ist ein imaginärer Punkt der Ellipse und durch 

(«-“)* + h- *•«(-* -c)]*=° 

der mit dem Halbmesser Null aus diesem Punkte beschriebene 
Kreis gegeben ; der letztere zerfällt aber in die zwei Geraden 

S-“+'h-«"(l-e)] = 0 

oder 

| — ae-\-iij = 0 , 

welche eine Tangente der Ellipse ist, und die Gerade 


*) Man vergleiche „ Analytische Geomttrie der Kegelschnitte 44 Art. 400 
Aufg. 5. 

Thell XXXIX. 3 
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oder 

|-a0 — — £j/ = 0, 

welche den Berührungspunkt mit demjenigen imaginären Kreis- 
punkt im Unendlichen verbindet, welchen die vorige Tangente 
nicht enthält. 

Ich erinnere hier an die vielfach analogen Züge, welche schon 
nach dem Früheren die Discuseion der Parallelfläche des Ellipsoids 
mit dem Vorigen gemein haben muss; und bemerke, wie leicht 
sich die vorigeu Entwickelungen auf die entsprechenden Probleme 
bezüglich der Hyperbel und Parabel und bezüglich der anderen 
Oberflächen zweiten Grades übertragen lassen. Von alle dem 
wäre jedoch wohl nur die Discussion der allgemeinen Gleichung 
der Parallelfläche des Ellipsoids an diesem Orte eingehenderer 
Aufmerksamkeit werth; ich ziehe jedoch vor, es bei den Andeu- 
tungen des Art. 5 f. bewenden zu lassen und von einem neuen 
Gesichtspunkte aus diese Discussion und die ganze Richtung 
dieser Untersuchung zu erhellen. 

11. Unter dem Namen der Curve von Talbot hat man 
eine krumme Linie bezeichnet, die aus der Ellipse als die 
Enveloppe der Normalen hervorgeht, welche man in 
den Punkten derselben auf den in ihnen ausgehenden 
Durchmessern errichtet. Es liegt nahe, an die auf glei- 
che Art als U m hüll uu gs fl ä ch e der Normalebenen aus 
dem Ellipsoid hervorgehende Fläche zu denken. Die erste 
allgemeine und elegante Darstellung jener Curve ist wohl von 
Tortolini (Raccolta scientif. di Roma, I84Ö; Annali di Scienze 
etc. da B. Tortolini, Vol. VI, 1855) gegeben worden; mit ihr und 
der entsprechenden Fläche hat sich A. Cayley in einer schönen 
Abhandlung der Philosoph. Transactions (Febr. 1858) beschäftigt, 
und ihre Discussion in den elegantesten Formen gegeben. Ich 
will hier zeigen, dass die Cayley'sche Gleicbungsform sehr ein- 
fach aus den Betrachtungen dieser Abhandlung hervorgeht. 

Geometrisch ergiebt sich sehr leicht, dass die Punkte der 
gedachten Curve als die dem Mittelpunkt der Ellipse entgegen- 
gesetzten Durchmesser- Endpunkte von Kreisen gefunden werden, 
die die Ellipse berühren und ihr Centrum enthalten; ebenso leicht 
erkennt man das analog^ Gesetz für die Fläche, wornach ihre 
Punkte als Durchmesserpunkte der Kugeln sich bestimmen, die 
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das Ellipsoid berühren und deren Oberflächen sein Centrum ent- 
halten. 

Für solche Kreise gilt die ihre Gleichung specialisirende Re- 
lation: 


«• + P = r», 

für solche Kugeln die analoge: 

«* + P + y* = r*; 

da überdiess nicht die Mittelpunkte, sondern die Durchmesser- 
endpunkte dieser Kreise und Kugeln die fragliche Oberfläche be- 
stimmen, so hat man a, ß oder a, ß, y nicht in die laufenden 

Coordinaten £, 17 oder |, 17, £ selbst, sondern in 0( j er 

JL L 2 

V • 

^ *u übersetzen, um aus den allgemeinen Gleichungen des 

Art. 1 die Gleichungen der Curve und Fläche von Tal bot in ihrer 
bequemsten Form hervorgehen zu sehen. 


* Man erhält aus 

/.3 . 7.2 a*6*-«»(0*-r*)-6*(«*-r*) , , a*+6*-(«*+|S*-r*) , 1 

+ ' «*6* + * 0*6* 


so zunächst: 


= 0 


**.(«* 4 ß*) + Jt*. 


«* 6*4 0 * 0*4 6 * 0 * 

a*6» 


+ A. 


1 * 4 - 6 » 
o*6* ‘ 


1 

o*6* 


= 0, 


d. 


^=o*6*(o*40*), & = 0*0* 4 6*0* 4 o*6* , ©, = a*,4- 6», 4 = 1 ; 


in Folge dessen geht die Gleichung 

( 9 t /4 - es,)* = 4(e*-3t/s,)(s t *-34e) 

in 


|9o*6*(o* 4 0*) - (o* 4 6 *)(«*a* 4 6*0* 4 o* 6 *)|* 
= 41 o»o* 4 6*0* 4 o* 6 *)* — 3o*6*(o* 4 0*)( o » 4 6 *)| 
Xl(a* 4 6*)*— 3(a*o* 4 6*0* 4 o* 6 *) j 
über, in welcher nun noch die Substitution 


3" 
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zu vollziehen ist, um die (Gleichung der besprochenen Gurve zu 
erhalten. Es ist dabei bemerkenswert!) , dass man die Discrimi- 
nante der betrachteten Gleichung dritten Grades auch in der Form 









schreiben kann, welches direct auf die Cayley’sche Gleichungs- 
form der Curve führt. (Vergl. Art. 1 und die Anmerkung des Art. 3.) 


Die Curve ist symmetrisch zu den Achsen und berührt in 
den Endpunkten derselben die Ellipse; ihre Form ist eine ganz 

verschiedene, jenachdem «*^‘26* ist: ‘im ersten Falle ein ganz 

nnerhalb der Ellipse gelegenes Oval mit zwei conjugirten Punk- 
ten in der Achse der x, im zweiten au den Enden der grossen 
Achse nach aussen mit einer zu der der Ellipse entgegengesetz- 
ten Convexität zu Rückkehrpunkten gehend, um von da aus mit 
Durchschneidung der Ellipse und ihrer grossen Achse — wodurch 
Doppelpunkte in derselben bestimmt werden — nach dem End- 
punkt der kleinen Achse zu verlaufen. 

Für die aus dem Ellipsoid entsprechend abgeleitete Fläche, 
welche von efer lOten Ordnung ist, erhält man die zur Discussion 
bequemste Gleichungsform aus der reducirten Gestalt der in Art. 4 
gegebenen Discriminante 


|z/z/,— 



, 00,ß z/0,* z/,0* «V 

: 6 +48 16 “TH“ 2165 ’ 


ebenfalls mittelst der vorher gegebenen Substitutionen. 

Die Form der Fläche ist natürlich sehr maunichfaltig, je nach 
den Achsenverhältnissen des Ellipsoids; dem Falle 

«*>•26*, 6* > 2t* 

entspricht die grösste Zahl reeller Singularitäten. Die den Haupt- 
schnitten des Ellipsoids entsprechenden Curven fiter Ordnung be- 
sitzen dann nach dem Vorigen reelle Doppelpunkte und Rück- 
kehrpunkte, die Fläche selbst besitzt drei Knotenlinien (Nodalen), 
welche durch jene und eine Rückkehrcurve (Cuspidale), welche 
durch diese hindurchgeht. Für die ganauere interessante Dis- 
cussion muss ich auf Cayley’s Abhandlung (sie ist auch im II. 
Bande der „Annali di Rlatematica“ 1859, p. 168 — 179 abgedruckt) 
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verweisen , da nur die Verbindung darzulegen war, in der die Ab- 
leitung ihrer Gleichung mit derjenigen steht, welche ich hier für 
die Gleichung der Parallelfläche gegeben habe. 

Hinsichtlich dieses Zusammenhangs mag noch erwähnt sein, 
dass eine einfache Verlegung des Coordinaterianfangs das Mittel 
darbietet, die Enveloppen von Normalen und Normalebenen sol- 
cher Radien vectoren der Ellipse und des Ellipsoids zu studiren, 
welche nicht vom Mittelpunkte atisgehen; die specielle Wahl 
desselben, welche dann freisteht, liefert eine grosse Zahl merk- 
würdiger Singularitäten. 

12. Es ist dabei endlich zu erinnern, in welcher Weise sich 
diese Ergebnisse der Theorie der derivirten Flächen und 
Curven anschliessen , zu der W. Roberts im X. Bande von 
Liouville’s Journal den Grund gelegt hat, und welche neuerdings 
von H i rst in No.l I desQuarterlyJournal (p. 210 — 18) weiter ausgefuhrt 
worden ist. Nach derselben ist die erste positive derivirte 
Oberfläche einer Fläche S der Ort des Fusspnnktes der Senk- 
rechten, die man von einem festen Punkte auf die Tangentialebene 
der Oberfläche S fällt; ans ihr entstehen auf dieselbe Weise die 
höheren positiven derivirten Flächen von 5. Umgekehrt wird die 
Envclnppe der zu den Radien vectoren der Fläche S von jenem 
Punkte aus in ihren Endpunkten in der Fläche gelegten Normal- 
ebenen als erste negative derivirte Fläche von S benannt, 
und es werden die höheren negativen Derivirten aus ihr auf die- 
selbe Art abgeleitet. Bekanntlich ist die erste positive Derivirte 
des Ellipsoids in Bezug auf das Centrum die Wellenfläche von 
Fresnel, die erste negative Derivirte ist offenbar die so eben 
Betrachtete. Den zwischen ihr und der Parallelfläche des Ellip- 
soids bestehenden Zusammenhang, der so eben begründet worden 
ist, sprach W. Roberts ohne Beweis in den Comptes rendus, 
I85!l, p. 74fl, wie folgt, aus: Wenn man in die Gleichung der 
Para I lei fl ac he eines Ellipsoids an Stelle der gleich- 
bleibenden Entfernung r die Grösse + rj® -f- J* sub- 
stituirt, so erhält man die Gleichnng der ersten nega- 
tiven derivirten Fläche eines Ellipsoids, dessen Ra- 
dien die Hälften der Radien des gegebenen Ellipsoids 
sin d. 

An dieser Stelle vollziehe ich zur Verdeutlichung des Zusam- 
menhangs mit den Betrachtungen des fl. Art. noch die Substitution 

4* + !}*+£*= r* und 4a 1 , 46®, 4c» statt «*, 6», c* 
in die Gleichung 
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_Ü_._3L . 

a*-M + 6* + A + c* + *- ,+ Ä’ 

deren Discriminante in Bezug auf k die Gleichung der Parallel- 
fläche liefert ; sie giebt 

P , V* . P , . P + *?* + P 

' 46® 4 A 4c* + 6 ' k 

oder 

P + 5! + ? = 1 . 

*( J i+^i) *d+4p) *a+£i) 

Die erste negative derivirte Fläche des Ellipsoids ist in der 
That die Enveloppe dieser Gleichung, insofern k in ihr veränder- 
lich gedacht wird. 

Da die derivirten Flächen einen sehr einfachen Zusammen- 
hang mit den inversen Flächen und den reciproken Flä- 
chen zu eiucr gegebenen haben, nämlich so, dass, wenn die in- 
verse und reciproke Fläche in Bezug auf eine und dieselbe vom 
Ursprung aus beschriebene Kugel gebildet werden, die erste po- 
sitive Derivirte einer gegebenen Fläche die inverse Fläche ihrer 
reciproken und die erste negative Derivirte die reciproke Fläche 
ihrer inversen ist, so ist damit die Parallelfläche, so weit man 
sich auf Oberflächen zweiten Grades beschränkt, auch diesen 
bekannten abgeleiteten Flächen verbunden. 

Auch in diesen Zusammenhängen schliesst sich die gegen- 
wärtige Entwickelung an den Inhalt jenes oben erwähnten VI. Zu- 
satzes zur „Analyt. Geometrie der Kegelschnitte“ an; sie erläu- 
tern wie er die geometrische Bedeutung der Discriminante. In- 
dem ich sic hier mittheile, leitet mich der Wunsch, zur allgemei- 
neren Kcnntniss der Vortheile nach Kräften beizutragen, welche 
die Methoden der neueren Algebra bei geometrischen Untersu- 
chungen gewähren. 
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IV. 

Ueber die Kettenbrüche, welche Wurzeln cubischer 
Gleichungen darstellen. 


Van 

Herrn Professor Mär eh er 

am Gymnasium IWnhardinuin in Meiningen. 


§. 1. Hat man eine quadratische Gleichung von der Form: 
aa* + 6x + c = 0, 

worin u, 6 und c ganze Zahlen hedeuten, so lässt sich bekannt- 
lich jede ihrer Wurzeln , Vorausgesetzt dass dieselben irrational 
aber nicht imaginär sind, in einen Kettenbruch verwandeln, der 
in’» Unendliche fortlSuft. Dasselbe gilt bei derselben Voraus- 
setzung von den cubischen Gleichungen der Form : 

ax* + fta:*-Fca: + d = 0, 

wobei ebenfalls a, It, c und d ganze Zahlen sind. 

So wie die ersteren Kettenbrüche, die quadratischen, in mehr- 
lächer Beziehung merkwürdige Eigenschaften besitzen, so gilt 
dies auch von der letzteren Art, den cubischen Ketten- 
brüchen. s 

Um diese Eigenschaften kennen zu lernen, muss man zunächst 
mit der Rechnungsweise sich vertraut machen, durch welche man 
Warzein cubischer Gleichungen, analog dem bei quadratischen 
Gleichungen üblichen Verfahren, in Kettenbrüche verwandelt. Die 
drei Wurzeln der obigen cubischen Gleichung sind : 
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I) x = , 

a 

II) x= ~ ib tff+ gg, 

a 

III) ^ = -j6 ±5 P+/Q 

a 

Hier bedeuten nämlich / und 9 die beiden imaginären Cubik- 
wurzeln von 1 , nämlich: 

/•=i(-l+ V^=3), » = i(-l-^^3): 

/•* und Q aber haben die folgenden Werthe: 


3 __ 

— i'j6*+{a6c — ia 2 c<+ V (- ,',6»+ Ja*c— iÄ*)H(-i**+tac)», 

<?= ^ - I ',6*+iaÄc-i«*rf- A»+ JoAc— 4aV)*+(— 

Wie hieraus leicht folgt, gelten die Gleichungen: 

PQ = lb*-iac 

und 

/« + Q3 = _,/ J 3 + i abc _ „a ri . 

§. 2. Um nun einen der Werthe von x in einen Kettenbrucb 
zu verwandeln, kann man zwar, nachdem derselbe durch die car- 
dänische Formel oder trigonometrisch bis zu einer hinreichenden 
Menge von Decimalen berechnet worden, auf die allgemeine Weise 
der Verwandlung von Decimalbrüchen in Kettenbriiche verfahren. 
Jedoch bekommt man hierdurch nicht diejenigen Zahlen, auf die 
es bei der Untersuchung des Wesens cubischer Kettenbriiche 
vorzugsweise ankommt. Bei dem zum Behuf dieser Untersuchung 
eiuzuschlagenden, jetzt näher zu beschreibenden Verfahren muss 
man ebenfalls die irrationale aber nicht imaginäre Grösse /*+(? 
(oder fP-\-gQ oder yP+fQ), alsdann auch P*\Q i (oder gP^-\-fQ^ 
oder fP 2 +gQ i ) berechnen, und zwar auf so viel Decimalen als 
nöthig ist, um zu bestimmen, wie viel Ganze in jedem der bei 
der Rechnung vorkommenden irrationalen Bräche enthalten sind. 

Ist die Zahl der in der Grösse 

-jb+P+Q 

a 

enthaltenen Ganzen /», so haben wir:' 
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ib+P+Q 


■h + 


P+Q— ah-ib 




<P i 


Hierin ist: 


9,1 ~ P + Q — <th — ib' 

Um den Nenner von tp l rational zu haben, multipliciren wir 
Zähler und Nenner mit der Grösse: 

/•**+ Q 2 + (ab +\b)(P+Q) + aW + labh + \ac , 

deren Berechnung später gezeigt werden wird. Zuerst thun wir 
es im Nenner, wobei nach §. 1: 

(P+ Q)(P 3 + Q 3 ) = P* + Q» + PQ(P+ Q) 

= — trb* + i abc—aU + (ib 3 —\ac)(P | Q) 

und 

(ah + \b)(P + Q) t = (-2ah\* 1 b)(!,b*-lac) + (ah + \ b)(F» + Q*) 
eingesetzt wird: 

**+«■+ (ah +ib)(P + Q) + aW + labh + | ac 
P+Q-ah-ib 

— ? r b*+iabc—a*d + (J6 1 - \ac)(P f Q) + (ah + 16)(/« + Q 3 ) 

+(-2aÄ+J6)(ä4 2 — \ac)+(a*h' l +labh+\av)(P+Q)+(-ah-ib)(P i +Q*) 

+(—ah—\b)(a i h* + lahh + \ac) + (— a*4 a — labh — ,;**)(/> -f Q). 

Hier heben sich die Glieder mit P+Q und P 1 + Q*. Es bleibt 
noch nach Auflösung der Parenthesen stehen: 

— ,',b 3 + iabc~a*d 

. + C«6*-1a*c)A + t \b*-* a bc 

- a*A*— a*AA* f (— : a b 3 - 1 a*c)h _ J „f, c 

«der : 

— a 3 h 3 — aHh* — «VA — a 3 d - — a*(ah* | hh 3 + cA + ,1). 

Multipliciren wir den Zähler a mit derselben Grösse, womit 
es beim Nenner geschah, so hebt sieb n, und der Werth von <p, 
heisst nun: 

_ P*± Q* + (nA + jb)(P + Q) + q«A* + 1 ,abh + lac 
' - a(ah» + bh*+ch+d ) 
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Sind hierin i Ganze enthalten, so haben wir: 

<p, = i 

P»4^+(aA+iA)(P+Q)+a*A*+iaAA+Jac-t-«»(flA»+AA«+cA-Hf ) 
— a(aA* + AA* + cä + d ) 

= < + JL. 

<Pt 

so dass also 

— a(nA*+ AA*+cA-f d) 

^ “ PHO*+(aA'+i6)(P+^)+a*Ä*+|o6A+iac+ni(aAHAAH : cA : rrf) 


ist. Hier müssen wieder Zähler und Nenner mit einer Grösse 
von der Form 

/(A»+e*)+m(/>+e)+» 

multiplicirt und l, m, n so bestimmt werden, dass die Glieder 
mit P+Q und P* + Q* im Nenner sich heben. 

Da sich diese Multiplication zur Befreiung der Nenner von 
irrationalen Grössen auf eine nun leicht ersichtliche Weise immer- 
fort wiederholt, so wollen wir l, m, n für einen Nenner von der 
allgemeinen Form 

«(P*+Q‘)+ß(P+Q)+r 

so bestimmen, dass derselbe, mit 

/(P*+G*) + m(P+ (?) + « 

multiplicirt, rational wird. Es ist: 


[a(P* + Q*) + ß(.P+ Q) + y] [f(P* + Q*) +m(P+ Q) + n] 

, a/(P* + Q»+ 2PH?*) + («»/ +/3/)(P* + Q 3 + PQ(P\ Q)) ) 

+ (cm+y/)(P« + Q*)+/5/»(/ , *+0 , +2PQ)+ (ßn+ym)(P +ö)+yi.V 


Wir setzen PQ — S und P*+ Q 3 =t, wobei nach §. I. 

<5 = JA* — Jnc 


und 

M 

ist. Dann haben wir: 


itA* + JaAc— n*rf 


p*+e*= (P»+«*XP+<?)-Pe(P 1 +G l ) =r(P+0)-d(P*+Q*). 


Also ist das erhaltene Product: 
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(— ad/-f an-f y/+/Jm)(P*+Q®) -f- (as/+adm-|-pd/-F|Sn-fyB«)(/ > +Q) 
+ 2aö*l -f asm -f- ßt l -f 2j Sdm + yn. 

Hierin sollen die Glieder mit f* + Q* und P+Q verschwinden, 
so dass die beiden Gleichungen 

— aSl + an + yl+ßm = 0 

und 

asl + adm -f ßil-i- ßn -f yrn = 0 

zu lösen sind. Die erste wird mit — ß und die zweite mit n mul- 
tiplicirt : 

aßSl — ßyl — ß*m — a ßn = 0 

a*t/f ajSd/-|-a*dm + aym-F aßn = 0 

addirt : (a*£ + 2aßi — ßy)l+ (a*d + ay — 0*)m = 0. 

Dieser Gleichung wird genügt, wenn wir 
l— — a*d — uy + (3* 
und 


setzen. 

oder 


m — a*t +2o(S3 — ßy 

Die Gleichung 

— all \an-\- yl- J- ßm = 0 


an = (ad — y)l—ßm 
verwandelt sich dann in: 

an — (ad — y)( — a*d — ay ß*) — ß(a*c } 2aßö — ßy) 
— — a s d* — a*ßc — a|S*d f ay*. 


Folglich ist: 

n = — a*d* — aßt — ß 2 d -{■ y*. 
Es bleibt dann im Nenner noch: 


(2ad*-f|3e)/+(a£ t2|Jd)/n f yn 

stehen, was aus den gefundenen Werthen von /, in, n zu be- 
rechnen ist. 

Nun ergibt sich auch, warum wir oben den ersten rational 
zu machenden Nenner 

P -f Q— ah — 1 h 
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mit 

P 1 + Q 2 + (ah + lb)(P +Q) f «®/r® + *« ibh + iac 

zu multipliciren hatten. Dort war nämlich n = 0, (3 = 1, 

y — — ah — \b, S=lb ® — {ac. Folglich ist: 

l — — (Pb — ay+ /3® = I, 
m = a*£ + “2aßS — ßy = aA + \b, 
n = — • a®<5 ® — aßs — (?®d + )>® = — 5 + y® 

— — i 6® + i«c + (ah + 1 6)® = aVP + jj abh + iac. 


§. 3. Damit die Verwandlung der Wurzeln cubischer Glei- 
chungen in Kettenbrüche ganz deutlich werde, lassen wir jetzt 
ein Beispiel folgen, bei welchem wahrgenommen werden wird, 
dass, mit Ausnahme des Bruches q> l , die Zahlen, welche man 
durch die Formeln für l, m, n bekommt, immer einen gemein- 
schaftlichen Factor enthalten, welcher dem zum rational zu ma- 
chenden Nenner gehörigen Zähler gleich ist. Man kann dieseo 
gemeinsamen Factor von l, rn, it selbstverständlich wcglassen, so 
dass man statt ihrer die durch Division mit jenem Factor ent- 
stehenden Zahlen tu', n' nimmt; und dennoch wird der neue, 
nun rationale Nenner auch wieder jenen Factor enthalten (diese 
und die vorige Behauptung werden später bewiesen werden), so 
dass der mit ('(/•** + Q®) + m'(/ , + Q) + n' zu multiplicircnde Zähler 
sich ganz hebt, und die eben genannte Grösse der neue Zähler 
wird. 

Es sei 2x 3 f 3x* + Skr — 5 = 0 die gegebene Gleichung, 
welche nur die eine reelle Wurzel 


3 3 

— 1 + V 18 + V441I + V 18— V449 


hat. Man findet alsiSumme der beiden Cubik wurzeln: P+Q = 1,9:147. 
Auch ist PQ = S — — 5 und/ J *+Q s = £=36.Dauun(P+Q)^=3,700l, 

80 ist : 


ln 


pi t Q‘ = (P+ Q)- — 2PQ = 3,7001 + 10 = 13,7001. 


— 1 + P+Q 0,9247 

< 2 — 2 


sind 0 Ganze enthalten; also setzen wir: 
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-1 +P+Q _ I 

- 9>i ’ 

Es ist nach §. '2: 

/*+ <?*+ (ah + \b)(! J + Q) + aH* + * abh+lac 

91 ~ — «(oA* + 6A*+cA + rf) 

oder, da A = 0, n = 2, 6 = 3, c =9, d = — 5 ist: 

/m+Q*+P+Q+6 
9,1 - iö “• 

Hierin sind, weil der Zähler 

13,7001 + 1,9247 + 6 = 21,6248 
ist, 2 Ganze enthalten, also 

/»+<?*+P+Q+ 6 . P*+ «*+/>+ <?- 14 „1 

*•= Iö = 2+ 10 — =* + £• 

Also : 

10 

9,1 “ /«+ Q*+P+Q— 14‘ 

Jetzt ist a = 1 , (1=1, y = — 14, d = — 5, e = 36; folglich: 

l — — u 2 d — ay+ ß 2 — 5+14 + 1 = 20, 

m = a®t+2 aßS — ßy = 36 — 10+14 = 40, 

n—— uW-aße — ß*S + y *=— 25 — 36 + 5+196= 140. 

Uen gemeinschaftlichen Factor 10, welcher dem Zähler von <p t 
gleich ist, lassen wir weg und nehmen f' = 2, m'=4, n'=14. 
Dann wird der neue Nenner: 

(2od®+ ße)l'+(ai +2 ßS),n'+yn‘ =(50+ 36). 2 + (36- 10). 4 - 196 
= 172+104-106 = 80, 

worin auch wieder der Factor 10 enthalten ist, der gegen den 
Zähler 10 sich hebt. Demnach ist: 

2(/»+e») + 4(P+Q) + 14 

9> * - - - g 

Das weitere Heben mit 2 unterbleibt, weil, wenn die nachher 
aufzufindenden Gesetze zutreffen sollen, alle Zahlen streng nach 
den gegebenen Vorschriften berechnet werden müssen. 

Der Zähler von cp t ist: 

27,4002 + 7,6988+14 = 49,0990. 
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Hürcker: l/eber die KeUenbriiche, 


Also sind, da der Nenner 8 ist, 6 Ganze in tp t enthalten. Wir 
haben : 

« . 2(P*+0»)+4(P+0)-34 1 

<P, = b+ g = b +*/ 

Also : 

8 

<Ps -2(P*+Q*)+4(P+0)-34‘ 

Jetzt ist a = '2, ß = 4, y = — 34, S — — 6, t = 36. Folglich: 
/ = — «*d — «ry + /3* = ‘20 -f68+16 =104, 

m= ttU + 2aß8-ßy = 144 —80 + 136 = 200. 

n = — a*d*-a/St-/l*d + y* = -100 - 288 + 80 + 1166 = 848. 

Den gemeinschaftlichen Factor 8 lassen wir weg und nehmen 
V — 13, m' — 25, n‘ = 106. Der neue Nenner ist: 

(2a<5* + ße)l'-\- (ae + 2ßS)m'-\-yn‘ 

= (100 + 144). 13 + (72 — 40). 25— 3604 = 3172 + 800 - 3604 = 368. 

worin 8, der Zähler, 46 mal enthalten ist. Daher wird : 

13(P* +Q*) + 25(/>+ Q) + 106 

<Pb - 46 

Hierin sind 7 Ganze enthalten. Es ist: 

, . 13(/** + Q 1 ) + 25(P+ Q) — 216 , . 1 . 

Vs = 7+ jo = 7 + ^’ 

46 

** ~ 13(P*+e*) +25(iP+ Q)— 216’ 

oder, wenn wir wie vorher die Rechnung fortsetzen: 

93 (P* + Q») + 179 (P + Q) + 736 
V*- 526 " 

93(P* + 0«) + 179(P+0)- ,3 68_ 1 . 

- 4+ 526 “ - 4+ av’ 


U. 8. W. 

Die Entwickelung stellt sich also, wenn wir die zu den Theil- 
nennern gehörigen Näherungswerthe mit ihnen in die nämliche 
Zeile stellen und mit H, , H t , u. s. w. bezeichnen, so dar: 
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p+e-i 


=O+^f-i=0+I; 


<p, = 


p*+e*+p+©+ e 

10 


p*+e*+p+c>-i4 i i. 

— * + in —*+ — » «t— 5 j> 


9>i : 


10 

2(P*-M?*)+4(P+Q) + 14 
8 


<P* 


-fi .2(P* + O i ) + 4(P+<?)-34 1 . 6. 

— «+ m — ” + ~ ’ *» — |3’ 


<Ps 


l3(f» + Q*) + 25(P + Q) + m 

<Ps- 4g 

» . 13(P* + <2*)+25(P + Q)-216 , . 1 . „ 43. 

= 7 + 46 “ = 7 + <^* ” 4= 93’ 

_ «3(P*+ Q*)+ I79(P+ Q) I 730 
tp »~ ' 526 


93(P*+ Q*) + 179(P + Q) - 1368 
= 4 + 526 


_ . , 1 . „ 178 

- 4 + ^’ Ä » 383 ’ 


U. 8. «. 


§. 4. Nachdem gezeigt ist, nie man bei der Entwickelung 
eines cubischen Kettenbruches, analog dem bei quadratischen 
Kettenbrüchen üblichen Verfahren, zu Werke gehen muss, wollen 
wir an dem gegebenen Beispiel die Eigentümlichkeiten aulsuchen, 
welche cubische Kettenbrüche in Verbindung mit den bei ihrer 
Entwickelung entstehenden Zahlen darbieten. Die Beweise für 
die an diesem Beispiel erkannten (jesetze sollen dann nacbfolgen. 

Zunächst fällt in die Augen, dass der Nenner jedes Nähe- 
rungswertes dem in der folgenden Reihe stehenden Coefficienten 
von P* ■+• Q* gleich ist. Die Nenner der Näherungswerte sind 
von der ersten Reihe an: 1, 2, 13, 93 u. s. w.; dieselben Zahlen 
sind von der zweiten Reihe an auch die Coefficienten von P*+Q*. 
Da die Nenner immerfort wachsen müssen, so kann keiner von 
den irrationalen Brüchen je nieder ganz die Gestalt eines frühe- 
ren haben und eine Periodicität, wie sie sich bei der Entwicke- 
lung quadratischer Kettenbrüche in den irrationalen Brüchen zeigt, 
ist völlig ausgeschlossen. 
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Wdrcker: lieber die Kettenbrücke, 


Etwa« schwerer ist das Gesetz für die Coefßcienten von 


P+Q zu erkennen. 


Heisst irgend ein Näherungswerth ^ , so hat 


der in der folgenden Reihe stehende Coefficient von P+Q den 
Werth ap-\-\bq. So ist für 4 in der zweiten Reihe p — 1, 9 = 2 , 
und da «=2 und 6 = 3, so ist ap-\-\pq = 2 +2 = 4, was der 
Coefficient von P\Q in der dritten Reihe ist. Für ist />= 6 , 
9 = 13, also ap -\-\bij = 12 + 13 = 25 ; auch steht in der vierten 
Reihe 25(P+Q). Für JJ ist 7 » =43, 9 = 93, also ap+ibq 
= 86 +93=179, womit in der fünften Reihe P+Q multiplicirt ist. 
Ist a = l und 6=0, so ist np + \bq—p , also der Coefficient von 
P + Q mit p einerlei. Dies gilt namentlich für alle Cubikwurzeln 
ganzer Zahlen, wenn man sie in einem Kettenbruch darstellt. Man 
hat z. B. für die Cubikwurzcl von 2 die Gleichung: 


x * — 2 = 0 . 


Es ist a = I, 6=0, c=0, d—~ 2, P—V 2, Q—0. Wir finden, 
wenn wir wie in §. 3 rechnen : 

, , 1 „ _ 1 . 

— 1 + — i ’ 


<p i = 


<p i 

p*+p+ l 

l 


= 3 + 


P* + P- 2 

I 


~ 3 + iT. ’ ^—3’ 


<P* = 


<P* 

3P*+4P+2 

10 


= 1 + 


3/« + JP -8 


10 


, 1 . „ _ 6 . 
-1 + -, k 3 _- 4 , 


4P* + 5P + 4 

3 


9i = 5 = 5 + 


4P*+5P-I1 


. , 1 . „ 29 . 

= ö+— , W 4 — 23 > 


<P 4 

23P*+29P+27 


<P* - 35 

1 


= 1 + 


23/»+29P-28 

55 


= 1 + 


<Pt 


„ _ 34 . 

»s — 27 > 
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27P* + 34P— 10_ l 27/» + 34P- 72 


<Pa = — 62 
W« 

50/»+63P + 54 


62 


=1+^-. 

<p<i 


63 

50’ 


9 >« = 


47 


= 4 + 


50/» + 63P— 134 
47 


= 4f 


1 

SP r’ 


„ 288 
~ 227 ’ 


U. 8. W. 


Für alle cobischeu Kettenbrücbe zeigt sich ein ganz besonders 
beraerkenswerthes Gesetz in den Nennern der irrationalen Brüche. 
In jedem derselben geht der Coefficient von x*, den wir mit a 
bezeichneten , auf, und es lässt sich daher jeder dieser Nenner 
io der Form aN darstellen. Ist nun der einem solchen Nenner 

vorausgebende Näherungswerth =^, so gilt die Gleichung: 
ap 3 + bp^q 4- cpq* \ rtq* — + N, 

wobei das obere oder untere Zeichen vor N genommen werden 
muss, jenachdem die Zahl, welche angibt, in der wievielten Reihe 
der Nenner aN steht, eine ungerade oder eine gerade ist. ,ln 
dem Beispiel von §.3., worin o=2, 6 = 3, c = 9, d = — 5 ist, gilt 

2/> 3 4 3/A/ + 9/nj 2 — 5r/* = 4 N. 

Wir haben in der zweiten Reihe p = 1, 9 = 2 , und in der dritten 
aiV= 8 , also N= 4. Es gilt daher die Gleichung: 


2.14-3.1.2 + 9.1.4-5.8 = 4; 


denn 


2 + 6 + 36— 40 = 4. 

Ferner für p= 6, 9 = 13, N= 23 gilt: 

2.216 + 3.36.13 + 9.6.169 - 5.2197 = -23; 

denn 

432 + 1404 + 9126 - 10985 = — 23. 

Ferner für p— 43, 9 = 93; 1V=263 gilt: 

2 . 79507 + 3 . 1849 . 93 + 9 . 43. 8649 - 5 . 804357 = 263 ; 

denn 

159014 + 515871 +3347163—4021785 = ‘263. 

Tfaeil XXXIX 4 
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Mdrcker: Veber die Kettenbrücke. 


Bei dem anderen Beispiel x* — 2=0 muss die Gleichung 
p* — 2 q a = ± 79 gelten. 

Wir haben: 


für p = 1, 

9= 1 

und 79 = 1: 1 — 2 

= — 1, 

- p= 4, 

9 = 3 

- 79=10: 64-2.27 

= 10. 

- p= 5, 

q= 4 

- 79 = 3: 125—2.64 

=— 3, 

- p =29, 

8 

II 

- 79= 55 : 24389 — 2. 12167 

= 55, 

- P = 34, 

9 = 27 

- 79 = 62 : 39304 - 2.19683 

=—62, 

- p = 63, 

q = 50 

- 79 = 47:250047 — 2.125000 

= 47. 


Es ist wohl kaum nütbig, darauf hinzuweisen, dass in Bezie- 
hung auf das zuletzt angeführte Gesetz die cubiscben Ketten- 
brüche mit den quadratischen mit Ausnahme des einzigen Um- 
standes übereinstimmen, dass bei letzteren in der Gleichung 
ap* + 6p0 + c^* = i 79 dieses 79 der Nenner des irrationalen Bru- 



aber in der Gleichung np* + bp*q -f cpq * -f dq a = ± 79 das TV 
durch Division des Nenners mit a erhalten wird. Ist in der cu- 
bischen Gleichung a = 1 , so ist es hier ganz ebenso wie dort. 


§. 5. Um nun für die aufgestellten Gesetze die Beweise zu 
geben, bezeichnen wir einen beliebigen Näherungswerth mit ^ 
und den vorhergehenden mit y Heisst der Theilnenner. welcher 



Näherungswertb bekanntlich 


*P + r 
kq + t' 

k ist die grösste ganze Zahl, welche in dem dazu gehörigen irra- 
tionalen Bruch von der Form 

w 

enthalten ist. Setzen wir diesen Bruch statt k, so bekommen 
wir statt des Näherungswerths den vollständigen Werth des gan- 
zen Kettenbruchs, nämlich: 
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. r«(P'+Q*)+*(P+Q)+«ri . 

; L «o +r 

r<(p»+o s )+tt(p+e)+ 

’L « 

oder: 

pt(P*+Q*)+pv(P+ Q )+pv+ru i 
qi(P*-\r Q*) + ?u(P+ Q) + 9' J + 3 “’ 

Da nun auch der Kettenbruch — ^ ^ — — ist. so haben wir: 

« 

pt(P*+ Q*)+ pu(P+ Q) +pv+ru> _ P+Q—jb 
qt(P* + Q*) + qu(.P + Q) -f qv + tu> ~ a 

folglich : 

apt(P I +Q t ) + apu(P -f- (?) + apv + arm 

- 1 bqt( P * + (?*) — 16 ? u( P + (?) - 1 %p + im) 

+ 9«(P a +Q a )+(9(P(? + 9P+Jm)(P+Q)+y((P 3 +(t a )+29uP<?! 




oder , da PQ = S und P 3 -f Ö s = t ist, 

(apl-\-\bqt — 9u)(P® + (? *) + (a/m + 1 bqu — bqt — yc — im)(P+ (?) 
+ app-f arm — eqt — < iSqu-\-\bqv-y \btw = 0. 

Da hier die rationalen Glieder sich nicht gegen die irrationa- 
len heben können, so müssen sowohl jene als diese für sich die 
Summe 0 gehen. Aber auch die mit l n -\-Q I verbundenen Glieder 
können sich nicht gegen die mit P+Q verbundenen aufheben; 
also ist 0 die Summe von diesen wie von jenen. Es gelten dem- 
nach die drei Gleichungen : 


I) apt-\-lbqt— qu— 0, 

II) apu-\-\bqu — öql — qv — xm = 0, 

III) apv + arui— tqt — *lbqn+ \bqv \bsw = 0. 

Mit Hülfe derselben sollen zunächst die Gesetze über die 
Coefficienteiv von P®-|-(?* und P + Q nachgewiesen werden, wo. 
bei auch hinsichtlich des in §. 3. zur Entwickelung des cubiscben 
Kettenbruches gezeigten Verfahrens dargethan werden wird, dass 
die aus den Formeln für l und m berechneten Zahlen den ge- 
meinschaftlichen Factor w enthalten, der in ihnen, sowie in n, 
weggelassen wird. Doch gilt dies noch nicht für den zweiten 

4* 
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Mtlrcker: l’eber die Kettenbrücke, 


irrationalen Bruch <j>, , weil der Beweis voraussetzt* dass bereits 
zwei Näberungswerthe jj und ^ vorher gegangen sind. 

Da wir die grösste in dem irrationalen Bruch 

<(/”+ Q* )+u(P + Q) + r 

w 

enthaltene ganze Zahl k genannt haben, so haben wir: 

«PHOT+«(P+ Q) + r _ k l(P*+<P) + „(!>+ Q) + c - Lu, 
w ' w 


Hier ist der Nenner des Bruches 


IC 

t(l n + Q*)+ «r(P+ Q) + 

durch Multiplication von Zähler und Nenner mit 
/'(/»+ Q*) + m'(P+Q) + n- 

rational zu machen, wobei die für l und m aus den Formeln 


und 


1= — a l S — ay -f /S 1 


m == « 2 f -f- 2aßö — ßy 


bervorgehenden Zahlen noch mit tc, das, wie sich zeigen wird, 
darin aufgeben muss, zu dividiren sind, damit wir l' und m' be- 
kommen. Wir haben jetzt 


t(P® + Q 1 ) + u(P + Q) + r -ktc 

statt 

«(p*+<m/j(/ j +e)+y, 

also ist t statt a, u statt ß und c — ku> statt y in jene Formeln 
einzusetzen. Zunächst erhalten wir: 


l — — SP — te + u 2 -\kitc. 


Multipliciren wir die obige mit I) bezeichnete Gleichung durch 
— u und die mit II) bezeichnete durch /, so gibt dies: 


und 


— aptu — i bqtu + qu 2 = 0 

aplu -\-\bqtu — SqP — qtv — sttc = 0 


addirt: — Sql * — glv + qu? — -ttw — 0 
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also: 


— <5< s -te + u* 


StlB 

7 


Dies in den Werth von l eingesetzt, gibt: 


stw iw 

l = — + ktw = - (kg + s). 

7 7 v 


Ist nun t, der Coefficient von l n + Q*. dem Nenner g des 
vorhergehenden Näherungswertes gleich, so wird / = tc(kq-^t), 
und nachdem dies mit to, welches, nie man sieht, darin aufgehen 
muss, dividirt ist, bekömmt man l' = kg + s als den neuen Coeffi- 
cienten von P^+Q 1 . Diese Zahl kg-\s ist aber der Nenner des 


auf - folgenden Näherungswertes 


kp f r 
kg + *’ 


Es ist demnach be- 


niesen, dass, nenn das Gesetz für den Nenner eines Näherungs- 
nerthes und den darauf folgenden Coefficienten von /“-fQ* ein- 
mal gilt, es auch das nächstemal gelten muss. Da der erste N8- 
herungswerth immer 1 zum Nenner, und das darauf folgende 
/** + Q* (nach §■-■) auch 1 zum Coefficienten hat, so ist auch der 
Nenner des zweiten Näherungswertes mit dem darauf folgenden 
Coefficienten von übereinstimmend. Ebenso stimmt der 

Nenner des dritten, vierten, überhaupt aller Näherungswerte mit 
dem jedesmal folgenden CoefGcienten von überein. Auch 

ist hier zugleich der Beweis geliefert worden, dass in der für l 
aus der Formel berechneten Zahl / = «>(£7 + $) der Zähler «c des 
im Nenner rational zu machenden Bruches jedesmal aufgehen muss. 


Um nun das Gesetz für die Coefficienten von P+Q, dass 
nämlich dieselben durch die Formel u = ap + \bg ausgedrückt 
werden, zu beweisen , brauchen wir bloss den Werth von u aus 
der Gleichung I) zu entwickeln. Sie heisst: 


apt -f \bgt — gu — 0. 

Hieraus erhalten wir: 


u = t -(ap + {bg), 

oder, da bereits bewiesen wurde, dass l = g ist, 
u = ap + ibg. 

Es ist nun auch hinsichtlich des neuen Coefficienten von P+Q 
den man durch Division mit tc in m = a*e+2aßä — ßy erhält, zu 
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Mdrcker: Veber die Kettenbrücke, 


beweisen, dass wirklich u> ein Factor dieser Grösse m ist. Wir 
habeD wie vorher a = t, ß = u, y = v — Are. Dies eingesetzt gibt: 

• m = — uv + kuw. 

In Gleichung III) können wir statt' apv + {bqv schreiben: 
(ap-\-\bq)v oder uv. Dann heisst diese Gleichung: 

uv -f arte — tqt — 2 Squ + ■{ btic — 0. 

Dies (nämlich U) zum Werth von m addirt gibt: 

m ” cf* — (f/l I 2d<« — ^Squ + kuw -f arw + i bsw, 

oder, wenn wir statt t das gleiche q einsetzen: 

m = tq t — tq t + 28qu — 2 öqu + kuw 4 arw J- \bstc 

— (ku + ar + {bs) w, 

wovon also w ein Factor ist. Als neuen Coefhcienten von P + Q 
erhält man m' = ku + ar -f- \bt, welche Zahl entweder eine ganze 
Zahl oder ein Bruch mit dem Nenner 3 sein muss. 

5. 6. Jetzt ist auch noch für den aus der Formel folgenden 
Werth 

n — — « 4 d® — aßt — ß 2 ä -|- y* 

zu beweisen, dass, nachdem er mit w dividirt ist, für n', ebenso 
wie es bei m‘ dargethan wurde, entweder eine ganze Zahl oder 
ein Bruch mit dem Nenner 3 herauskommt. Wir wollen zunächst 
aus den Gleichungen II) udü III) (§. 5), in denen t = q und 
u = aq + \bq eingesetzt wird, also aus 

II) ( ap +;I6(y) 2 — 8q 2 — qv — sw= 0 
und 

III) — 2 dq(ap + \bq) — tq* -f (ap -f i bq)v + (ar -f \br)w — 0, 

einen von w unabhängigen Werth von v berechnen. Zu diesem 
Zwecke multipliciren wir II) mit nr-f und III) mit i: 
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[( ap + {hq) % — <5r/ a J[arf Jii] + (— ar/r — {bijs)v — ( ar + \bs)sw = 0 
— 2 iq(ap + \bq)s — eq 9 t + ( apt f \bqt)t> + (ar + ibs)sw — 0 

addirt: [(<»/> + i6?)®— Ö 9 *][nr + J6i] — 2 bq(ap +\bq)t — eq*s + (api — agr)v 

Es ist (§. 2) d = »6® — iac und t = — ,’,6 S + iabc — a % d ; folglich: 
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V drehe r : lebet- die Kettenbrüche, 


von Die 3 Gleichungen I), II) und III) in §.5. gelten all- 

gemein liir zwei aufeinander folgende Näherungswerthe - und -• 

Also müssen sie auch für die beiden Näherungswerthe ^ und 

ftp -f- r ^ 

k^T, gelten, wenn durchgehende p statt r, q statt s, kp+r 

statt p und kq+s statt q, sowie auch T statt t, V statt u, V 
statt v und IF statt ic gesetzt wird, wobei T, V, V, W die Zah- 
len des neuen irrationalen Bruches bedeuten. Nach §. 5. ist 
T=zkq-{-s und U — a(kp + r)-\-\b(kq -\-s). Für V erhalten wir, 
wenn in der Formel für v die genannten Substitutionen gemacht 
werden, indem jetzt 

(kq + s)p — (kp + r)q =z ps—qr = ± 1 
an der Stelle von qr — ps stebt: 

(p S -qr)V = ± V 

= a{(apKbq){kp\T)*H*bp + lcq)(kp+r){kqlt)+(\cp\dq){kq+s)*\. 

Der so gefundene Werth von V ist der zu T und V in der 
Weise gehörige, dass der letzte irrationale Nenner von der Form 

“(P 2 + Q 2 ) + ß (P+Q) + y mit T(P*+ Q 2 ) + U(P+ Q)+ V 

multiplicirt rational wird. Nach §. 5. ist l'=kq + s, also T z= t. 
Auch hatten wir dort m' = ku-{-ar -f \bs. Da nun 

ü=a(kp -f r) -f- \b(kq -f r) = k(ap -f \bq) ar -f \bt = ku + ar + \bi 

ist, so haben wir ü = m'. Auch muss V =n‘ sein. Denn wäre 
y = n'i D, so würde das rationale Product 

[«(P* + Q 2 ) + ß(P+ Q) + y] [ T(l » + Q 2 ) + U(P+ Q ) -f V] 

oder 

[«(P* + Q 2 ) + ß(P+Q) + y] [l'(P 2 +Q 2 ) +m'(P+Q)+ V] 

um D[a(I n Q 2 ) + ß(P-\- Q) -f-y] grösser oder kleiner als das ra- 
tionale Product 

[ß(P*+ Q 2 ) + £{P + Q) + y] [IXP 2 + Q 2 ) + m'(P + Q) + n‘], 

folglich irrational sein. Es ist demnach unser Werth für V ganz 
der nämliche wie der, den man aus der Formel 

M — — a 2 6 2 — aßl — ß 2 ä -f y 2 , 

indem man n noch mit w dividirt, berechnet. Da der obige Werth 
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von V, abgesehen vom Nenner 3, nur ganze Zahlen enthält, so 
muss , wenn mit w in den nach der Formel berechneten Werth 
von n dividirt wird, für n' entweder eine ganze Zahl oder eine 
Zahl mit dem Nenner 3 herauskommen. 

Als Eigentümlichkeit der mit c oder V bezeichneten Rational- 
zahl, die neben den Irrationalzahlen jedesmal mit ihnen durch 
Addition verbunden steht, ist, wie man aus den Formeln für t> 
und V erkennt, noch anzuführen, dass a immer ein Factor der- 
selben sein muss. Doch ist die erste Reihe hiervon noch aus- 
genommen. 

§. 7. Es soll nun der Beweis für das Gesetz gegeben wer- 
den, welches in der Gleichung: 

ap 3 + bp 2 q -f cpq 2 -\- dq 3 = + — 

ausgesprochen liegt und jedenfalls als das wichtigste von den 
cubischen Kettenbrücheu geltende anzusehen ist. Wir hatten in 
§.6. die Gleichungen: 

II) (tip f J6f/) 2 — di/ 2 — f/c — 4to = 0, 

III) — 2fy(«p-f \bq) — tq 2 + (ap-{-\bq)v (nr -f \bs)w = 0. 

Wir multipliciren II) mit ap + \bq und III) mit q : 

* 

II) (np+iibt/) 3 — öq*(ap+ \hq) — qv(ap-i- \bq) f ( — aps—\bqs)w=0 
III) — eq 3 — ‘2öq\ap+lbq) + qv(ap+ibq)-{- ( aqr+ibqs)u> = 0 
addirt: (ap + lbq) 3 — tq* — 3Sq*(<tp \bq) + a(qr — p$)w = 0. 

Nun haben wir, weil <5 = * — Jnc und e— — ijb 3 -\-\abc — n*d 

ist. 


Digitized by Google 



wir, indem jetzt 

0 kp + r)q—(kq+t)p = qr—ps = =F 1 

an die Stelle von pt — qr tritt : 

+ W = a[a(kp + r)»+ b{kp + r)*(kq f *) + c(kp + r)(kq + i)'+d(kq + *) S J. 

Es ist W der za den im Zähler stehenden Zahlen T, V, V gehörige Nenner, welcher früher aus der Formel in §. 2: 
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02a* 1 F ße)l‘ + (<rt +2/Jd)rF»' F y»', 

worin m', n' bereits mit tc dividirt und nach §. 6. mit T, 17, V 
gleichbedeutend sind, so berechnet n orde , dass wir die aus jener 
Formel bervorgehende Zahl auch noch mit tc dividirten. Diese 
letztgenannte Division muss also, da IV als ganze Zahl sich dar- 
stellt, jedesmal aufgeben. 

§. 8. Die Entwickelung cubischer Kettenbrüche lässt sich nach 
Berechnung der Formeln für t, u, o, w auf kürzerem Wege be- 
wirken, als der in §. 3. eingeschlagene ist, indem dort überall zu- 
letzt eine Division mit tc vorgenommen werden musste, im All- 
gemeinen also die Rechnung dort mit grösseren Zahlen zu thun 
hat als dies bei Aowendnng der folgenden Formeln der Fall ist: 


t—q, 

u= ap-V \bq, 

b = + o[(nr F \bs)p 2 F a '(ArF cs)pq + {\cr + dt)q 2 ] , 
tc = ± o(o/) 3 4 bp 2 q F cpq 2 F dq*). 

Für b und to gilt das obere oder untere Zeichen, jenachdem 
^ in einer geraden oder ungeraden Stelle steht. Sowohl t als to 

sind immer ganze Zahlen , während u und e auch den Nenner 3, 
aber keinen anderen als diesen, haben können. 

Um eine noch grössere Abkürzung als die zu erzielen, welche 
aus der unmittelbaren Anwendung der zuletzt genannten, für e 
und to immernoch etwas unbequemen Formeln hervorgeht, wollen 

wir den vor j vorausgehenden Näherungswertb mit r -, den zu ^ 

gehörenden Theilnenner mit k‘, die vor e und to vorausgehenden, 
ihnen entsprechenden Zahlen mit e' und to' bezeichnen. Es ist 
p=k‘r + r' und q — k's + s', folglich r 1 = p — k'r und »' = q—k't. 
Dann haben wir: 

tc' = F a(ar s F br 2 s F ers 2 F ds s ) 

und 

V = ± a[(ar i F i6s')r 2 F 2 (6 r' F cr')r» F(i«" F ds')s 2 ], 
oder, wenn wir die Werthe für r' und *' einsetzen: 




[a(p-kr) F \b(q — A'*)]r* F i[6(p— -Ä'r) F c(q—k‘s)]rs 
+ fic(P ~ k'r) F d(q — kt)]t 2 


]• 


oder : 
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r' = + „r (n / , + iA, /) ri Fc?)ri4-(lcp4-<fy)r* 

L — A'Car 3 + 6r*j + crs * + dt*) 

Hieraus folgt, weil 


ist : 


T a(ur 3 -f i/r 2 t 4 crs 1 -f dt 3 ) = w‘ 


± «[("/» +i*9)r l + »(*/> + c 9)r< + (icp + <ty)j*] = o '—/die'. 

Wir haben nach §. 6.: 

F = 

±a[(ttp+ ibi/)(kp +r)' 1 +*(tjp -tce/)(kp+r)(kr/+t)+(icp + dq)(kqVt) 2 ], 


oder, wenn nach k geordnet wird: 

[ k 2 (ap 3 + bp 2 q + ept/ 2 4- dq 3 ) 

f 2/.[(ar + %bt)p 2 + i(br + cs)pq + (1er + dt)q 2 ] I 
+ (ap + 1 bq)r 2 + \ (bp + cq)rt + (1 cp + dq)t 2 -* 

oder: 

V — kho — 2/r0-j-e' — k'w' = k(kw — 2c) 4- p' — k'w'. 

Auch haben wir nach §. 7 .: 

W= +a[a(kp+r) 3 + b(kp+r) t (kq\-t)+c(kp-\r)(kqls)' t + d(kq+i) 3 ], 
oder: 

/ k 3 {ap 3 + bp 2 q -f cpq 2 + dq 3 ) 

_ _ 1 + 3A*[(or4-16*)p* 4 l (br-\-cs)pq\(\cr+ ds)q *] 

— + ° J 4- 3 k[(ap 4- lbq)r 2 + 1 (bp 4- cq)rt 4- 1 (cp +</v)r 2 ] 
v + or 3 |- br 2 s 4- crs* 4- ds 3 

oder: 

XV = — A 3 ic 4- 3 k 2 e — 3A(p' — • k'w 1 ) 4- 1 o\ 

Auch ist 3/: F = 3k*w — 6A 1 b4-3A(c' — k'w') 
addirt: 1F+3A F= l ik*w — ‘ik 2 t 4 w', 

folglich : 

XV = 2A 3 tc — Akh> - U F4- tc' = *[A(2A«. - 3c) - 3 V) 4- tc'. 


Die beiden Formeln: 

V — k(kw — iv) 4 - 0 ‘ — k'w' 
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und 

W = k[kQlku>— 3e)-3F]+»' 

geben eine bedeutende Abkürzung des Verfahrens. Sie sind je- 
doch, weil zu ihrer Entwickelung die drei früheren Reihen benutzt 
wurden, erst von der vierten Reihe an zu gebrauchen. 


§. 9. Wir wollen, um ihre Anwendung zu zeigen, eine cubi- 
sche Gleichung wühlen, die drei reelle irrationale Wurzeln hat, 
deren Berechnung auf directem W'ege bekanntlich nicht durch 
die cardanische Formel, sondern trigonometrisch ansgeführt wird. 
Die Verwandlung in einen Kettenbruch geschieht ganz so wie 
für die reelle Wurzel einer cubischen Gleichung, die auch zwei 
imaginäre Wurzeln hat, und zwar nicht bloss für die erste der 
drei Wurzeln in §. 1.: 

I) - lb+P+Q 

' a 

sondern auch für 


II) 

und 

HD 


+ fP+gQ 
a 

-Ih + gP+fQ 

a 


Denn überall, wo in der bisherigen Rechnung P+Q stand, 
steht bei II): fP-\-gQ und bei III): gP-\rfQ\ überall aber, wo 
P*+Q 2 stand, steht bei II): gP^ + fQ 2 , und bei III): fP 2 + gQ 2 , 
indem bekanntlich f—g *, g = f 2 und fg— 1, also: 

{fP+9<ir = <ß n + ftp + 2 PQ 

und 

( gP+fQP = fP* +.?«* +2 PQ 

ist. 

Wir wählen die Gleichung : 

5a:* + ix 2 — 5.r — 2 = 0. 

Ihre trigonometrisch berechneten 3 Wurzeln sind: 

p + o J 

I) 1 * < = 0,87224. 

o 

wobei P+Q =s 5,69452 und P 2 + Q*= 12/2054; 

II) fP+jQ jlJ - — i ,32653 , 
wobei fP+gQ = —5,29933 und gl n +ßP = 7 : 8606; 
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III) — * = —0,34571 , 

wobei gP+fQ=- 0,39520 und fP*+ g Qt = -20,0660 


ist. 


Ffir I) haben wir: 


J =0+ i. 

5 <Pi 

Nach §. 2. ist 

/»+ Q» + («A+16)(P+ Q) + «A 2 + ? 

9> ‘ _ ^(</A 3 + 6A 2 +iA + rf) 

rin A =0, n = 5, 6 = 4, c = — 6, tf = - 2 ist, also: 

/ J *+Q*+3(P+<?) — -3 11,4648 . 1 

10 “ 10 ~ + <jp 2 


<fi = 


Der zugehörige Näherungswertb ist }, der vorhergehende ¥, also 

19 

r = 0 , * = 1 , p = 1 » 9=1. < = 9 = 1, u = ap + 1 69 = -g! 

r=— n[(ar+l6i)p*+5(6r+M);>9+(4cr+rfr)9 , ]= -50 —^—2^=20; 
uj— o(<j/> s + 6p®9 + cp9* + <ir/*) = 5(5+4 — 5 — 2) = 10. 


Demnach 

P*+Q 2 +f (/>+«?) + 20 1 

<p% _ fij _ 10 -6 + ^- 

Der Näherungswerte ist J, also p = 6, 9=7, 1= 7, u=zap 

. 118 
+ 469 — ß • 

25 

Es ist «> = 10, w' — 10, e=20 c'= — -g . A=6, A> = 1, also: 

. 25 305 

V = A(Atc — 2c) + e' — A'«e' = 120 —-3 —10 = - 3 -, 

lP=A[A(2Aw - 3c) - 3 F] + «>'=6(360 - 305) + 10 = 340. 

Also: 
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7(f+OT + T<' > +®+T <„,089 ,.l 

<p, ~ 340 — 340 ~ 1 + 9>4 - 


340 


Der Näherungswert!) ist|; also p=7, g=8, 1—8, « = 5.7 + |.8 
137 
= 3 ' 

305 

Nun ist w — 340, w' — 10, e = -y» o'=20, k=l, k‘—6, also: 
V—k(kw — 2r) 4 b 1 — k'w‘ — 340 — ~ + 20 - 60 = 


W = A[*(2Aw - 3») - 3 F] -f u >' = 680 - 305 - 290 + 10 = 95, 

1 


137 OQfl 

8</«+e*) + -3-(/> + Q) + ^ 974 4594 

<P*- gg 


« -=S10+-. 

95 v» 


Die Entwickelung stellt sich also folgendermassen dar: 


P+Q-* 

„ 1 


0 

5 

=Q+ ~ > 

<p i 

H, = 

r 5 

4 „ 25 





l 


i 

«P. - - , 0 

= . 
<p* 


r 

IQ 

/ >s +e 2 + 1 {(p+e)+2o 

i 


6 

<Pz- 10 

•T« 

+ 

O 

II 

»3 = 

7 ; 

7(p*+e*)+^(P+<?) + ^ 

-l+i 

Vf 

7 

91 ~ 340 


— 

g ; 

137 290 





l 


76 

9 * ~ 95 

= 10 + ,f 

<p» 

M» = 

= 87 


u. s. w. 

Ebenso ist die Entwickelung der Wurzel II); nur muss, weil 
sie negativ ist, ihr Gegentheil genommen werden. Wir setzen 
daher — y statt .r in die Gleichung 5a: s 4 4a;* — 5# — 2 = 0. Also: 

5**-4y*-5y + 2 = 0. , 
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Nun haben wir n = 5, b — — 4, c= — 5,d=2. Die Kubikwurzeln 
P und Q haben jetzt den entgegengesetzten Werth von vorher, 
und wenn wir, der Vergleichung wegen, den vorigen Werth von 
P und Q beibehalten, so muss der Coefücient von fP-\gQ jetzt 
entgegengesetzt, also nicht — ap-\\bq, sondern = — ap — \bq 
genommen werden. Ausserdem verfahren wir wie vorher. W'ir 
haben : 


— y P +9.9l± j _ 1,32653 = 1 + - , 

a 9>i 

_ gP* + /*?*- {ah + i b)(fP+ gQ) + aVfl + * abh + \ac 
Vl ~ — o(oA»+6A*+cÄ+dj ’ 

und , weil h— 1 , 

-ej;(fP+gQ)+j 30,6248 „ I 

V'- 1 Ö -^lÖ - - 3+ ^ 


Der Näherungswerth ist J, der vorige j, also p= 4, ^ = 3, 
r=l, i=l, t— 3, u = — ap — \bq=z — 20+4 = — 16; 

» = — o[(nr +16 j)/j 2 + l (br + ct)pq + (icr + *)?*] 


—Q ?-»♦»)- 


155 
3 ’ 


u> = a(ap»+ bp*q + cpq*+dq») =5(320— 192- 180+54) = I0. 
Demnach 


155 

3(gP*+fQ')-WP + 9 Q) + - T , 60,0377 1 

q> t — 10 — 10 —16+-. 


65 

Der Näherungswerth ist jg. Daher p =65, 9 =49, t = 49, 

.. 779 in - in 163 . 10 , in 

u = — ap — \bq = jj-, ic=Ill, te'=lU, v = g-» *=16, 

A' = 3, 


also: 


V=k(kw- 2»)+ k'w'- 16 + ^ —30= 880, 
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IF = A[*(2Ätc— 3c)— 3F]+u>' = 16(2640— 2640)+ 10 = 10, 


779 


<Ps = 


49 b,P*+fQ*) T (fP+gQ) + M) 


10 


=264 -f 
10 g > 4 


17164 

Der Näherungswerth ist: 12939 * Also: 


— (fP\ gQ ) +3 , , 

“ ”5 ~ ,+ v,’ M, = I ; 

gP*+fQ *- " (fP+nQ) + , 4 

Vt 10“ ==3+ ^’ M * = 3 i 


155 


<p 4 = - 


3 (gP* W) - mfP+gQ) + ^ 
10 
779 


9>i 


- lb +^’ H »— 49’ 


49(yf» +/*?*) - -3- (//*+yQ)+ 880 , 17164 

<Ps= 10 =264 + ^, 84 = |2939 ; 


För die Wurzel III), deren ebenso auszufübrende Entwicke- 
lung hier nicht speciell gegeben werden soll, hat man: 


~(gP+fQ )+ 3 , 


=0 + 


<p 1 


4 95 

fP*+gQ*+l(gP+rQ)~ f 
Vi = ZTjo - 


2 

«jpj- 


*4 


= 2+-, H, = £; 


«Pi = 


2 {/»"+*«■> -5 <*#»+/© 


-35 


— * + ^:> n ’ =5 ; 


9>s 


70 


* = _ 10 =s + 


?4 


W4— 26 : 


U. 8. W. 


Theil xxxtx. 
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Man erhält hier die Nenner rom streiten an negativ, doch 
darf man nicht durch Multiplication von Zähler und Nenner mit 
— 1 beide positiv machen, weil sonst die in §.6. und {.7. bewie- 
senen Gesetze nicht mehr zutreffen würden. 

§. 10. Die Betrachtung der cubischen Kettenbräche Hesse 
sich zwar noch bedeutend ausdehnen. Doch sind die Haupteigen- 
schaften derselben in vorstehender Abhandlung hinreichend aus- 
einander gesetzt worden. Ihre Anwendung auf die Lösung cubi- 
scher diophantischer Gleichungen , die sich hauptsächlich an die 
Formel 

ap 3 +bp*q + cpq*+dq* = ± “ 

knüpft, erfordert eine besondere Untersuchung. Jedenfalls ver- 
spricht ihr tEinfluss auf die Lösung cubischer unbestimmter Glei- 
chungen ebenso bedeutend zu werden, wie der Einfluss der 
qaudratiscben Kettenbrüche auf die Lösung der unbestimmten Glei- 
chungen zweiten Grades. 
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/ 


V. 

Die Mortalität in Gesellschaften mit successiv eintre- 
tenden und ausscheidenden Mitgliedern. 

Von 

Herrn Dr. Theodor Wittstein, 
l’rofeiunr in Hannover. 


§ i- 

Unter der Wahrscheinlichkeit einer «jährigen Per- 
son, binnen Jahresfrist zu sterben, versteht man bekannt* 
lieb den Quotienten, welcher sich ersieht, wenn man die aus 
einer gewissen Gruppe «jähriger Personen im Laufe eines Jah- 
res Gestorbenen durch die Lebenden dieser Gruppe im Anfänge 
des Jahrs dividirt. Es sei w diese Wahrscheinlichkeit Ist die- 
selbe bekannt, so erhält man daraus fiir eine beliebige Anzahl 
«jähriger Personen, welche —a sei, die Anzahl der binnen Jah- 
resfrist Sterbenden = atc, und folglich die Anzahl der nach Ab- 
lauf eines Jahres noch Lebenden — o(l — w). Die Differenz 1 — » 
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, nach Jahresfrist noch am 
Lehen zu sein; man kann eie direct erhalten, wenn man die am 
Schlüsse des Jahres noch Lebenden durch die Lebenden im An- 
fänge des Jahres dividirt. 

Die Ermittelung der Werthe von w für die verschiedenen 
ganzen W'erthe von «, anfangend mit n = 0 und aufhtirend mit 
dem höchsten erfahrungsmässig vorkommenden Lebensalter, bil- 
det eine der Fundamental-Aufgaben der Bevölkerungsstatistik, und 
insbesondere beruhen auf ihr alle richtig construirfen Mortalitäts- 
tafeln, wie dies noch neuerlich mit Recht Dr. Fischer in seinen 
trefflichen „Grundzffgen des auf die menschliche Sterb- 
lichkeit gegrGndeten Versicherungswesens“ (Oppenheim 
1860) so nachdrucksvoll hervorgehoben hat. Indessen ist diese 
Ermittelung aus einem vorgelegten statistischen Material nicht 
immer ganz so einfach, wie es die obige Definition der Wahr- 
scheinlichkeit antnzeigen scheint. Eine geschlossene Gesellschaft 
— sei es die Bevölkerung eines Landes oder eine zu besonderen 

5 * 
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Zwecken, z. B. einer Versicherung, zusammengetretene Gesell- 
schaft — hat in der Regel im Laufe des Jahres successive Zu- 
gänge und Abgänge von Mitgliedern zu erleiden, welche resp. 
vor dem Zugänge und nach dem Abgänge sich der Beobachtung 
entziehen. Die innerhalb der Gesellschaft im Laufe eines Jahres 
beobachteten Todesfälle gehören nicht rein derjenigen Personen- 
gruppe an, welche im Anfänge dieses Jahres die Gesellschaft 
bildete; theils sind deren durch die Ausscheidenden verloren ge- 
gangen, theils sind durch die Eintretemlen neue hinzugekommen, 
und demnach kann die Division der beobachteten Todesfälle 
durch den Bestand der Gesellschaft im Anfänge des Jahres im 
Allgemeinen nicht den wahren Werth der gesuchten Wahrschein- 
lichkeit liefern. 

Wie nun dessen ungeachtet mit Rücksicht auf die successiv 
eintretenden und ausscheidenden Mitglieder der wahre Werth der 
Wahrscheinlichkeit, hinnen Jahresfrist zu sterben, aus beobach- 
teten Zahlen sich bestimmen lasse, das ist die Aufgabe, welche 
wir hier einer kurzen Betrachtung unterwerfen wollen. Zwar hat 
diese Aufgabe schon anderweitige Behandlung gefunden , nament- 
lich von Dr. Heym in der „Rundschau der Versicherun- 
gen (Jahrgang 1853) und von Dr. Fischer in den schon erwähn- 
ten „Grundzügen u. s. w\“. Aber wir glauben nicht, dass 
dadurch eine neue Behandlung des Problems überflüssig gemacht 
werde, und gebon unsere Lösung um so mehr, als wir damit 
Gelegenheit erhalten, auch einige verwandte, bisher nicht hinrei- 
chend erörterte Punkte einer Besprechung zu unterziehen. 

§. 2 . 

Wenn man die Wahrscheinlichkeit einer »jährigen 
Person, in einem bevorstehenden Bruchtheile eines 
Jahres zu sterben, bestimmen will, so ist zunächst die Frage 
zu erledigen, nach welchem Gesetze in einer .Personengruppe 
gleichen Alters, welche weder Zugang noch Abgang erfahrt, die 
Sterbenden eines Jahres sich über dieses Jahr vertheilen. In 
dieser Beziehung vereinigen aber alle Gründe sich dahin, in einer 
allgemeinen Untersuchung, wie sie hier beabsichtigt wird, als die 
plausibelste aller möglichen Annahmen eine gleichmässige 
Vertheilung der Sterbenden über das Jahr erscheinen 
zu lassen, oder mit andern Worten, die Sterblichkeits-Curve für 
die Dauer dieses Jahres als gerade Linie vorauszusetzen. 

Denn einerseits wird durch die Sterbefälle im Laufe des 
Jahres der Bestand der Gesellschaft successiv kleiner, und einer 


Digitized by Google 


mit successit etntretenden mit/ tiusscAefdenden Mitgliedern. 69 


kleineren Personenzabl entspricht ceteris paribus auch eine klei- 
nere Anzahl Sterbefälle; aber zugleich wird mit zunehmendem 
Alter die Wahrscheinlichkeit, binnen einer gegebenen Zeit zu 
sterben, meistentbeils grösser, mithin müssen aus diesem Grunde 
die Sterbefalle successive sich häufen, und beide Ursachen ver- 
einigt haben deshalb im Allgemeinen den Erfolg, die Sterbefalle 
des Jahres einer gleichmässigen Vertheilung nahe zu bringen. 
Andererseits ist erfahrungsmässig die Sterblichkeit in den ver- 
schiedenen Monaten des Jahres merklich verschieden; eine allge- 
meine Untersuchung, welche kein bestimmtes Datum als Anfang 
des Jahres ansetzt, kann demnach nichts Anderes thun, als diese 
Verschiedenheiten als ausgeglichen anzunehmen, d. b. wiederum, 
sie muss die Sterbefälle gleichmässig über das Jahr vertheilen. 
Endlich ist die gleichmassige Vertheilung der Sterbelälie die ein- 
fachste Hypothese, welche man machen kann, ohne aus dem be- 
treffenden Jahre herauszutreten ; die Wirklichkeit wird von ihr 
abweichen, aber zuversichtlich nicht mehr, als von irgend welchen 
künstlicheren Hypothesen, zwischen denen sie wie eine Art Mit- 
tel sich halten wird. 

Es bedeute nun x irgend einen zwischen 0 und 1 enthalte- 
nen Bruch. Wenn, wie im vorigen Paragraphen , a eine Anzahl 
»jähriger Personen und w die Wahrscheinlichkeit einer »jährigen 
Person, binnen Jahresfrist zu sterben, bedeutet, so sterben von 
dieser Anzahl im Laufe des Jahres aw Personen, und es erleben 
den Schluss des Jahres oder erreichen das (»i -}• l)te Lebensjahr 
«(1 — tc) Personen. Ferner sterben nach der Hypothese der 
gleichmässigen Vertheilung der Sterbelalle innerhalb des Bruch- 
theils x des Jahres autx Personen, und es durchleben diesen 
Bruchtheil oder erreichen (n-J-a:) Lebensjahre a(l — tex ) Personen. 

Daraus ergiebt sich für die Wahrscheinlichkeit einer (n-f-;r)j8h- 
rigen Person, den Schluss des Jahres, d. h. das Alter n -f- 1 zu 
erleben, der Werth: 


und für die Wahrscheinlichkeit derselben Person, vordem Schlüsse 
des (n-fl)ten Lebensjahres zu sterben, der Werth: 




1 — tc tc(l — x) 

, -, d. i. — . 

I — IDX I — WX 


Will man die Wahrscheinlichkeit einer (n + ,r)jährigen Per- 
son, noch ein Jahr zu durchleben, oder binnen Jahres- 
frist zu sterben, bestimmen, so greift dieselbe in das folgende 
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Lebensjahr über. Auch in diesem Jahre vertbeilen wir wieder 
die Sterbefälle des Jahres nach der obigen Hypothese. Es sei 
*>' die Wahrscheinlichkeit einer (n -fljjährigen Person, binnen 
Jahresfrist zu sterben. Nach dem Obigen leben von a Personen, 
welche »jährig sind, im Alter n+1 noch n(I— to), folglich im 
Alter n + l+x noch a(l — u>)(l — w'x). Mithin hat die Wahr- 
scheinlichkeit einer (n + arjjährigen Person, noch ein Jahr zu leben, 
den Werth: 

(3) (1— «c)(l— w'x) 

1 — wx ’ 

’i 

und die Wahrscheinlichkeit derselben Person, binnen Jahresfrist 
zu sterben, den Werth: 

1 (I — w) (1 — w'x) 

1 — t ex 

wofür man auch schreiben kann: 


( 4 ) 


(1 —tc)(u>'—w) 
m , — x. 

1 — wx 


Dieser Werth (4) reducirt sich für # = 0 auf w und für x = l 
auf w', wie es auch seiu muss, und er stellt überhaupt die Art 
und Weise dar, wie mit wachsendem x allmalig to in w' über- 
geht. Doch muss man sich hüten, diesem Ausdrucke absolute 
Richtigkeit zuzuschreiben ; denn er beruht auf einer Hypothese, 
obwohl auf der einfachsten und plausibelsten Hypothese, welche 
man treffen kann, nämlich auf der Gleichiuässigkeit des Abster- 
bens innerhalb des Jahres n bis n + 1 , so wie innerhalb des 
Jahres n + 1 bis n + 2. 


§.3. 

Wenngleich die Hypothese der gleichmässigen Verkeilung 
der Sterbeffille innerhalb eines Jahres ohne Zweifel die naturge- 
mässeste von allen ist, welche man machen kann, so wollen wir 
ihr dennoch zur Vergleichung noch eine zweite Hypothese zur 
Seite stellen, auf die man eben sowohl nicht ohne Grund ver- 
fallen könnte. 

ln der Hypothese des gleichmässigen Absterhens ist offenbar 
die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines bevorstehenden unendlich 
kleinen Zeittbeils dx zu sterben, nicht zu allen Zeiten dieselbe. 
Es sei y die Anzahl der Lebenden zur Zeit x, so dass x und y, 
wie Coordinaten angesehen, die Sterblichkeits-Curve innerhalb 
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den zu betrachtenden Jahres festiegeu. Der Sterbenden in der 
Zeit i Ix sind alsdann — <i y ; folglich hat die Wahrscheinlichkeit, 
innerhalb dieser Zeit zu sterben, den Ausdruck 


_']jt 

> y ' 

Nun ist für die Hypothese des gleich massigen Absterbens 
ans dem vorigen Paragraphen : 


(5) y = a(\—wx), 

oder die Sterblrchkeits-Curve reducirt sich für diesen Fall, wie 
schon angezeigt worden, auf eine gerade Linie. Daraus folgt: 


(6) 


(ly _ wdx 
y 1 — wx ’ 


d. h. die Wahrscheinlichkeit, binnen der Zeit dx zu sterben, wird 
mit wachsendem x gleichfalls wachsen; oder genauer, sie ist um- 
gekehrt proportional der Anzahl der im Anfänge dieser Zeit dx 
noch Lebenden. Für a: = 0 oder im Anfänge des Jahres reducirt 
sich diese Wahrscheinlichkeit auf wdx, und für ;r = l oder am 
ICllx 

Schlüsse des Jahres auf -s ■ 

1 — w 

Wenn man dieselbe Betrachtung für das folgende Jahr wie- 
derholt, so wird aus demselben Grunde dieselbe Wahrscheinlich- 
keit im Anfänge des folgenden Jahres, wo tu' für w eintrltt, den 
Werth w’dx annehmen, und mithin würde die Hypothese des 
gleich mfissigen Absterbens ihre vollkommene Berechtigung haben, 
wenn man allgemein setzen dürfte: 



Aber der Zusammenhang zwischen den Werthen w und w‘ zweier 
auf einander folgenden Jahre ist theoretisch gar nicht bekannt. 
Die Mortalitätstafeln lehren darüber nur das Eine, dass die Werthe 
der auf einander folgenden Wahrscheinlichkeiten, binnen Jahres- 
frist zu sterben, mit alleiniger Ausnahme der buchsten und nie- 
drigsten Lebensalter, nur um geringe Grössen von einander diffe- 
riren. Man vergleiche z. B. die angehangte Tabelle, wo die Werthe 
von m in der Columne 2. vom 23« teil bis zum 45sten Lebensjahre 
von dem Werthe 0,012 beharrlich um weniger als eine halbe Ein- 
heit der dritten Decimalstelle verschieden sind. 

Aus diesem letzten Grunde scheint nun eine andere Hypo- 
these als naturgemäss sich darzubieten, um die Sterblichkeit im 
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Laufe eines Jahres darzustelien , nämlich die: die Wahrschein- 
lichkeit, binnen einer Zeit von gegebener Dauer zn 
sterben, innerhalb des Jahres als constant anzuneh- 
men, d. h. als unabhängig von dem Anfangstermine dieser Zeit, 
fGr welchen die Wahrscheinlichkeit gilt. Damit wird allerdings 
die Gleichmässigkeit des Absterbens sofort gestört; denn aus 
dieser Annahme folgt unmittelbar, dass die in gleichen Zeitthei- 
len Sterbenden den im Anfänge dieser Zeittheile Lebenden pro- 
portional sind, oder mit anderen Worten, dass im Verlaufe des 
Jahres die Sterbefalle in gleichem Verhältnisse mit der abneh- 
menden Zahl der Lebenden successiv weniger dicht fallen. 

Die Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit, binnen einer 
Zeit von gegebener Dauer zu sterben, als constant angenommen 
werden soll, wird fiir eine beliebige Dauer dieser Zeit erfüllt 
sein, so bald ihr für einen unendlich kleinen Zeittheil dx Genüge 
geschieht. Hieraus lässt aber das Gesetz des Absterbens sich 
analytisch darstellen. Nennt man nämlich A eine vorläußg unbe- 
kannte Constante, so muss man mit Beibehaltung der obigen Be- 
zeichnungen haben : 


woraus durch Integration folgt: 

yzxa.r.—l* , 

indem die lntegrations - Constante so bestimmt ist, dass wie oben 
y~a für x = 0 wird. Hieraus wird, wenn man vorübergehend 
mit y„ und y, die Lebenden resp. für x=0 und ;r=l bezeich- 
net, die Wahrscheinlichkeit einer »jährigen Person, binnen Jah- 
resfrist zu sterben, 

'Jo 

und da diese Wahrscheinlichkeit =ic ist, so folgt: 
c _ * =1 — w. 

Mithin ist endlich: 

( 7 ) y = a(l — m)*, 

d. h. die Lebenden bilden eine abnehmende geometrische Pro- 
gression oder die Sterblichkeits-Curve ist eine logarithmischc 
Linie; und die Wahrscheinlichkeit, binnen der Zeit dx zu ster- 
ben, nimmt den Werth an: 

( 8 ) - dy =-t(\-w).dx, 

V 
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welche beiden Gleichungen den Gleichungen (5) und (6) der vori- 
gen Hypothese correspondiren. 

Daraus ergitht sich ferner für die Wahrscheinlichkeit einer 
(n -f- :r)jährigen Person, den Schluss des Jahres, d. h. das Alter 
n+l zu erleben, der Werth: 

(»)• *•«<! -«)»—, 

U 

und für die Wahrscheinlichkeit derselben Person, vordem Schlüsse 
des (n-f l)ten Lebensjahres zu sterben, der Werth: 

(10) 2L1 S = 1 _(i_ »)«-». 

Was die Wahrscheinlichkeit einer (n-J-a:)jäbrigen Person, noch 
ein Jahr zu durchleben, anbetrifft, so wird dieselbe hier: 

(11) (I -«>)•-*(! -»')*. 

und die Wahrscheinlichkeit derselben Person, binnen Jahresfrist 
zu sterben: , 

(12) 1 — (l-«>) , -*(l-«!')*, 

was in ähnlicher Weise beniesen wird, wie es nach der ersten 
Hypothese am Schlüsse des vorigen Paragraphen geschehen ist. 


§• 4. 

Wenden wir uns nun zu der Betrachtung der im Laufe des 
Jahres successive eintretenden und ausscheidenden Personen. 
Da das Eintreten , sowie das Ausscheiden im Allgemeinen einem 
nachweisbaren Gesetze nicht unterliegt, so bleibt hier die einzige 
mögliche Annahme die, sowohl die Eintretenden, als auch die 
Ausscheidenden eines Jahres gleicbmässig über dieses Jahr zu 
vertheilen. Was die im Laufe des Jahres eintretenden Sterbeßille 
aus einerlei Personengruppe anlangt, so werden wir hier zunächst 
der ersten Hypothese (§.2.) folgen und dieselben gleichfalls 
gleichmässig über das Jahr vertheilt vorauszusetzen. 

Aufgabe. Es seien n Personen vom Alter n zu einer Ge- 
sellschaft zusammengetreten. Im Laufe eines Jahres treten b 
Personen desselben Alters wie die Mitglieder der Gesellschaft 
successive ein und scheiden c Personen successive aus. Die An- 
zahl der innerhalb der Gesellschaft im Laufe des Jahres beob- 
achteten Todesfälle sei = m, und der Bestand der Gesellschaft 
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am Schlüsse des Jahres sei = a'. Man sucht aus diesen Daten 
die Wahrscheinlichkeit u> einer »jährigen Person , binnen Jahres- 
frist zu sterben. • 

Auflösung. Unter den gegebenen Grössen hat man sofort 
die Beziehung: 

(13) a -f- 6 — c — m = u', 

denn es ist unmittelbar klar, dass nenn man von der Summe des 
anfänglichen Bestandes und der Ringetretenen die Summe der 
Ausgeschiedenen und der beobachteten Todesfälle suhtrahirt, die 
Differenz den Bestand der Gesellschaft am Schlüsse des Jahres 
ergeben muss. Derselbe Bestand am Schlüsse des Jahres kann 
aber auch durch die Grösse w ausgedrückt werden, nämlich wie folgt: 

1) Die a Personen für sich, abgesehen von jedem Zugänge 
und Abgänge, geben am Schlüsse des Jahres einen Bestand 

(14) = a(l — w). 

2) Werden die b Rintretenden glcichmässig über das Jahr 
vertheilt, so kommen auf den unendlich kleinen Zeittheil cLc an 
Eintretenden bdx. Um hiervon die Ueberlebenden am Schlüsse 
des Jahres zu finden, hat man diesen Betrag mit der Wahrschein- 
lichkeit (1), den Schluss des Jahres zu erleben, zu multipliciren. 
Dies giebt : 

(1 — tu) bdx 
1 — icx 


Die Summe der Ueberlebenden aus allen b Eintretenden vrird 
demnach durch das Integral dargestellt: 


(15) • 



(1 — to) bdx 
1 — tex 


~ (1—*®) /(I — so). 


3) Werden die c Ausscheidenden gleichmfissig über das Jahr 
vertheilt, so erhält man daraus auf dieselbe Weise die Somme 
der Ueberlebenden am Schlüsse des Jahres : 


(16) = — ^(1— tc)f(l— w). 

Nun muss offenbar die Summe von (14) und (15), vermindert um 
(16), den Bestand der Gesellschaft am Schlüsse des Jahres erge- 
ben. Man hat also: 

b C 

( 17 ) . . . . a(l — w) — (I — tc) /(I— tr) = a'. 
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und durch Elimination von a' aus (13) und (17) folgt: 

(18). . . <no + (6 — e)[l + ^(1 - te)/(l— ic)] = m. 

Diese Gleichung ist einer direeten Auflösung für w nur in dem 
besonderen Falle fähig, wo man hat b = c, und giebt in diesem 

Falle tc = — , wie auch an sich klar ist. Denn wenn jeder Aus- 
a 

scheidende sofort durch einen Eintretenden ersetzt wird, so liegt 
die Sache für die Rechnung genau ebenso, als ob gar kein Zu- 
gang und Abgang stattgefunden hätte. 

Um in anderen Fällen die Gleichung (18) zur Bestimmung von 
te brauchbar zu machen , entwickele man den in Klammern [ ] 
enthaltenen Ausdruck nach Potenzen von t c. Dann kommt : 

(111). . . . «ic + (6-c)(j^ + i y^ + ....^=m, 

woraus man erhält : 


in 

W ~~ a + i(6— -c) + l(b — c)w + ....’ 

und wenn man hierin die rechte Seite wieder nach Potenzen von 
w entwickelt: 


(20) . . . w 


m Mb— c) 

<1+4(6— er <i + 4(6— 


Diese Gleichung kann auf bekannte Weise zur approximativen 
Berechnung von w gebraucht werden. Man hat nämlich als erste 
Annäherung : 


(2, > W = r+T*b:7)’ 

und wenn man diesen Werth auf der rechten Seite der Gleichung 
(20) substitnirt, so erhält man als zweite Annäherung : 


( 22 ). . . 


m 1(6 — c)m* 

W — o+4(6— <Ö " [ÖT4T6— c)P 


Um den Grad dieser Annäherung in Zahlen zu prüfen, neh- 
men wir aus den Mitfheilungen über die Ergebnisse des 25jäh- 
rigen Bestehens der Lebensversicherungs-Bank in Gotha (s. d. 
„Rundschau der Versicherungen“, Jahrgang 1855) die 
Summen aus sämmtlichen Lebensaltern , wo 
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«=240412, 6 = 27210, 

c= 4-264, m= 4521, 

und ßnden als erste Annäherung aus (21): 
tc = 0,01794867, 

und für das Ergänzungsglied in (22) : 

—0,00000489, 

folglich als zweite Annäherung: 

io = 0,01794378. 

Man darf hieraus wohl allgemein schliessen, dass für die Zu- 
gänge und Abgänge in Lehensversicherungs- Anstalten schon die 
Formel (21) ein hinreichend genaues Resultat giebt. Denn es hat 
keinen Sinn, die Werthe der Wahrscheinlichkeit, binnen Jahres- 
frist zu sterben, auf mehr als vier oder höchstens fünf Deciroal- 
stellen zu entwickeln, da die statistischen Data, auf denen diese 
Werthe beruhen, seihst kaum eine so grosse Genauigkeit bean- 
spruchen können. Nur für sehr grosse Werthe von 6 oder c 
dürfte es nüthig werden, das Ergänzungsglied in (22) in Betracht 
zu ziehen. 


§. 5. 

Die vorstehende Auflösung erleidet einige Aenderung, wenn 
man in Betreff der Vertheilung der Sterbelalle über das Jahr der 
zweiten Hypothese (§.3.) folgt, in welcher die Wahrschein- 
lichkeit, binnen einer bevorstehenden unendlich kleinen Zeit zu 
sterben, als constant angenommen wird. 

Werden nämlich die b Eintretenden gleichmässig über das 
Jahr verthcilt, so dass auf den unendlich kleinen Zeittheil dx au 
Eintretenden b<\x kommen, und will man von diesen letzteren die 
Ueherlebenden am Schlüsse des Jahres finden, so hat man ihren 
Betrag mit der Wahrscheinlichkeit (9), den Schluss des Jahres 
zu erleben, zu multipliciren. Dies gieht: 

(1 — te) 1-1 bdx. 

Die Summe der Ueherlebenden aus allen b Eintretenden wird 
demnach hier durch das Integral dargestellt; 

(23) . ..f (1 - io)'“ 1 bdx = — 
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Ebenso erhalt man ans den c Ausscheidenden die Summe der 
Ueberlebenden am Schlüsse des Jahres: ' 


(24) 


/(I — w) 


Diese beiden Ausdrücke (23) und (24) treten an die Stelle der 
beiden obigen (15) und (16). Folglich erhfilt man weiter statt (17): 


(25) .... 

und statt (18) : 

(26) ... . 
und statt (10): 


a( I — to)- 


(h — c)w 


/(I — w)' 


+ ( A _ [ 1 + , 


: m. 


( IC \ 

2 + |2 + — J- 


11 -f 4(6 — c) + j's(6 — c)u> + .... 
und durch weitere Entwickelung: 

( 28 ). . . ic = 


"i ,, A(6— c) . 

« + 4(6— c) 1 — ö + 4(6— cj“ 


Diese Gleichung liefert als erste Annäherung für w genau den- 
selben Werth wie (21); dagegen die zweite Annäherung giebt: 

"* i’a (6 — c) m* 

• • ‘ ‘ W fl + 4(6 — c) [n +4(6 — c)]*’ 
wo das Ergänzungsglied die Hälfte des obigen in (22) beträgt. 

Für die Praxis ist, wie aus dem Schlüsse des vorigen Para- 
graphen hervorgeht, der Unterschied der beiden Formeln (22) und 
(29) vollkommen unerheblich. 


§- 6 . 

Die bis hieher aulgestellten beiden Hypothesen über die Ver- 
keilung der Sterhefülle einer und derselben Personengrnppe über 
das Jahr haben, in ihrer Anwendung auf das Problem des §.4., 
das bemerkenswerthe Resultat geliefert, dass die erste Annähe- 
rung für die Unbekannte te in beiden vollkommen übereinstim- 
mende Werthe giebt, welche durch die Gleichung (21) dargestellt 
werden. Erst die zweite Annäherung fügt Correctionen von ver- 
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ne hi« den es Wertbeo hinzu, deren Betrag jedoch so gering 
bleibt, dass er, wie sich gezeigt hat, für die Anwendungen in 
der Regel unberücksichtigt bleiben darf. Daraus folgt allerdings 
zunächst, dass es im vorliegenden Falle für die Praxis so gut 
^wie gleichgültig ist, welche der beiden Hypothesen über die Ver- 
theilung der Sterbefälle man als Grundlage der Rechnung ansehen 
w'dl. Aber es ist theoretisch nicht ohne Interesse, auch die Frage 
zu erörtern: ob nicht eine Vertlieilung der Sterbenden über das 
Jahr von solcher Beschaffenheit sich treffen lasse, dass der ge- 
suchte Werth von w genau durch die Gleichung (21) darge- 
stellt wird. 

Diese Frage kann beantwortet werden wie folgt: 

Aus den Entwickelungen der beiden vorigen Paragraphen er- 
giebt sich, dass die Hypothese über die Vertheilung der Sterbe- 
fälle für das in Rede stehende Problem zu nichts Anderem gebraucht 
wird, als zur Gewinnung eines Ausdrucks für die Wahrscheinlich- 
keit einer (u + x)jährigen Person, das Alter ri -f 1 zu erleben, oder 
vor dem Abläufe des (n + l)ten Lebensjahres zu sterben. Die 
betreffenden Ausdrücke nach der ersten und zweiten Hypothese 
finden sich unter (1), (2) und (9), (10). So lange daher über die 
Vertheilung der Sterbenden keine Bestimmung getroffen ist, be- 
zeichne man die Wahrscheinlichkeit einer (nj-a:)jährigen Person, 
vor dem Ablaufe des (n-fl)ten Lebensjahres zu sterben, allge- 
mein mit f{x ) ; also die Wahrscheinlichkeit derselben Person, das 
Alter n-f-1 zu erleben, mit 1 — f[x), wo über die Function f(. r) 
vorläufig nur das feststeht, dass man haben muss: 

(30) A0) = w. 

Mit Hülfe dieses allgemeinen Ausdrucks wird nun, nach der- 
selben Schlussweise, wie in den beiden vorigen Paragraphen, die 
Summe der Leberlebenden am Schlüsse des Jahres aus den b 
Eintretenden durch das Integral dargestellt: 

bj' [ 1 — /W] Ar, 

o 

und ebenso die Summe der Leberlebenden aus den c Ausschei- 
denden durch das Integral : 

cf [I — f(xj]dx. • 

o 

Folglich muss man statt der Gleichung (17) bähen : 
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(31). . 


o(i— »)+(*— c) y 


fl —f(x)]dx = a'. 


und statt der Gleichnng (18) : 


(32) 



f(x)dx — m. 


Soll nun hieraus, wie verlangt wird, für w der Werth (21) her- 
vorgehen, so muss diese Gleichung sich reduciren auf 

(33) aw (- i(6 — c)tc — m, 


mithin muss man haben: 

y f(x) dx = iw , 
'o 


oder mit Rücksicht auf (30), die Function f(x) ist an die Bedin- 
gung gebunden: 


J" fl.X)dxn* V(0). 


Wenn man diese Gleichung geometrisch als Quadratur deu- 
tet, so fordert sie die Herstellung einer Curve von solcher Be- 
schaffenheit, dass die von ihr begrenzte Fläche, von x = 0 bis 
x — l genommen, inhaltsgleich dem halben Rechteck aus der 
Abscisse von 0 bis 1 und der Ordinate im Anfangspunkte wird. 
Dieser Forderung kann offenbar durch unzählig viele Curven Ge- 
nüge geschehen, welche das genaunte Rechteck halbiren. Wenn 
man aber auf die Natur der Aufgabe Rücksicht nimmt, nach 
welcher f(x) mit wachsendem x abnebmen muss, und zugleich 
für diese Abnahme das möglichst einfachste Gesetz auswählt, so 
reducirt die gesuchte Curve sich auf eine gerade Linie, nämlich 
die Diagonale des Rechtecks ; oder es wird : 

(35) f{x)—w(l—x), 

d. h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist proportional dem noch 
zu durchlebenden Theile des Jahres. 

Nennt man ferner, wie im §. 3., y die Anzahl der Lebenden 
zur Zeit x, so dass x und y die Coordinates der Stertdichkeits- 
Curve innerhalb des betrachteten Jahres ausdrüeken, und berück- 
sichtigt, dass s(l — tc) die Lebenden für znl bedeuten, so ksnn 
man statt dieser letzten Gleichung anch schreiben: 


Digitized by Google 



8t) 


Witts lein: Die Mortalität in Gesellschaften 


woraus : 


a(l — tc) 

y 


w(I — x). 


(36) 



welches die Gleichung der Sterblichkeits-Curve ist. 

Daraus erhält man für die Sterbenden in der unendlich klei- 
nen Zeit dx den Ausdruck : , 


»der : 
(37) 


-dy — 


a 

w 


( i +r _~*)* 


~<tx, 

— to 


.i y 2 w i 

— du — — • i dx , 

J a 1 — »« 


d. h. die Sterbenden in den unendlich kleinen Zeittbeilen dx neh- 
men in demselben Verhältnisse ab., wie die Quadrate der Leben- 
den im Anfänge dieser Zeitthcile. Sie fallen mithin im Verlaufe 
des Jahres successive noch weniger dicht, als in der zweiten 
Hypothese, wo sie in gleichem Verhältnisse mit der Zahl der 
Lebenden selbst abnehmen, während sie in der ersten Hypothese 
constant bleiben. 


Ferner erhält man aus der Gleichung (37) lur die Wahrschein- 
lichkeit, binnen der unendlich kleinen Zeit dx zu sterben, den 
Ausdruck: 


(38) 


= y.” d. T , 

y a I — ic 


d. h. diese Wahrscheinlichkeit nimmt ah in gleichem Verhältnisse 
mit der Zahl der Lebenden im Anfänge dieser Zeit dx, während 
sie in der zweiten Hypothese constant bleibt und in der ersten 
Hypothese im umgekehrten Verhältnisse der Zahl der Lebenden 
wächst. 

Man wird zugestehen, dass die hier durch die beiden Glei- 
chungen (37) und (38) näher charakterisirte Vertheilung der Ster- 
benden eines Jahres über dieses Jahr weit davon entfernt ist, 
diejenige Plausibilität zu besitzen, welche ihr zukommen müsste, 
um als Hypothese dieser Vertheilung zu Grunde gelegt zu wer- 
den. Nichts destoweniger ist sie bemerkenswertb genug. Sie 
giebt in der hier vorliegenden Aufgabe für die Wahrscheinlich- 
keit, binnen Jahresfrist zu sterben, genau den in der Gleichung (21) 


Digitized by Google 


mit succesaiv eintretenden und auaacheidenden Mitgliedern. 81 

enthaltenen Werth, und da dieser Werth, welcher unter anderen 
Hypothesen nur als Nfiherungswerth erscheint, in den Anwen- 
dungen meistentheils genau genug ist, so ist es gerade die hier 
gefundene Vertheilung der Sterbenden, der die Praxis folgt, ohne 
es eigentlich zu wollen. 


5 - 7 - 

Der gesuchte Werth voh w kann noch in anderer Weise genau 
durch die Formel (21) dargestellt werden, wenn man nämlich in 
den Voraussetzungen der vorigen Paragraphen folgende Aende- 
rung trifft. 

Der bisherigen Behandlung der Aufgabe §. 4. lag die Annahme 
zum Grunde, dass die Eintretenden, so wie die Ausscheidenden 
in dem Augenblicke des Eintritts und Austritts genau dasselbe 
Lebensalter haben, wie die resp. schon vorhandenen oder zurück- 
bleibenden Mitglieder. Man kann aber auch die Voraussetzung 
machen, dass die Eintretenden und die Ausscheidenden im Augen- 
blicke des Ein- und Austritts dasjenige Lebensalter n besitzen 
sollen, welches der Stamm der Gesellschaft im Anfänge des 
Jahres hatte. Allerdings ist diese Voraussetzung für die Aus- 
scheidenden factisch unmöglich und kann höchstens wie eine An- 
näherung zugelassen werden. Für die Eintretenden dagegen ist 
sie nicht nur zulässig, sondern wir werden auch sogleich einen 
Fall anführen, in welchem gerade nach dieser und keiner ande- 
ren Voraussetzung gerechnet werden muss. 

Wir behalten die bisherige Bezeichnung bei. Wenn zur Zeit 
x eine Person von n Jahren eintritt, so hat dieselbe am Schlüsse 
des hier betrachteten Jahres das Alter n-f 1 — x erreicht. Nach 
der Hypothese des gleichmässigen Ahsterhens (§. 2.) hat demnach 
die Wahrscheinlichkeit der gedachten Person, vor dem Schlüsse 
des Jahres zu sterben, den Werth: 

(39) rc(l— x), 

d. h. sie ist proportional dem noch zu durchlebenden Theile des 
Jahres; und die Wahrscheinlichkeit derselben Person, den Schluss 
des Jahres zu erleben , wird : 

(40) 1 — ic(l— x). 

Werden nun die b Eintretenden gleichmässig über das Jahr 
vertheilt, so dass auf den unendlich kleinen Zeittheil dx an Ein- 
tretenden bdx kommen, und will man von diesen letzteren die 
Ueberlebenden am Schlüsse des Jahres finden, so hat man ihren 

Theil XXXIX. 6 
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Betrag mit der Wahrscheinlichkeit (40) zu multipliciren. Dies 
giebt : 

[1 — w(l — a;)]6r/ar. 

Die Summe der Ueberlebenden aus allen b Einlretenden wird 
demnach durch das Integral dargestellt: 

(41) . . . J' [1— «)(1— x)]bdx = b(\— ^). 

O 

Ebenso erhält man aus den c Ausscheidenden die Summe der 
Ueberlebenden am Schlüsse des Jahres : 

(42) =c(l— ^). 

Diese beiden Ausdrücke (41) und (42) treten an die Stelle der 
beiden obigen (15) und (16). Folglich erhält man weiter statt (17): 

w 

(43) a(l— te) + (6— c)(l — 2 ) = a', 

und statt (18) : 

w 

(44) ate + (6 — c) 2 ='». 

woraus für w genau derselbe Werth sich ergiebt wie (21). 

Man wird leicht erkennen, dass der eigentliche Grund für 
diese Uebereinstimmung der Resultate darin zu suchen ist, dass 
die Wahrscheinlichkeit (3 ( J) denselben Werth hat wie (35). 


§. 8 . 

Es giebt einen besonderen Fall, in welchem die Voraussetzung 
des vorigen Paragraphen immer erfüllt ist, nämlich wenn man 
als Eintretende die Neugeborenen ansieht, welche im Laufe des 
Jahres succossive in’s Leben kommen. Denn es ist an sich klar, 
dass die Neugeborenen jederzeit mit dem Lebensalter 0 in die 
Gesellschaft eintreten. Wird die vorige Entwickelung auf diesen 
besonderen Fall übertragen , so bedeutet a die Anzahl der Neu- 
geborenen beim Anfänge dcB Jahres, b die Anzahl der Neuge- 
borenen im Laufe des Jahres, m die Anzahl der Gestorbenen im 
Laufe des Jahres und tc die Wahrscheinlichkeit eines Neugebo- 
renen, binnen Jahresfrist zu sterben. Man hat also, indem man 
c = 0 setzt, 

(45) o(t + \bw = m . 
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und da hier gewöhnlich auch a = 0 sein wird. 


(46) 

\bw = m , 


woraus 



(47) 

w = 2 T 

/ 


Diese Formel beruhet jedoch auf der Hypothese des gleichmäs- 
sigen Absterbens im Laufe des Jahres (§. 2.), einer Hypothese, 
welche für das erste Lebensjahr des Kindes keineswegs der Wirk- 
lichkeit entspricht. Nach den gründlichen Untersuchungen von 
Moser (die Gesetze der Lebensdauer, Berlin 1839), welche 
bis jetzt als erschöpfend angesehen werden müssen, ist vielmehr 
das Absterben der Kinder in dem ersten Lebensjahre (und noch 
darüber hinaus) einem Gesetze unterworfen, vermöge dessen man 
statt (39) zu setzen hat: 

(48) to VT— i, 

und dadurch verwandelt sieb die Gleichung (46) in : 

(49) tb.ic = m, 

woraus : 



Dabei ist zu erinnern, dass die Formel Moser’s voraussetzt, 
dass die Todtgeborenen angesehen werden wie Lebendiggeborene, 
welche kurz nach der Geburt sterben. 

Nach den Mittheilungeu des statistischen Büreau für das 
Königreich Hannover wurden z. B. im Jahre 1855 geboren : 

lebendig 55454, 
todt ‘2208 , 

zusammen 57662; 

und am 3 December 1855, wofür wir ohne merklichen Fehler den 
Jahresschluss setzen können, lebten Kinder unter 1 Jahr: 

48405. 

Will man hieraus die Wahrscheinlichkeit eines Neugeborenen, 
binnen Jahresfrist zu sterben, bestimmen, so hat man zu setzen: 

6=57662, m — 9257 , 

woraus nach (47) oder der Hypothese des gleichmässigen Ab- 
sterbens folgt: 

«c= 0,32108, ' 
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und nach (50) oder der Formel von Moser: 
io =» 0,20007. 

Dieses letzte Resultat stimmt mit Moser überein, «reicher als 
durchschnittlichen Werth to = 0,2 annimmf. Dagegen das erste 
ist gänzlich zu verwerfen. 


iS. 9. 


Die Betrachtung des vorigen Paragraphen führt, «venu mau 
sie auch auf andere Lebensalter, als dasjenige der Neugeborenen 
ausdehnt, zu der nachstehenden bemerkenswerthen Folgerung. 

Es sei b die Anzahl derjenigen Personen einer Gesellschaft, 
welche im Laufe des Jahres successive das (n-f ))te Lebensjahr 
vollenden, und io' die Wahrscheinlichkeit einer (n-f- l)jährigen Per- 
son, binnen Jahresfrist zu sterben. Aus demselben Grunde, wie 
wir oben die Neugeborenen eines Jahres gleichmässig über das 
Jahr vertheilt haben , müssen wir auch die hier in Betracht kom- 
menden erlebten Geburtstage gleichmässig über das Jahr vertheilt 
voraussetzen. Nehmen wir dazu die Hypothese des gleichmäs- 
sigen Absterbens, so haben wir nach (46) aus diesen b Personen 
bis zum Abläufe des Jahres \bw‘ Todesfälle. Nennt man also a' die 
Lebenden der Gesellschaft am Schlüsse des Jahres, welche zwi- 
schen n-f-J und n-f 2 Jahre alt sind, so hat man: 


(51) 


«' = 6(1 - iw'). 


Nennt man ferner a die Lebenden der Gesellschaft im Anfänge 
des Jahres, welche zwischen n und n -f- 1 Jahren stehen, und u> 
die Wahrscheinlichkeit einer »jährigen Person, hinnen Jahresfrist 
zu sterben, so lasst sich auch a durch 6 ausdrücken. Man hat 
nämlich, um a zu erhalten, jedes Element bdjc durch die Wahr- 
scheinlichkeit (I), in welcher 1 — x statt x zu setzen ist, zu 
dividiren und von dem Quotienten das Integral von 0 bis 1 zu 
nehmen. Dies giebt: 


(52) 


a — b. 


1 — \w 
I — w 


Aus (51) und (32) folgt: 

(53) 

welcher Ausdruck genau mit dem der Wahrscheinlichkeit (3) für 


a 

a 


(I— W)(l — ilC 1 ) 
l-ito 
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* = $ iibereinstimmt. Man hat also den allgemeinen Satz: Wenn 
man in einer Gesellschaft, «reiche weder Zugang noch Abgang 
erfahrt, die Lebenden am Schlüsse des Jahres, welche zwischen 
n+1 und n + 2 Jahren stehen, durch die Lebenden im Anfänge 
des Jahres, welche zwischen n und u-f-1 Jahr alt sind, dividirt, 
so ergiebt der Quotient genau die Wahrscheinlichkeit einer 
(n + J)jahrigen Person, noch ein Jahr zu leben. Daraus folgt so- 
dann von selbst die Wahrscheinlichkeit derselben Person, binnen 
Jahresfrist zu sterben. 

Dieser Satz drückt eine Regel aus, nach welcher schon längst 
die Praxis verfahrt, ohne nach dem Beweise gefragt zu habeD. 
Indessen dürfte es nicht ohne Interesse sein, hier nachgewiesen 
zu sehen, anf weichen Voraussetzungen diese Regel beruht und 
unter welchen Bedingungen allein sie richtig ist. 


§• 10 . 


Will man die Wahrscheinlichkeit, binnen Jahresfrist zu ster- 
ben, für die Mitglieder einer ganzen Bevölkerung bestim- 
men , alle Lebensalter zusammen gerechnet, so würde, selbst 
wenn man von Ein- und Auswanderung während des Jahres ganz 
ahsehen wollte (welche nach §. 4. zu behandeln ist), dennoch die 
Division der beobachteten Todesfälle des Jahres durch den Be- 
stand der Bevölkerung im Anfänge des Jahres noch immer ein 
fehlerhaftes Resultat geben. Denn die beobachteten Todesfälle 
enthalten zu einem merklichen Theile auch diejenigen Todesfälle 
in sich, welche aus den erst im Laufe des Jahres Geborenen her- 
rühren, und diese letzten Todesfälle müssen deshalb zuvor selb- 
ständig ermittelt und von der Gesammtzahl aller Todesfälle in 
Abzug gebracht werden. Diese Ermittelung kann entweder nach 
der Formel (49) geschehen, oder auch aus dem statistischen Mate- 
rial selbst, falls solches dazu ausreichend sein sollte. 

Es bezeichne A die Bevölkerung im Anfänge des Jahres, Fi 
die Geborenen und M die Gestorbenen im Laufe des Jahres, und 
Si die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Dann hat man: 


(54) 


Si = 


M—m 


wo »< wie im §. 8. die Todesfälle aus den Geburten des laufen- 
den Jahres bezeichnet; oder mit Rücksicht auf (49): 


(55) 


Sl = 


M-ißw 

A 
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wo w die Wahrscheinlichkeit eines Neugeborenen , binnen Jahres- 
frist zu sterben , bedeutet ; oder noch allgemeiner : 


(56) 


_ M — fiB 
~~A ’ 


wo fi ganz allgemein und ohne jede Hypothese den Factor be- 
deutet, mit welchem die Gekorenen B des Jahres zu multiplici- 
ren sind, um die aus ihnen im Laufe des Jahres hervorgebenden 
Todesfälle zu erhalten. 

Der umgekehrte Werth p zeigt offenbar an, auf wie viel 

Köpfe des anfänglichen Bestandes der Bevölkerung im Laufe des 
Jahres je ein Todesfall kommen wird, wenn die Bevölkerung, 
ohne Zugang durch Neugeborene, in sich ausstirbt. 

Um die Rechnung durch ein Beispiel zu erläutern, hat man 
aus der Volkszählung vom 3. December 1855, welche wir wieder 
an den Jahresschluss uns verlegt denken, die Bevölkerung des 
Königreichs Hannover: 

A = 1819777, 

und ferner an Geborenen im Jahre 1856: 

lebendig 56659, 
todt 2167, 

zusammen 58826, 

und an Gestorbenen im Jahre 1856: 

39199. 


Man hat also zu setzen, mit Einschluss der Todtgeborenen : 


ß = 58826, J/= 41366. 


Um zunächst m zu bestimmen, kann man den aus dem Vorjahre 
1855 im §.8. gefundenen Werth u> = 0,20067 benutzen, wodurch 
man erhält : 

m = {Bu> — 9444. 


Man kann aber auch aus den Zahlen des Vorjahrs im §. 8. un 
mittelbar den Werth von fi bestimmen, nämlich: 


*=M= 0 ’ ,a0ia7 ' 


woraus für m = ^iB sich derselbe Werth ergiebt, wie vorhin. 
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Diese Rechnungen setzen voraus, dass die Sterblichkeit der 
Neugeborenen in zwei auf einander folgenden Jahren nabe die- 
selbe bleibt. Wenn eine Zählung der Kinder unter 1 Jahr för 
den Jahresschluss 1856 existirte, so würde man daraus unmit- 
telbar und ohne Hypothese den Werth von m entnehmen können. 

Mit den so erhaltenen Zahlen wird endlich für die Bevölke- 
rung des Königreichs Hannover beim Jahresschluss 1855 die Wahr- 
scheinlichkeit, binnen Jahresfrist zu sterben: 


Sl 


:J1922_ 

1819777 


=0,017542. 


Wenn man dieselbe Rechnung mit Ausschluss der Todtgebo- 
renen führt, wo also zu setzen ist: 


ß = 56659, M— 39199, 
so erhält man zunächst aus dem Vorjahr: 


und daraus : 


_ Z 049 

* — 55454 


0,127114, 


ß = 


31097 

1819777 


= 0,01758:1. 


Offenbar würden diese beiden Werthe von Sl genau übereinstim- 
men. wenn das Verhältnis der Todtgeborenen zu den Lebendig- 
geborenen in den beiden auf einander folgenden Jahren constant 
gewesen wäre. Man kann deshalb füglich das Mittel nehmen und 
setzen : 

ß = 0,017562, £= 56,940. 

Der hier gefundene Werth von Sl ist übrigens, wie aus dem 
Obigen hervorgeht, noch nicht vollkommen richtig, sondern be- 
darf noch nach §. 4. einer Verbesserung durch die Ein- und Aus- 
wanderung des Jahres 1856, worüber jedoch statistisches Material 
nicht vorliegt. 




§• 11 . 

Wenngleich nach dem vorigen Paragraphen das Verhältnis 
der beobachteten Todesfälle eines Jahres zu dem Bestände der 
Bevölkerung im Anfänge dieses Jahres keineswegs den richtigen 
Ausdruck der Wahrscheinlichkeit, binnen Jahresfrist zu sterben, 
lur diese Bevölkerung abgiebt, so ist das genannte Verhältnis 
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dennoch in anderer Rücksicht für die Statistik nicht ohne Be- 
deutung. Wir wollen es das Sterhlichkeits- Verhältnis* 
der Bevölkerung nennen, und ebenso das Verhältnis« der 
Geburten des Jahres zu dem Bestände im Anfänge des Jahres 
das Geburtsverhältniss der Bevölkerung. Bezeichnet man 
diese beiden Grössen, welche unmittelbar aus den statistischen 
Daten entnommen werden können, mit p und q, so hat man: 

M B 

P =Ä’ 


und für die Formel (56) erhält man den einfacheren Ausdruck: 
(57) Sl—p — pq. 


Die umgekehrten Werthe ^ und - haben offenbar die Be- 


deutung, dass sie anzeigen, auf wie viel Köpfe des anfänglichen 
Bestandes im Laufe des Jahres resp. je ein Todesfall oder dine 
Geburt gekommen ist. 

Die Werthe von p und q sind im Allgemeinen nicht gleich 
gross; in der Regel wird q>p sein, obwohl auch das Um- 
gekehrte stattfinden kann. Sie werden nur dann gleich gross 
sein, wenn die Bevölkerung sich im Beharrungszustande befin- 
det, d. li. wenn durch das ganze Jahr jeder Todesfall sofort 
durch eine Gehurt ersetzt wird. Daraus folgt aber, dass diese 
beiden Grössen zusammengenommen nicht nur den Stand, son- 
dern auch die Bewegung der Bevölkerung charakterisiren , und 
zwar beides in untrennbarer Verbindung. Man kann nun die Frage 
aufwerfen, ob nicht die beiden Grössen p und q sich auf einen 
gemeinschaftlichen Werth P reduciren lassen, welcher das Sterb- 
lichkeits- und Geburtsverhältniss derselben Bevölkerung unter der 
Voraussetzung ausdrückt, dass diese Bevölkerung durch den Lauf 
des Jahres im Beharrungszustande geblieben wäre. Ein solcher 
Werth wird sodann von der Bewegung der Bevölkerung unabhän- 
gig sein und allein für den Stand derselben einen charakteristi- 
schen Ausdruck abgeben. 


Zur Beantwortung dieser Frage kann man verfahren wie folgt: 

Um bestimmter uns ausdrücken zu können, nehmen wir an, 
es sei wie gewöhnlich die Anzahl der Geburten überwiegend über 
die der Todesfälle, oder /?> M. Soll die Bevölkerung durch den 
Lauf des Jahres auf dem Bestände seines Anfangs erhalten blei- 
ben, so muss die Anzahl B der Geburten um einen gewissen 
Betrag u vermindert werden, so dass man durch schickliche An- 
nahme von u haben wird : 
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(58). . P=~±. 

Aber die Verminderung der Geburten um w bat, wenn man die- 
selbe gleichmässig über das Jahr vertlieilt, eine gleichzeitige Ver- 
minderung der Sterbefullo um f iu zur Folge, und man wird also 
auch haben : 

(69) P=— 

A 

Die Elimination von u aus diesen beiden Gleichungen giebt: 

(60) tiü, 

1 — fr 

oder mit Rücksicht auf (57) : 

(61) p= 3 - . 

1 — ( t 

welches der gesuchte Werth ist 

Der umgekehrte Werth p zeigt an, auf wie viel Köpfe des 

anfänglichen Bestandes der Bevölkerung im Laufe des Jahres je 
ein Todesfall und eine Geburt gekommen sein würde, wenn die 
Bevölkerung für das Jahr im Beharrungszustande geblieben wäre. 

Hiermit dürfte dasjenige auf sein richtiges Maass zurückge- 
fäbrt werden, was die Statistiker über die sogenannte Sterblich- 
keitsziBTer lehren. Denn die Ausdrücke (58) und (59) zeigen un- 
mittelbar, dass /'niemals zwischen p und »/ fallen kann; vielmehr 
wird für eine zunehmende Bevölkerung P kleiner und für eine 
abnehmende Bevölkerung P grösser als beide. Auch ist P nie- 
mals einerlei mit £1, sondern stets grösser. 

So geben z. B. die obigen Data für die Bevölkerung des 
Königreichs Hannover, wenn man die Todtgeborenen einschliesst: 

p = 0,022732, ^ = 43,992; 

qz= 0,032326, - = 30,935; 

P= 0,020896, i = 47,855. 


Dieselben Data geben, wenn man die Todtgeborenen ansschliesst: 

6 « 
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p = 0,021541, £ = 46,423; 

q — 0,031135, £ = 32,118; 

P = 0,020144 , p = 40,643. 

§. 12 . 

Die Entwickelung, durch welche oben die Aufgabe des §. 4. 
ihre Losung gefunden hat, kann oflfenbar auch gebraucht werden, 
wenn die Wahrscheinlichkeit to bekannt ist und dagegen eine an- 
dere der in der Aufgabe enthaltenen Grössen als Unbekannte an- 
gesehen wird. Insbesondere kommt im Versicherungswesen der 
Fall öfter vor, wo der Bestand einer Gesellschaft am Schlüsse 
des Jahres gesucht wird. Wir führen die folgenden beiden Bei- 
spiele dieser Art an. 

Erstes Beispiel. Aus einer Gesellschaft von dienenden 
Personen scheidet im Laufe des Jahres eine Anzahl als Invalide 
aus. Es sei für irgend ein Alter der Bestand a im Anfänge des 
Jahres, die Wahrscheinlichkeit to, im Laufe des Jahres zu ster- 
ben, und die Wahrscheinlichkeit y, im Laufe des Jahres invalide 
zu werden, gegeben. Man sucht den Bestand =a' der dienen- 
den Mitglieder am Schlüsse des Jahres. 

Hier muss zunächst auf eine Gefahr aufmerksam gemacht 
werden, welche in der Behandlung dieser Aufgabe schon zu Fehl- 
schlüssen geführt hat. Die Wahrscheinlichkeit, am Schlüsse des 
Jahres noch zu leben, ist =1 — to, und die Wahrscheinlichkeit, 
am Schlüsse des Jahres noch zu dienen, =1 — y; folglich — so 
hat man geschlossen — ist die Wahrscheinlichkeit, am Schlüsse 
des Jahres noch zu leben und zu dienen, = (1 — to) (I — y), oder 
man hat 

, = a(l — tc) (1 — y). 

Dieser Schluss ist aber unrichtig. Die Wahrscheinlichkeit, 
dass mehrere Ereignisse zugleich eintreten, ist nur dann gleich 
dem Producte der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse, 
wenn diese Ereignisse vollkommen unabhängig von einander sind. 
Eine solche Unabhängigkeit findet jedoch im vorliegenden Falle 
nicht statt; denn es kann zwar wohl Jemand zuerst invalide wer- 
den und dann sterben, aber nicht zuerst sterben und dann inva- 
lide werden. Die Zahl derjenigen Personen, welche, wenn sie 
nicht gestorben wären, invalide geworden sein würden, ist wegen 
der Kleinheit der Brüche to und y allerdings nur klein; nichts 
desto weniger hat sie zur Folge, dass die vorstehende Rechnung 
nur zu einer oberflächlichen Annäherung führt. 
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Die richtige Auflösung ist in der Gleichung (17) enthalten, in 
welcher man 6=0 und c = ay zu setzen hat. Dies giebt: 

(62) a'=a(l— m>)(1 + ^/[1— 1 ®]), 

oder mit demselben Grade von Annäherung, welcher sich oben 
als ausreichend gezeigt bat, 

(63) o' = a(l— «c)(l— y [1 + |]). 

Zweites Beispiel. Von unverheirateten Mädchen schei- 
det durch Heirath im Laufe des Jahres eine Anzahl aus. Es sei 
für irgend ein Alter der Bestand a im Anfänge des Jahres, die 
Wahrscheinlichkeit 1 0 , im Laufe des Jahres zu sterben, und die 
Wahrscheinlichkeit /, im Laufe des Jahres zu heirathen, gege- 
ben. Mao sucht den Bestand = a' der Unverheiratbeten am 
Schlüsse des Jahres. 

Dieser Fall liegt ebenso wie der vorige und ist gleichfalls 
nach der Gleichung (63) zu behandeln. Auf Grund dieser Glei- 
chung ist die hier folgende Tabelle berechnet 

In dieser Tabelle sind die Columnen 2. und 6 . aus Brune’s 
Mortalitätstafel des weiblichen Geschlechts (Bearbeitung von 1847) 
und dieColumne3. aus der Berliner Börsenzeitung vom 17. April 1862, 
Abendausgabe, entnommen. Die Columne 4. stellt die successiven 
Wertbe von n und a' dar, nach der obigen Formel berechnet, und 
sie zeigt demnach, wie eine Zahl von 10000 unverheirateten 
16jährigen Mädchen durch Heirathen und Todesfälle von Jahr zu 
Jahr sich vermindert. Die Columne 5. enthält die Differenzen der 
Zahlen in 6 . und 4. In Columne 7. finden sich für jedes Jahr die 
Werte von c=ay. Endlich sind die Zahlen der Columne 8 . da- 
durch entstanden, dass, für jedes Alter, die Summe der Heira- 
tenden in 7., von diesem bis zum höchsten Alter, durch die 
Unverheirateten in 4. dividirt wurde. Die Gestorbenen sind des 
Raumes wegen wcggelasseu ; sie künoen in 4. und 5. leicht mit 
Rücksicht auf 7. nachgetragen werden. 

Aus dieser Tabelle geht hervor, dass die grösste Zahl Hei- 
rathen von Mädchen im 24sten Lebensjahre geschlossen wird, und 
die grösste Zahl verheirateter Frauen im 40sten Lebensjahre steht. 
Die grösste Wahrscheinlichkeit, binnen Jahresfrist zu heirathen, 
findet im 27sten Lebensjahre statt und beträgt etwas (iber 10 Pro- 
cent, während merkwürdiger Weise zugleich die Wahrscheinlich- 
keit, binnen Jahresfrist zu sterben, ihren kleinsten Werth erreicht; 
dagegen die grösste Wahrscheinlichkeit, überhaupt zu heirathen, 
findet sich schon im Alter von 20 Jahren und beträgt 76 Procent. 
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Diese letzte Wahrscheinlichkeit sinkt mit dem Alter von 22 Jah- 
ren unter den Werth i, d. h. von hier an ist die Wahrscheinlich- 
keit, nicht zu heirathen, grösser als die, zu heirathen. Hier langt 
also die „alte Jungfer“ an, die auf diese Weise mathematisch 
streng zu defmiren ist. 


Heirnths* Tabelle des weiblichen Geschlechts. 


L i 

Alter. 

Jahre. 

2z 

Wahr- 
scheinlich- 
keit, 
binnen 
Jahres* 
frist zu 
storhen. 

3a 

Wahr- 
scheinlich- 
keit, 
binnen 
Jahres- 
frist zu 1 
heirathen.: 

4, 

Unver- 

heira- 

thete. 

5a 

webende 

Vcr- 

heira- 

tlicte. 

& 

Zusam- 

men. 

la 

Hei- 
rathendc 
im Laufe 
des Juhrs. 

8, 

Wahr- 
scheinlich- 
keit, über- 
haupt za 
heirathen. 

16 

0.0162 

0.013 

10000 

* 0 

10000 

130 

0,737 

IT 

0,0159 

0,019 

9709 

122 

9838 

1Ü4 

0,746 

IS 

0.0154 

0.026 

9372 

3 1 0 

9682 

244 

0,753 

m 

0,0148 

0,037 

8986 

547 

9533 

332 

0,758 

20 

0.0 Ul 

0.051 

83*23 

869 

9392 

435 

0.761 

21 

0.0134 

0,066 

7972 

1288 

9260 

526 

0,759 

22 

0,0128 

0,080 

7342 

1794 

9136 

587 

0,752 

22 

0.0123 

0,090 

6665 

2354 

9019 

600 

0,740 

24 

0,0119 

0.095 

5987 

2921 

8908 

569 

0,724 

22 

0.01 IG 

0,099 

5350 

3452 

8802 

530 

0,704 

2fi 

0,01 La 

0,103 

4762 

3938 

8700 

490 

0.680 

21 

0.0115 

0.103 

4219 

4381 

8600 

435 

0,651 

2H 

0,0116 

0.102 

3739 

4762 

8501 

mi 

0,618 

20 

0,0117 

0 095 

3316 

5086 

8102 

315 

0,582 

ao 

0.0117 

0.032 

2964 

5340 

8304 

243 

0-545 

21 

0.0118 

0,üt)8 

2688 

5519 

8207 

183 

0,510 

22 

0,0118 

0,061 

2474 

5636 

8110 

1 hl 

0,480 

22 

0.0120 

0,038 

2295 

5719 

8014 

133 

0.452 

34 

0.0120 

0,057 

2135 

5783 

7918 

122 

0.421 

22 

0.0120 

0-033 

1989 

6834 

7823 

105 

0.394 

20 

0.0120 

0,0.30 

1860 

5869 

7729 

92 

0.364 

21 

0.0122 

0,049 

1745 

5891 

7636 

86 

0,335 

38 

(1.0122 

0,048 

1639 

5904 

7543 

±a 

0,304 

22 

0.0121 

0.016 

1541 

5910 

7451 

u 

0,272 

40 

0 0120 

0-046 

1152 

5909 

7361 

61 

0.241 

41 

0.01 18 

0,047 

1368 

6905 

7273 

HA 

0.207 

42 

0.01 Lfi 

0.043 

1288 

5899 

7187 

5a 

0,170 

42 

0.0118 

0,035 

1218 

5884 

7102 

43 

0,134 

44 

0,0120 

0.026 

11G1 

58.37 

7018 

3fl 

0,104 

42 

0.0123 

0.020 

1117 

5817 

6934 

22 

0,081 

40 

0.0127 

0-016 

1081 

5168 

6849 

11 

0,063 

41 

0.0130 

0,014 

1050 

5712 

6762 

15 

0.018 

48 

0,0135 

0,013 

1022 

5652 

6674 

13 

0.035 

49 

0,0140 

0,011 

995 

5.389 

6584 

11 

0.023 

50 

0.01 4fi 

0,012 

970 

5522 

6492 

12 

0.012 

21 

0,0153 

0 

944 

5453 

6397 

0 

0 
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VI. 

Ueber das Prismatoid. 

Von 

Herrn Doctor E. fV. Grebe, 

Rector der Realschule zu Cassel. 


Wittstein erklärt das von ihm in die elementare Stereome- 
trie cingeführte Prismatoid als ein von zwei parallelen Poly- 
gonen als Grundflächen und von Dreiecken oder Vierecken, welche 
allemal eine Seite der einen Grundfläche mit einer Ecke oder 
parallelen Seite der andern Grundfläche verbinden, als Seiten- 
flächen begrenztes Polyeder. Anhangsweise rechnet er zu den 
Prismatoiden auch diejenigen Polyeder, bei welchen aus einer 
Grundfläche oder aus beiden eine blosse Kante geworden ist. 
Eine Pyramide ist somit auch ein dem Prismatoid sehr nahe ver- 
wandter Körper, indem sie aus demselben entsteht, sobald eine 
der beiden Grundflächen zu einem Punkt wird. Es möchte sich 
daher in mancher Beziehung empfehlen, die Pyramide ebenfalls 
zu den Prismatoiden zu rechnen. Thun wir dieses, so ergibt sich 
nachstehende Definition. Ein Prismatoid ist ein von lauter ebenen 
Figuren begrenzter zwischen zwei, seine sämmtlichen Ecken auf- 
nehmenden parallelen Ebenen liegender Körper. Der Abstand 
dieser parallelen Ebenen heisst immer die Höbe des Prismatoids. 
Liegt in einer Ebene nur eine Ecke, so haben wir die Pyramide. 
Liegen in beiden Ebenen zwei Ecken, so haben wir ein Tetraeder, 
welches in der Stellung, die es hier hat, wo nämlich seine Höhe 
der kleinste Abstand zweier Kanten ist, und wegen der Wichtig- 
keit, die ein so aufgefasster Körper in der Lehre von dem Pris- 
matoid besitzt, einen besondern Namen zu erhalten verdient. Ich 
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schlage den Namen Disphenium (Doppelkeil) vor. Liegen fer- 
ner in einer Ebene zwei Ecken, in der andern aber drei oder 
mehr, so entsteht ein Körper, der wohl nicht unpassend Sphe- 
noid (keilförmiges Prismatoid) genannt werden mag. Das von 
Wittstein vorzugsweise berücksichtigte Prismatoid begreift als 
besondere Fälle in sich das Prisma, die abgekürzte Pyramide, 
den Obelisk, das Antiprisma, den Antiobelisk. 

Nach dieser Vorausschickung stellen wir den Satz auf, dass 
alle Prismatoide Körper seien, die man durch Addition und Sub- 
traction aus Prismen und Pyramiden von derselben Höhe ableiten 
kann. Die Pyramiden dürfen hierbei sowohl in aufrechter als in 
verkehrter Stellung in Betracht kommen. Bei dem Beweise un- 
seres Satzes betrachten wir zuerst ein Prismatoid mit vollstän- 
digen Grundflächen. Wir erweitern die von den Seiten einer 
Grundfläche auslaufenden Seitenflächen bis zum Durchschnitte 
je zweier benachbarten. Haben die Grundflächen ungleiche Seiten- 
zahl, so wählen wir die von der geringeren Seitenzahl. Der ent- 
stehende Körper ist ein Obelisk von dieser Seitenzahl. Denken 
wir die gewählte Grundfläche als die obere, so sind die zu dem 
ursprünglichen Prismatoid hinzukommenden Kürperthcile aufrecht 
stehende Pyramiden. Von unserem Obelisk schneiden wir nun 
so oft es angeht verkehrt stehende Pyramiden weg, indem wir 
Schnitte machen von einer Diagonale der oberen Grundfläche nach 
einer der wegfallenden Ecke dieser gegenüberliegenden Ecke der 
unteren Grundfläche. Wir erhalten dann ein Prismatoid, dessen obere 
Grundfläche beiläufig nur halb so viele Seifen hat als die des ur- 
sprünglichen. Indem wir nun das beschriebene Verfahren so oft 
als möglich fortsetzen, langen wir zuletzt bei einer abgekürzten 
dreiseitigen Pyramide an. Nehmen wir von dieser die verkehrt 
stehende Pyramide zwischen der oberen Grundfläche und einer 
Ecke der unteren weg, so bleibt uns ein Sphenoid mit dreiseitiger 
Grundfläche. Wir fahren daher in unserer Beweisführung mit 
der Betrachtung des Sphenoids im Allgemeinen fort. Bei einem 
solchen Körper endigen die von der die obere Grundfläche ver- 
tretenden Kante auslaufenden Seitenflächen in der untern Grund- 
fläche entweder mit einem Punkte oder einer Seitenlinie. Wie 
dem auch sei, jedesfalls nehmen wir in jeder der genannten bei- 
den Seitenflächen einen mit der untern Grundfläche gemeinschaft- 
lichen Punkt an und verbinden diese Punkte durch eine gerade 
Linie, von welcher wir denn nach den beiden Endpunkten der 
oheren Kante Schnitte führen. Das Spenoid wird hierdurch in 
zwei aufrecht stehende Pyramiden und ein Disphenium zerlegt. 
Ist jedoch die untere Kante des Dispheniums eine Seitenlinie der 
früheren untern Grundfläche, so erhalten wir ausser dem Disphe- 
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nium nur eine aufrecht stehende Pyramide. Unser Beweis wird 
beendigt sein, wenn noch gezeigt ist, dass alle Dispbenicn als 
Summen und Differenzen von Prismen und Pyramiden derselben 
Höhe gelten dürfen. Um dieses zu zeigen, fassen wir irgend eine 
Kante des Dispheniums, welche eine obere Ecke desselben mit 
einer unteren verbindet, ins Auge und legen mit ihr durch die 
beiden noch übrigen Ecken des Körpers Parallelen. Werden Ebe- 
nen durch je zwei dieser Parallelen gelegt, so begrenzen diesel- 
ben in Verbindung mit den die Höbe des Dispheniums zwischen 
sich fassenden parallelen Ebenen ein Prisma, welches ausser dem 
Disphcnium noch aus einer aufrechten und einer verkehrten Py- 
ramide besteht. 

Nachdem so der über die Prismatoide aufgestellte Satz voll- 
ständig erwiesen ist, wird weiter klar, dass, wenn es gelingt die 
Inhaltsbercchnung eines Prismas und einer Pyramide durch die- 
selbe Formel zu bewirken, in welcher die Höhe ein Factor ist, 
Summen und Differenzen der mit gewissen Coefficienten zu ver- 
sehenden Grundflächen und diesen parallelen Durchschnitte aber 
der andere Factor, wobei eine Grundfläche der Pyramiden =0 
zu nehmen sein würde, und wobei es ausserdem noch einerlei 
sein müsste, ob man die Pyramiden als aufrecht oder als verkehrt 
stehend denkt, eine solche Formel sofort auch zur Inhaltsberech- 
nung eines Prismatoids geschickt sein müsse. Formeln dieser 
Art giebt es aber, wie alsbald erhellen wird, unzählig viele; es 
handelt sich nur darum die einfachsten auszulesen. Da drängt 
sich nun natürlich zunächst die Frage auf, ob nicht etwa ein ein- 
ziger Schnitt in der richtigen Höhe gemacht schon ohne die Grund- 
flächen ausreichend sein könne. Ein solcher Schnitt muss wegen 
des Prismas den Coefficienten 1 haben. Nun lässt sich allerdings 
auch bei der Pyramide ein Schnitt finden, der einfach mit der 
Höhe multiplicirt den Inhalt der Pyramide gibt; es ist der, wel- 
cher die Höhe in dem Verhältniss 1 + V3:2, das kleinere Stück 
Dach unten genommen, theilt. Da ein solcher indessen nicht durch 
die Mitte der Höhe geht, so passt er nicht zugleich auf verkehrt 
stehende Pyramiden. Weiss man daher von Prismatoiden , dass 
sie sich aus Prismen und nur aufrecht stehenden Pyramiden durch 
Addition und Subtraction bilden lassen, so kann man ihren Kör- 
perinhalt allerdings dadurch finden, dass mau die Höbe derselben 
mit der bezeichneten Durchschnittsfläche multiplicirt. Prismatoide 
dieser Art gibt es auch ; man erhält solche zum Beispiel, wenn 
man bei einem gewöhnlichen Prisma Schnitte von Ecken der 
oberen Grundfläche nach passenden Diagonalen oder anderen Li- 
nien der unteren Grundfläche führt. Umgekehrt kann man aber 
daraus, dass eine Durchschnittsfläche, welche die Höbe eines 
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Prismatoids in dem oben angegebenen Verhiiltniss theilt, mit 
letzterer multiplicirt, den anderweitig bekannten Körperinhalt nicht 
liefert, den Schluss ziehen, dass sich das vorliegende Prisma- 
toid auf keinerlei Weise aus Prismen und bloss aufrecht stehen- 
den Pyramiden durch Addition und Subtraction bilden lasse, dass 
vielmehr auch verkehrt stehende Pyramiden mitwirken müssen. 

Zwei Schnitte in gleichen Abständen von der Mitte der Höhe 
genügen jedoch nebst letzterer auch ohne die Grundflächen zur 
Berechnung eines jeden Prismatoides. Die Coefficientcn dersel- 
ben müssen gleich sein, damit die Umdrehung des Körpers keine 
Störung verursache, und folglich des Prismas wegen jeder = j. 
Nehmen wir nun an, die Schnitte durch die Pyramiden seien 
in den Höben A( £ — x) und gemacht, so haben wir die 

Gleichung: 

4(i+*) 2 + i(i-*) a =i, 

aus welcher sich x = lVl ergibt. Dass die beiden Grundflächen 
neben der in allen Fällen als Factor beizubehaltenden Höhe nicht 
genügen, folgt daraus, dass der Werth x = i mit der eben auf- 
gestellten Gleichung unverträglich ist. 

Will man aber, um das Prismatoid P zu berechnen, die bei- 
den Grundflächen A und B nebst dem Durchschnitte C io der 
Mitte der Höhe anwenden und 

P = A(aA + ßC + aB) 

setzen, so hat man wegen des Prismas 2a-f(S = l und wegen der 
Pyramiden a-f-J|S = l. Hieraus ergibt sich a = J, /? = }, wie 
bereits von Wittstein auf anderem Wege gefunden worden ist. 

Berücksichtigt man ausser den beiden Grundflächen A und B 
noch zwei Schnitte C und D, so dass jede dieser vier Figuren 
von der nächsten um i der Höbe entfernt ist, so hat man 

P = A(aA + ßC+ ßD + aB), 

ferner des Prismas wegen 2a = l und der Pyramiden wegen 
“ + äP+*0 = i» »voraus a=i, ß = { folgt. 

Wollte man io der Gleichung 

P = A(aA + ßC-tßD + aB) 

C und D Schnitte in den Höhen A(i — aj und AfJ-far) bedeuten 
lassen und zugleich ct = ß — l setzen, so hätte maD : 
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woraus sich x = V — t'i ergeben würde. Eine solche Bedingung 
ist demnach nicht zu befriedigen. 

Setzt man aber 


P=fi(aC+ßE + aD), 

wo E einen Schnitt durch die Mitte der Höhe bedeuten soll, und 
nimmt a = ß = i, so ist 

i« + *)® + *.i + l(i-*)® = *, 
x = Vi- 

Soll die Berechnung des Prismatoids durch Benutzung von 
vier Schnitten mit gleichen Coeflicienten in den Höhen 
und erfolgen, so hat man 

i(i + 2**) + i(i+2 v *) = i, 

x I + y*=l. 

Bei fünf Schnitten mit gleichen Coeflicienten erhält man die 
Bedingungsgleicbung 

= »V 

Die Annahme von sechs Schnitten mit gleichen Coeflicienten 
würde die Bedingungsgleichung 

+ J® + ** = i 

liefern. 

Man übersieht leicht, dass je grösser man die Anzahl der 
Schnitte, die Grundflächen auch als solche betrachtend, nimmt, 
desto mehr willkührlich aufgestellte Bedingungen hinsichtlich der 
CoefBcienten und der Abstände der Schnitte befriedigt werden 
können, und dass unser Gegenstand geeignet ist, eine Menge in- 
teressanter Aufgaben zur Lehre von den unbestimmten Gleichun- 
gen des ersten und zweiten Grades zu liefern. 


Tlieil XXXIX. 


1 
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VII. 

Ueber die Zerlegung der Function 
ax 1 + bxy + cy 1 -f dx + ey -f f 
in zwei lineare Factoren. 

Von 

dem Herausgeber. 


Die Zerlegung der Function 

ax % + bxy -f cy l \dx -f ey + f 

in zwei Factoren des ersten Grades oder zwei sogenannte lineare 
Factoren, welche für viele Untersuchungen von grosser Wichtig- 
keit ist, ist nach meiner Meinung noch nicht mit solcher Allge- 
meinheit und Schärfe, namentlich noch nicht mit so vollständiger 
Berücksichtigung aller möglichen Fälle behandelt worden, wie es 
wünschenswerth ist, weshalb ich im Folgenden eine genügendere 
Behandlung dieses Gegenstandes zu geben versuchen werde. 

I. 

Wenn die Gleichung 

1 ) 

aar 3 + 6ary + cj*+<fx + ey + /"= (px+ qy+r)(p'x+q'y+r'), 
also die Gleichung 

2) ax* + bxy + cy* + dx + ey+f 

= pp' x % + (qp‘ + pq‘)xy + qq'y 4 + ( rp' + pr') x + ( rq' + qr')y + rr'. 
identisch erfüllt sein soll, so müssen die Gleichungen 


Digitized by Google 



tay+eji'+dr-f ey-f f in zwei lineare Facioren. 99 

( a = pp', b = qp' -f pq' > c = qq'; 
ld = rp' + pr', e = rq'+qr', f s=rr' 

erfüllt sein. Nimmt man aber diese sechs Gleichungen als erfüllt 
an, so lassen sich daraus gewisse Gleichungen zwischen den Coef- 
ficienten a, b, c, d, e, f ableiten, welche also als Bedingungs- 
gleichungen zu betrachten sein werden, denen die Coefficienteo 
o, 6, c, d, t,f nothwendig genügen müssen, wenn es überhaupt 
möglich sein soll, die Grössen p, q, r; p ' , q' , r' so zu bestim- 
men, dass die Gleichungen 3) erfüllt werden; die Gleichung 1) 
oder 2) sich also identisch erfüllt zeigt. Diese Bedingungsglei- 
chungen wollen wir daher jetzt zunächst aus den Gleichungen 3) 
ableiten. 

Aus den beiden Gleichungen 

d = rp' + pr ' , 
e = ry' + qr' 

ergiebt sich sogleich : 

dq — ep = r(qp'—pq'), 
ep'—dq'=r'(qp'-pq')i 
also durch Multiplication : 

(dq — ep) ( ep'—dq ') = rr' ( qp ' — pq ')*, 
und folglich durch Auflösung des Products auf der linken Seite: 
de(qp' +pq') — e*}>p' — d*qq' = rr'(f/i>'—pq')*, 
woraus sich wegen der Gleichungen 

a — PP' > t> — qp'+pq', c = qq ' , f=rr' 
die Gleichung 

bde — ae * — cd 1 — f(qp' — pq') 1 
ergiebt. Nun ist aber : 

(qp' — pq ')* = (qp 1 + pq')*—ipp'qq‘, 
also wegen der vorstehenden Gleichungen : 

(qp' — pq')* — b* — 4ac, 
folglich nach dem Obigen : 

4) bde — ae* — ctP=(b * — 4 ac)f 
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oder: 

5) bde — ae 2 + (A* — 4 ac)f-+ cd*. 


Aus dieser Gleichung lassen sich andere ableiten. 

Es ist nämlich, wie man durch einfach» Multiplication so- 
gleich übersieht: 

(A* — 4ac) ( d 2 —iaf ) — A l rf* — 4acrf® — Aaf(b 2 — 4oc), 

(6* — 4ac) (e* — 4 cf) = A®e* — 4ace* — 4 cf(b* — 4oc) ; 
also nach 4): 

(A®— 4oc) (rf* - 4 a/') = A*rf* — Aabde + 4a*c®, 

(A* — 4ac)(e® — 4 cf) =A®e® — Abcde +4c*rf*; 
folglich offenbar: 

( (A® — 4 ac)(rf* — Aaf) = (bd — ‘2ae )*, 

> (A® — 4ac) (e® — 4 cf) = (Ae — < 2cd) 2 . 

Hieraus folgt: 

(A* — 4ac) (rf® — Auf) (e® - Acf) = (c* — Acf) (bd — 2ae)* , 

(A® - 4ac) (rf* — Aaf) (e* - Acf) = (rf* - Aaf) (Ae — 2crf)® ; 

also : 

7). . . (rf® — Aaf)(be — 2 crf)* = (e* — Acf) (bd — 2ae)*. 

Alle diese Gleichungen zw ischen den Coefficienten a, b, c, rf, e, f 
werden wir nun im Folgenden als erfüllt voraussetzen. 

Wenn die Gleichung 

(A* — 4ac)(rf* — Aaf) = (Arf — 2ae)® 
erfüllt ist oder als erfüllt vorausgesetzt wird, so ist, weil 
(A® — 4ac) (rf* — Aaf) = A*rf* — Aacd* — Aaf(b * — 4ac) , 

(Arf — 2ae)® = A*rf ® — Aabde + 4a*e® 

ist, offenbar: 

acrf* + uf(b * — 4ac) = abde — a*e * , 

also : 

abde = a\ ae 2 + (A* — Aac)f+ cd * i , 

und folglich, wenn a nicht verschwindet, unter der gemachten 
Voraussetzung: 
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bde ~ ae * -|- (6* — 4 ac)f + cd?. 

Wenn die Gleichung 

(6* — 4 ac) (e* — 4 cf) — (be — 2 cd)* 
erfüllt ist, oder als erfüllt vorausgesetzt wird; so ist, weil 
(A* — 4ac) (e % — 4 cf) = A*e* — 4ace* — icf(b % — 4 ac ) , 

(be, — 2c</)* — A*e* — 4 bcde + 4c*tf* 

ist, offenbar : 

ace * + cf(b* — iac) = bcde — c*d?, 

also : 

bcde = c | ae* -f (A* — 4 ac)f -{■ cd? I , 

und folglich, wenn c nicht verschwindet, unter der gemachten 
Voraussetzung: 

bd e = ae 1 + (6* — 4oc) f \ cd?. 

Wenn also a nicht verschwindet, so kann man, wenn die 
Gleichung 

(A* — 4 ac) (d* — 4 af) — (bd — 2ae)* 
erfüllt ist, immer schliessen, dass auch die Gleichung 
bde = ae* + (6* — \ac)f + cd? 

erfüllt ist. 

Wenn c nicht verschwindet, so kann man, wenn die Gleichung 
(6*— 4ac) (e*— 4 cf) = (be— 2cd)* 
erfüllt ist, immer schliessen, dass auch die Gleichung 
bde = ae * + (A* — 4 ac)f+ cd * 

erfüllt ist 

Für a = 0 geht die Gleichung 

(6* — 4ac) (d? — iaf) = (bd — 2ae)* 
in die identische Gleichung 

A*d* = bU* 

über; und für c = 0 geht die Gleichung 

(6*— 4ac) (e* — 4 cf) = (Ae — 2crf)* 
in die identische Gleichung 
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t b 2 e 2 = 


II. 


Aus den drei Gleichungen 

a —pp'< b = qp' + P’l ' , c — qq' 

folgt : 

cp 2 —bpq + aq 2 = p 2 qq' — pq(qp'-\rpq') + q 2 pp' , 
cp' 2 - bp'q' + aq'* = p' 2 qq' — p'q' ( qp ' + pq') + q'*pp ' ; 

also: 

l cp 2 —bpq -f- aq 2 =0, 

8) 1 cp' 2 — bp'q' + aq- 2 = 0. 

Aus den drei Gleichungen 

a — PP ' > d — rp'^pr', f=rr' 

folgt: 

ar 2 — dpr -f- fp 2 = r^pp' — pr (rp‘ + pr') + phr' , 
ar' 2 — dp'r' + fp' 2 — r ,2 pp'-p'r' (rp'+pr 1 ) f p'hr ' ; 

also : 

i ar 2 — dpr -f fp 2 =0, 

9) J 

' ar 12 — dp'r' -f- fp' 2 — 0. 

Aus den drei Gleichungen 

c—qq' , e = rq' + qr' , f— rr' 

folgt: 

er 2 — eqr + fr/ 2 — r 2 qq' — qr (rq 1 + qr') + qh-r' , 
er' 2 — eq'r' + fq' 2 = r' 2 qq' — q'r' ( rq' + qr') + q'hr ' ; 


also: 

10 ) 


I er 2 —eqr -f fq 2 =0, 
< cr' 2 — eq'r'-t-fq' 2 = 0. 


■II. 

Wenn nun n nicht verschwindet, so haben wir zur Bestim- 
mung von 
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9 

" J 

P 


9 j r r 

7 UDQ ” » i 

p p p 


nach 8) und 9) die folgenden Gleichungen: 


-^.2 + ^ = 0 , 
a p a 


(ff 

Cö-i*-:-» 


und : 


(ff 


-*. r - + £ = o, 

a p n 


(')'_* '+£ =0 . 

\P / a p' a 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt: 


q _ 6 ± 6* — 4ac q' 6 + V 6* — 4 nc , 

p ~~ 2a p' 2a ’ 

weil nun aber nach dem Obigen 

? 9' 99' _ £ 

P ‘ P' PP' a 

sein muss, so muss man offenbar mit Beziehung der oberen und 
unteren Zeichen auf einander setzen : 

, , ^ g bi: V 6®— 4ac q‘ b + Sf b % — 4ac 

‘ ‘ p~ ’ p‘ ~ 2a 


Aus den beiden letzten der vier obigen Gleichungen folgt : 

r d+V>— ~\af r' rf-J- Vd*-4a/\ 
p~ 2a ’ p' 2a ’ 


weil aber bekanntlich 


r W jV _ f 

P P' ~ PP' ~ « 


sein muss, so muss man offenbar mit Beziehung der oberen und 
unteren Zeichen auf einander setzen : 


12) . . 


r d±Vd*-4af 
p~ 2a 


T' _ d^\r,P—4gf 
p' ~ 2a 


In I. haben wir die Gleichungen 

dq — ep — r(qpf — pq'), ep' - dq‘ = r'(qp‘—pq') 
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gefunden, aus denen sich sogleich 

d l -e=p P ' r -(l-±) = a r -( , '-*\ 

p rr p \p p'J p \p p 7 

p ^ P\P pJ p \p p j 

ergiebt. 

Setzt man nun mit Beziehung der oberen and unteren Zeichen 
in den vier folgenden Gleichungen auf einander : 

q b ± b* — 4ac £' b^ V 6* — 4oc . 

p ~ 2a ’ P‘~ "2a 

r d £ \fd*~- iaf r- _ rfTV6»^4Öc . 
p~ 2a p' 2a 


so ist: 


folglich : 


q — q -.= ± 

PP 


V6*— 4ac ‘ 


oder 


r Z? d± V d* — iaf V 6* — 4ac 

°pVp~p7 = ± 2 ; — 

2a 2 - (- — O = V~ »*—4 ac. V <P—iaf± d iTW^hTc ; 

p\p p/ 


P\P P 
ferner ist: 


oder: 


,q bd — 2ae + d VS*— -4inc 

d - — e — j 5 

v 2a 


2a(d q --e)=bd-2ae±d\Tb*-4ac, 


und folglich, weil nach dem Obigen 

2a(d q -e) = 2a- r C > -^) 
P pvp PV 


ist: 


yTb*^—iac. \T tP—4af±d V 6® — 4ac = bd — 2ae £ d V^6*— 4nc, 
also : 

V 6* - 4ac . Vd* - iaf =zbd — 2a e. 
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Nach 6) ist bekanntlich : 

(6* — 4 ac) (d 2 — 4 af) = (bd — 2ae)® 

oder 

(4ac — 6*) (4 af— d*) = (bd - 2ae)*, 

und wenn also bd — 2ae nicht verschwindet, so haben 6* — 4«c 
und cP — Aaf gleiche Vorzeichen. Sind nun 6® — 4ac und d * — 4 af 
beide positiv, so kann die Gleichung 

V6* — 4«c.V d * — 4 af — bd — 2ac 

nur dann existiren, wenn bd — 2 ae positiv ist. Sind dagegen 
6* — 4 ac und <P — 4af beide negativ, so kann die Gleichung 

V" b* — 4ac.y/ d*—4af e=bd—2ae, 

nämlich die Gleichung 

V 4ae — 6® . V— 1 . V'jk/’-ä®. V~1 = bd-2ae, 

oder 

— \fiac — P.V" 4af—(P = bd — ^ae, 

•der 

V"4ac — b*. Sflaf — d 1 = — (6rf — 2ae), 

nur dann existiren, wenn bd — 2ae negativ ist. Die vier Glei- 
chungen, von denen wir ausgingen, sind also, unter der Voraus- 
setzung, dass bd — 2 ae nicht verschwindet, nur dann zulässig, 
wenn die Grössen 

bd — 2ae, b 2 — 4ac, (P—iaf 

gleiche Vorzeichen haben. 

Setzt man mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen in 
den vier folgenden Gleichungen auf einander: 

q _ b + b 2 — 4 ac q' _ 6 T V^6® — 4nc 

p~ 2o ’ p'~ 2a ’ 

t _d + r* _d± Vd*^4Ö/\ 

p 2 a ’ P‘~ in ’ 

so ist : 

q _ £ _ 4a c 

p p'~~ a 

folglich : 
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r (q q'\ d-f Vd* — 4 af A • — 4 ac 

a Ap~Jy) =± 2 ä — 

oder: 

‘Ja® / j(’— p-) = ~ VA*— 4ac . V d® — 4a/ ± d V" 6*-4ac ; 


ferner ist: 


oder : 


d? 


Ad — 2ae4:d V 6® — 4ac 
2a 



e) = 6d — 2ae ± d V 6* — 4ac> 


und folglich, weil nach dem Obigen 


V P P\P PS 

ist: 

— V 6* — 4ac. V d® — 4a/‘+dV r 6 * — Aac = b(l — ‘Jae + d V 6* — 4ac. 


also : 

V" 6® — 4ac. V d® — 4a/ = — (Ad — 2ae). 

Nach 6) ist bekanntlich: 

(A®— 4ac)(d*-4a/) = (Ad— 2ae)* 

oder 

(4ac — 6®) (4a/- d*) = (bd - 2 ae)«, 

und wenn also Ad — 2ae nicht verschwindet, so haben 6* — 4ac 
und d* — 4 af gleiche Vorzeichen. Sind nun A* — 4ac und 
c i* — 4 af beide positiv, so kann die Gleichung 

V6*--4äc . V<P—Aaf = — (bd — 2 ae) 

nur dann existiren, wenn Ad — 2ac negativ ist. Sind dagegen 
ffl—i ac und d* — 4a/ beide negativ, so kann die Gleichung 

VÄ* — 4ac. V d® — 4 af— — (bd — 2ae), 

nämlich die Gleichung 

V4öc— Ä® . V=1 . Vlö/^d® . = - (Ad— 2ae) , 

oder 

— VT^d® = - (Ad - 2ac) , 
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* 

oder 

V 4oc — A*.V~ \af — tP — bd — 2 ac 

nur dann existiren, wenn bd — 2ac positiv ist. Die vier Gleichun- 
gen, von denen wir ausgingen, sind also, unter der Voraussetzung, 
dass bd — 2ae nicht verschwindet, nur dann zulässig, wenn die 
Grössen 

bd — 2 ae, 6* — 4ac, (P — 4a/' 


nicht sämmtlich gleiche Vorzeichen haben. 

Wenn also bd — 2 ae nicht verschwindet, so muss man mit 
Beziehung der oberen und unteren Vorzeichen auf einander 


13) 


oder 


J 


q h + 'yf b' 1 — 4ac q' b ^ V" 6*— 4ac 


2a 


P'' 


13*) 


i r d± \f <P — Aaf r' d+Vd^—Aaf 

' p ‘2a p' 2a 


q_ b + V* b* — 4 qc q 6* — 4 ac . 

p 2a ’ p' 2a ’ 


r d + ^tP—W r‘ d±\Td^-iaf 
p 2a p' 2a 

setzen, jenachdem die Grössen 

bd — 2ae, 6® — 4ac, d* — Aaf 


sämmtlich gleiche Vorzeichen oder nicht sämmtlich gleiche Vor 
Zeichen haben. 


Wenn bd — 2ae=0 ist, so muss wegen der bekannten Gleichung 
(6® — 4ac) (iP — Aaf)—{bd — 2ae)* 
immer mindestens eine der beiden Grössen 


6® — 4ac und <P — 4 af 


verschwinden. Wenn nun 6* — 4oc = 0 ist, so ist nach dem 
Obigen : 

( 1 _ A £ _ 1 . 

1 p 2a’ p' 2a' 

J4) . . < 

I r d± t f d*— Aaf r> djVd^—Aaf, 

\ p 2a p‘ 2a ’ 
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und wenn iP — Aaf =0 ist, so ist: 

q b-iz^b^ — Aac q' fc + Vfi* — 4ac , 

p = Ta ’ p'~ T ’ 


15) 


r d r' d_ 

p 2a ’ p' 2a ’ 


also in keinem dieser beiden Fälle noch eiue Zweideutigkeit vor- 
handen. 

Der Fall, wenn 6* — 4ac = 0 und (P — 4af= 0 ist, erledigt 
sich hiermit von selbst. 

Man kann noch andere Ausdrücke für 
r r‘ 

P’ P‘ 

linden. Nach dem Obigen ist nämlich : 


d- — e = a r -(~ — — , V 

P P\P PJ 

p‘ p’\p p')' 


weil nun, wie wir scbon wissen: 


ist. so ist; 


q 6 ± V 6*— 4ac qf_ l> T V& 1 — 4ac 

p ~ 2Ö ’ p‘ 2a 

q bd — 2ac ± d V b % — 4 ac 

d - — e= ■ 


p 2a 

bd—iaeTd^b^läc 

Ta 


e — d—,= — 
P 


und 


"C-pO = ±v ^ < " 1 

also nach dem Vorhergehenden: 

r .rrz. — 7 — . bd— 2ae±dV6 5 — 4ac 

p \Tb*-iac = ± 2a ' 

r' r _bd—Te + dyTb t —4ac 

^6*-4ac = + ^ — 5 

folglich, wenn 
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6*-4nc^ 0 

ist: 

r _ ^ 6d — 2ae id V 6*— 4ac 
P~~ 2« ’ 

r' _ _ 6</ — 2ae : frf'V r 6* — 4«c 
F~ + 2aV6*^4ac‘ 

Man hat also die vier Formeln: 

q b i \T b* — 4ae gr' 6 T V^* — 4ac . 

/> 2a ’ p“ 2n 

r x 6rf — 2ae 4 rl V" 6 2 — 4or 

P~~ ia>TW^i(tc ’ 

V _. bd — 2ae 4 d \ r b' L — 4nc , 

P‘ ~ h 2n 

in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf einander be- 
ziehen, die aber nur unter der Voraussetzung 

6* — 4ac ^ 0 

gültig sind. 

Wenn 6*— 4ac = 0 ist, hat man die keine Zweideutigkeit 
lassenden Formeln 14) anzuwenden. 



IV. 


Wenn c nicht verschwindet, so haben wir zur Bestimmung von 

pp" , r f 
-i und — j — 

9 9 9 9 

nach 8) und 10) die folgenden Gleichungen : 


o, 

V}/ c g n c 

(£)•_*.£+?= o 

V«V C & c 


und : 


©’ 


?. r - + 'U, 

c q c 
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Ans den beiden ersten Gleichungen folgt: 

p — ••!«<? p‘ 6 + V 6* — 4ac 

q~~ _ , 2c ” ’ 

»eil nun aber nach dem Obigen 

P PL — PPl _ ? 

V ' ?' c 

sein muss, so muss man offenbar mit Beziehung der oberen und 
unteren Zeichen auf einander setzen:. 

p bJ^^Tb ' 1 — 4 ac p' — 4nr 

1") • • • 2c ’ q'~ ~Tc 

Aus den beiden letzten der vier obigen Gleichungen-'folgt: 

i 

r e + V c 1 — 4 cf r“ eJzV e * — 4 cf, 

q~ 2c ’ 2c 

weil aber bekanntlich 

r r ' iY_ _ f 

9 ‘ 9' ~ 99' ~ c 

sein muss, so muss man offenbar mit Beziehung der oberen und 
unteren Zeichen auf einander setzen : 


r CitVe*— 4 cf r‘ e^V^c* — 4c/ 

18) ... - - — 2c 

In I. haben wir die Gleichungen 

dr/ — cp — r(qp'—pt/ r ), 
ep‘—dq'=r‘ (qp‘-pq') 
gefunden, aus denen sich sogleich 

. .P-„n‘ r (Pl V\ — S-(PL P\ 

q q < q\q‘ q) 9 V 9 ' q)’ 

e P;-d = qq^(K- P )=c r -,(K- P ) 

q‘ q \9 9/ 9 \9 9 / 

ergiebt. 

Setzt man nun mit Beziehung der oberen und unteren Zei- 
chen in den vier folgenden Gleichungen auf einander: 
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P_ 

6 rfc V 6* — 4nc p' 6TV6®— 4oc 


9 

2c ' q’~ 2c 


r 

e 4 V c® — 4c/ r* eT^e 1 - 4c/ - . 


9 

2c ’ q' 2c 

so ist : 



p' p V 6* — 4ac 

folglich : 


c~( 

9 V 

’p‘ p\ _c+ Vc* — 4 cf V 6® — 4oc 

.9' q)~ + 2 • c 

oder: 

2c* -( 
9 ' 

^9' 

= - V'6*-4ac.^c*-4c/-TeV6* 

ferner ist 

d 

p — (6e — 2 cd) f«V 6® — 4 ac 


q 2c 


oder : 

2c(d— e^)=— (6e— 2 cd) T c V"6*— ~4«c , 
and folglich, weil nach dem Obigen 

‘lc(d-e P -)=W T (K- T, ) 

9 9\9 9 / 

ist: 

— V 6*— 4ac . V e*— 4 cf | e V 6*— 4<ic= — (be—Scd) f eV"Ä® — 4 ac, 
also : 

V 6* — 4ac . V e*— 4 cf =be — 2 cd. 

Nach 6) ist bekanntlich : 

(6® — 4ae) (e® — 4 cf) = (be — 2cd)* 

oder 

( 4 «jc — 6 ®) (4 cf — c») = (be — 2 cd ) 3 , 

und wenn also be — 2 cd nicht verschwindet, so halten 6® — 4 ac 
und e® — 4 cf gleiche Vorzeichen. Sind nun 6* — 4«c und <>* — 4 cf 
beide positiv, so kann die Gleichung 
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nur dann exiatiren , wenn be — 2ed positiv ist. Sind dagegen 
6* — 4uc und e 2 — 4 cf beide negativ, so kann die Gleichung 

V 6* — 4 ac.V" e* — 4 cf = be — 2 cd, 

nämlich die Gleichung 

4ac — b*. V~l . Vlc/^e 2 . V“l =be- 2 cd, 

oder 

— V 4ac — 6 2 . V 4 cf — e* = be — 2cd, 

oder 

Vinc—b*. V4 cf—e* =—(be- 2 cd), 

nur dann existiren, wenn be — 2cd negativ ist. Die vier Glei- 
chungen, von denen wir ausgingen, sind also, unter der Voraus- 
setzung, dass be — 2 cd nicht verschwindet, nur dann zulässig, 
wenn die Grössen 

be — 2 cd, 6 2 — 4ac, e* — 4c/ 
gleiche Vorzeichen haben. 

Setzt man mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen in 
den vier folgenden Gleichungen auf einander: 

p b ± V 6 2 — 4ac p' ftTV^A 2 — 4ac . 

q ~ 2c q‘ 2c 

r _ V* e 2 — 4 cf _ e + c 2 — 4c/'. 

q ~ 2c ’ q'~ 2c ’ 

so ist: 

p' p V 6* — 4nc 

« ~ f 9 

9 9 c 

folglich : 

r fp‘ p\ _ef V e 2 — 4c/ \f b* — 4ac 

c ilrr T 2 ; 

oder: 

2c* - (^-7 — ^ = V'Ä* — 4nc. V e 1 — icf ^ e 6 2 — 4ac » 

9 V9 9/ 

ferner ist: 

p — (be — 2cd) T e V 6 2 — 4ac 

fl ^ ~ ’ n " 

o 2c 
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2 c(d — e^) = — (be — 2 cd) T e V&*—4ac » 


und folglich, »eil nach dem Obigen 




Sf b'—iac.Vc'-lcf^ e V b'—Aac~— (be — 2crf) T e V"P^4oc, 
also : 

V 6*— ioc.Ve® — 4cfsa — (6e—2cd). 

Nach 6) ist bekanntlich 

(b* — 4ac)(e a — 4 cf) — (be — 2 cd)* 

oder 

(4ac — 6*) (4 cf— e*) = (be— 2 cd) a , 

und »venn also 6e — 2cd nicht verschwindet, so haben 6* — 4oc 
und e* — 4t/ gleiche Vorzeichen. Siod nun 6* — 4ac und e a — 4 cf 
beide positiv, so kann die Gleichung 

V 6* — 4ac.V e* — icf— — (be — icd.) 

nur dann existiren, wenn be — 2cd negativ ist. Sind dagegen 
6* — 4uc und e* — icf beide negativ, so kann die Gleichung 

V 6* — 4uc . V e a — 4 cf = — (be — 2 cd), 
nimlicb die Gleichung 

V4 ac—b*. V^T. Vicf—t i». V^—l ss — (be - l 2cd ) , 

oder 

— V 4oc — 6*.V^ 4c/ — C*= — (bt~%cd ) , 


V 4ac — A 2 . \ficf — c* = 6e — 2cd, 

nur dann existiren, wenn 6e — 2ed positiv ist. Die vier Gleichun- 
gen, von denen wir ausgingen, sind also, unter der Voraussetzung, 
dass be — 2c<f nicht verschwindet, nur dann zulässig, wenn die 
Grössen 

be — 2cd, 6* — 4ac, e* — 4 cf 
nicht sämmtlich gleiche Vorzeichen haben. 

Thcil XXXIX. 8 
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Wenn also be — 'icd nicht verschwindet, so muss man mit 
Beziehung der oberen und unteren Vorzeichen auf einander 

pt_ 6 T W — 4ac 

2c 1 

r‘ e^V e* — 4 cf 

_ _ 2c 

p' 6 + V b* — 4ac _ 
q‘~ 2 3 J 

r' e + V e* — 4t/ 

2c 

6« — 2cd, 6* — 4«c, e' — icf 

sämmtlich gleiche Vorzeichen oder nicht sämmtlich gleiche Vor- 
zeichen haben. 

Wenn 6«— 2cd=0 ist, so muss wegen der bekannten Gleichung 
( b * — 4ac) (e* — 4 cf) = (be — 2 cd)* 
immer mindestens eine der beiden Grössen 


19) 


oder 


19*). 


p 6± V" 6* — 4ac 

q~ 2c ' 

r e± V e* — 4 cf 

q~ 2c ’ 


p b ± V 6* — 4ac 

y 2c ’ 

r e* — icf 

q~ 2c ~ ’ 

setzen, jenachdem die Grössen 


6* — 4ac und e* — 4 cf 

verschwinden. Wenn nun 6* — 4ac=0 ist, so ist nach dem Obigen: 

p _ b p‘ b 

q 2c’ q‘ 2c ’ 

r e ± Ve* — 4 cf r‘ _ e^f- Ve* — 4c/ - 

9 — 2c ’ 2c 1 

und wenn e* — icf = 0 ist, so ist: 



21 ) . . 



b Jk V~6* — 4oc 
2c ' 


r e 


2c' 


p‘ _ b + Vb*—iac . 
q' ~ 2c ’ 

r‘ e . 

2c’ 


also in keinem dieser beiden Fälle noch eine Zweideutigkeit vor- 
handen. 


Der Fall, wenn 6® — iac = 0 und e* — icf — 0 ist, erledigt 
sich hiemit von selbst. 
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Man kann noch andere Ausdrücke fiir 

r r' 

<7 ’ Q' 

finden. Nach dem Obigen ist nämlich : 



weil nun, wie wir schon wissen: 

p _ b jb VT a — 4 nc p^ _ 6T V b* —Aac 

q~ 2c ’ q' 2 c 


ist, so ist: 


d — e 


p 6e — 2cti±e V b* — 4ac 

o 2c 


p' , be — 2 cd f eV 6* — 4ae 

6 — — — fl— jj- 

V' 2c 


und 


C ($"l) =:FV ^ 4aC; 

also nach dem Vorhergehenden: 


r Arrs — ; — . be — 2 cd + e V 6* — 4ac 

— Vfi®— -4ac=i 23 ' 

r' /• 7 = — 3 — fie— 2cdTeV"6*— 4ac, 

^ V 6* 4ac=T ge 


folglich, wenn 

6*-4oc ^0 
ist : 

r _ j^be — 2 cd±eV"6 a — 4ac 
9 -± ~2cV>— 4ac 

r^_ _ 6e — 2crf T e 6*— 4a c 
9'“ + - 2c V'b'^Tac 

Man hat also die vier Formeln: 
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p b±\fb t — ine p' 6TV"6® — 4ae 

q 2c q' 2c 

r ^be — 2cd + eV r 6® — 4oc 

2cVfl»— Tnc 7 ’ 

r‘ __be—icd -F e_\Tb*—\ac . 

9' “ + 2c V 6® — 4nc ’ 

in denen die oberen und unteren Zeichen eich auf einander be- 
ziehen, die aber nur unter der Voraussetzung 

6® — 4ac ^ 0 

gültig sind. 

Wenn 6® — 4ac = 0 ist, hat man die keine Zweideutigkeit 
lassenden Formeln 20) anzuwenden. 



V. 


Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln reichen völlig aus, 
wenn a und c nicht zugleich verschwinden. Verschwinden aber 
a und c beide, und hat also die Grösse 


ax* + bxy + cy® + dz + ey + / 

die Form 

bxy + dx + ey + f, 

so wollen wir zuerst annehmen, dass b nicht verschwinde. Da 
wir nun, weil a und c beide verschwinden, die Gleichungen 


pp' — 0, qq'=0 


haben, so kann rücksichtlich der Grössen p, p ’ ; q, q' nur eine 
der vier folgenden Combinationen Statt finden : 


p = 0, 9 =0; p=z 0, )/' = 0; p' = 0, q — 0; p' — O, q' — Q. 
Wegen der Gleichung 

b = qp'+pq' 

würden aber die Combinationen p — 0, 7 = 0 und p'=0, q'=0 
auf 6 = 0 führen, was der Voraussetzung widerstreitet. Also blei- 
ben nur die Combinationen 


p — 0, q' =0 oder p' — O, q =0. 
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Im ersten Falle bat man die Gleichungen: 

6 = 9 p', d *r rp ' , e = qr' , f—rr'; 
aus denen sich 



ergiebt. Hieraus folgt durch Multiplication, wie es sein muss: 
rr' de bf f 

qp' -&~p - b' 

weil nämlich wegen der vorausgesetzten Gleichung 
bde = ae a -f (ft* — 4 ac)f -f ctP 
im vorliegenden Falle bde — b^f, also dez=bf ist. 

Im zweiten Falle hat man die Gleichungen: 

b=pq‘ , d—pr', e=rq' , f=rr'; 


aus denen sieb 



ergiebt. Hieraus folgt durch Multiplication, wie es sein muss: 

rr' _ de _ bf f 

pq' ~ 6* “ ft* - ft’ 

weil nämlich, wie oben, im vorliegenden Falle de — bf ist. 
Wäre endlich zugleich 

a = 0, 6 = 0, c = 0; 

so hätte die Grüsse 

ax * + bxy + cy* + dx+ey + f 

die Form 

dx + ey + f, 

und wäre also selbst eine lineare Function, weshalb also natür 
lieh von einer Zerlegung dieser Function io zwei lineare Functio- 
nen nicht die Rede sein kann, und daher über diesen Fall nichts 
weiter zu sagen ist. 


VI. 

Man kann noch verschiedene andere Formeln und Relatio- 
nen linden, worüber das Folgende bemerkt werden mag. 
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Grüner l: Vebtr die Zerlegung der Function 


Aus den in 16) gefundenen Formeln: 

r bd — 2ae i d \T b * — 4ac 
P ~ 4 2a V 6®— 4oc 

r' T 6rf — 2ae + d VÄ^ZT^ 
P' 2aV~b* — 4ac 


in denen b ® — 4oc als nicht verschwindend vorausgesetzt worden 
ist, folgt: 


(bd— 2ae)^ = ± 


(bd — 2ac)* ± d ( bd — 2ne) V 6* — 4ac 
2a V 6® — 4ae 


... t \ T> — 2ae) t: f d(bd— 2a«) V~6® — 4ac. 

(6rf-2ae)-,= T 2 „V*^ ’ 


also, weil 


(6rf - 2ae)* = (6*— 4ac) (rf*— 4a/ - ) 

= (d*-Aaf) \fb*=lac. V b*— 4^ 


ist : 


26) 


(hd — lae) - = d ( M ~ 2ne ) ± (d*—4af) VW—iac 


2 a 


.. . r‘ d(bd— 2ae) T (d l — 4a/ - ) V6® — 4ac 
(bd-lae) -= 2a 


Aus den in 22) gefundenen Formeln: 

r 6e — 2cd i e b* — 4ac 

9 ~ 2c V6*— 4ac 

r 1 _ 6c— 2ctf HFe V 6»-4ac . 

9-' — T 2cV6®-4ac 

in denen gleichfalls 6® — 4ac als nicht verschwindend vorausge- 
setzt worden ist, folgt: 

_ .r (6e— 2cfi)* ± e,(be — 2cd) \f b % — iac 
(be — 2cd)-— ± 


„ ,r‘ (he— 2cd)*Te(6e— 2crf) V6*-4ac. 
(be—2cd)-,= ^ 


2c 6* — 4ac 
'Te(6 c— 2crf )< 
2c V" 6*— 4ac 


also , weil 


(be — 2 cd)* — (6* — 4ac) (e* — 4c/ - ) 


=s (e® — 4 cf) V 6® — 4ac. V6® — 4ac 
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ist: 


26) 


(Ae — 2 cd) ^ = 
(Ae — 2cd) -p = 


e(Ae — 2crf)±(e* — 4c f) V A*— 4ac 
-2c 

e(Ae — 2cd) T (e*— 4 cf) VW^4ac 
2c ‘ 


Aus den aus 12) bekannten Formeln: 

r _ rf±V" d*-4 af r‘ _ d^\f d?— 4 af 

p 2a ' P‘~ 2a 

folgt durch Umkehrung: 

p 2a p^ 2a 

r V (P — 4a f’ r , ~ ^ Vd*— 4a/’ 

also, wenn man Zähler nnd Nenner respective mit 
d+Vrf*— 4a/ - und d± V d*—4af 

multiplicirt : 

p_2a(rf+ V tf* — 4af) p‘ ‘2a (d±Vd?—~4af) 

r 4 af ’ r' “ 4 af ’ 

folglich : 

^ p d?\d*—4af p‘ d±Vrf*^4a? 

• • r“ 2/ 1 ’ je“ 2/" 

Aus den aus 18) bekannten Formeln : 

- = ei: V" e a — 4c f _ e + \f e * — 4c/ 

V 2c *9' 2c 

folgt durch Umkehrung: 

9 2c 9* 2c 

r ‘~ eT'Se* -4cf' 
also, wenn man im Zähler und Nenner respective mit 

e+ V e*— 4c/ , e±X r e‘‘—4cf 

multiplicirt : 

9 _ 2c(eTVe*— 4c/) g‘ 2c (e dt V e* — 4c f) 

r 4c f ' t> ~ 4c f 5 

folglich : 

oq\ 9 _ e? V e* — 4c f 9' e+ Ve* — 4 cf 

' ' ‘ ' r — 2 /• ’ r-~ 2/’ 

Eine weitere Ausführung dieses Gegenstandes ist nicht nüthig. 
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TOI. 

M i s c e 1 1 e n. 

Von dem Herausgeber. 

Wenn 

A—ad — 66' — ec', Z)=6c'+c6', 

B — 66' — cd — ad, £ = ca'+oc', 

C—cc' — aa‘ — 66' ; F — ab'F bd 

ist, so ist: 

ASC — AD* - J3F* — CF» + 2DEF 
= (a* + 6» + c») (a'* + 6'* + c'*) (aa' + 66' + ec') 

und 

(A+B) (B+C) (C+A) - c LDEF=(A\B)F*+(B+C)D*+(C+A)t>. 

(Cambridge and Dublin maibematical Journal. 

Noa. V. et VI. (November 1846.) p. 286.) 


Druckfehler. 

In der Abhandlung ThI. XXXII. Nr. XXV. ist §.11. (8. 274. und S. 280.) 
zweimal gez&hlt. Man muss S. 280. and S. 281. etwa §. II. und §. 12. respcc- 
tive in §. 12. und §. IS. umwandeln. 

Thl. XXXVI. S. 205. Z. 1. v. o. ist zu lesen „finden“ statt .fanden. “ 

Till. XXXVIH. S. 474. Z. 11. u. Z. 15. muss cs 15) statt 14) heissen. 

In den in diesem Hefte, enthaltenen beiden Aufsitzen von Herrn Professor 
Dr. Wittstein in Hannover, No. I. nnd No. II., sind folgende Fehler zn be- 
richtigen: Auf S. 1. Z. 5. v. u. ist in dem Worte „CylSnder“ das n hinzuzn- 

ftgen. 8. 2. Z. 15. v. u., 8.3. Z. 4. v. u. und Z. 9. v. u. ist statt „Durch - 

nittsfl&che“ zu setzen: „Durchschnittsfl&che. “ — 8. 12. Z. 6. v. u. ist 
zu les. „dass“ statt „das. “ — S. 13. Z. 16. v. o. statt „bann“ zu lcs. „kann. “ 

Berichtigung. In der Abtiandl. des Herrn Dr. Meyer Thl. XXXVIH. 
Nr. XX. S. 244. Z. 14. n. 15. v. u. muss es nach mir gemachter Anzeige statt: 
„wenn anch 2p 1 eine Primzahl bedeutet“ heissen: „wenn p 
eine Primzahl «-f-1 bedeutet.“ G. 


Fehler in Schröo’s siebenstelligen Logarithmentafeln, 
2. Ausgabe von 1801. 

No. 6. Taf. I. 8. 9. unter P. P. zu 366. Z. 8. .statt 222.8 lies: 298,8. — In der 
ersteu und in der ungarischen Ausgabe befindet sieb die richtige Zahl 292,8. 
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IX. .... ... 

Ueber bestimmte Integrale. 


Von 

Herrn Dr. L. Oettinger , 

Grotiherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Univerailät zu Freiburg i. B. 


I. 

8. i. 

Die Ausdrücke lg.r und lg(l + a:) erzeugen durch ihre Ver- 
bindung mit anderen Functionen vou x eine besondere Gruppe 
von Integralen zwischen den Grenzen 0 und 1, die eine be- 
sondere Beachtung verdienen. Schon Euler hat sich mit denen 
der ersten Art in mehreren Abhandlungen beschäftigt, die in sei- 
ner Integral-Rechnung (aus d.Lat. übersetzt von Salomon, vierter 
Thl.) zusammengestellt sind. Er bearbeitete sie mit dem ihm 
eigenen Scharfsinn bis zu der Grenze, welche durch den Stand 
der damaligen Wissenschaft gezogen war, denn er wiederholt an 
mehreren Orten die Bemerkung, dass die hierher gehörigen Inte- 
grale auf „nnentwickelbare Formeln“ führen. 

Später wurden sie von anderen bearbeitet, wie aus den lnte- 
gral tafeln von Bierens de Haan, Amsterdam 1858. Tab. 152 
u. ff. zu ersehen ist. Ferner beschäftigte sich mit ihnen Legendre 
in seinem Traitd des fnnct. ellipt. T. 11. P. 365 u. ff., wo sie 
unter dem Namen der Euler’ sehen Integrale aufgefflhrt sind. 
Der Fortschritt der Wissenschaft hat unterdessen manche Grenze 
entfernt, die früher bestand. Es dürfte daher wohl gerechtfertigt 
erscheinen , diese Untersuchungen wiederholt aufzugreifen und 
weiter fortzufübren , und hiemit die aus den) Ausdruck lg(l j- x) 
sich ergebenden zu verbinden, welche bisher weniger beachtet 
wurden. Zu dem Ende nehmen wir zuerst die letzteren auf und 
gehen dann zu den ersteren über. Hierbei wird es sachgemäss 
Theil XXXIX. * 9 
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sein, zuerst die Darstellung einiger Integrale vorauszuscbicken, 
welche die Grundlage der ganzen Untersuchung bilden, und im 
Spätem hauptsächlich zur Anwendung kommen. Hierdurch wird 
die folgende Untersuchung wesentlich erleichtert und gefordert. 


§• 2 . 

Entwickelt man den Ausdrutk 


l+* 


eine Reibe und be- 


rücksichtigt den dabei entstehenden Rest, so erhält man: 

1 ) 

jqr; • 

Diese Darstellung führt auf die Unterscheidung zwischen einer 
geraden und ungeraden Zahl. Man hat daher 

2 ) 

3 ) 

rV* = 1-1 " 1-2 + *■’ ~ 1-4 • ‘ • + 2_2m ~ 1 ” TTT • 

Diese Formen lassen sich leicht verallgemeinern und cs ent- 
steht für 1 1 . 




“ +6X «(!+£*) 


4 ) 


1 x~ l 

ax ~ * § n®#“* 

fl2m— 2m 

4.“ , 

a + bx b 

_ 6 2 ‘ 6 5 " 

b* m 

' />*”*(« + bx) 


5 ) 

** 


1 x~ l 

ax~ * . a 1 *-» 

1 •> T L 3 

b 1 

’ • "t“ /,2m 4-1 

a im ^-1^— 


Hierin kann a und b willkürlich gewählt werden. 
1 Setzt man — i statt z in Nr. 1 ), so entsteht 

6 ) 


I. ,i 


1 


I — x 


= - (z-‘ + *-• + *-■ . . . . z-0 + T — 
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und die Unterscheidung zwischen einer geraden und ungeraden 
Zahl fallt weg. 

Im Folgenden werden vorzugsweise die Gleichungen Nr. 2), 3) 
und 6) benutzt werden, weil diese die einfachem sind und die 
Uebertragung ins Allgemeine nach Nr. 4) und 5) leicht ist 

I 

Schreibt man nun x statt z in Nr. 2) und 3), verbindet erstere 
mit / x* m Sx , letztere mit /: r* m + 1 8x, integrirt zwischen den Gren- 
zen 0 und x und ordnet nach den-steigenden Potenzen von x, so 
erhält man: 


/ 


1 x*"flx 
1+x 


7) 


= lg(l + *)— (x-qr + -5- .... — 2^). 


8 ) 


/ * x^+^x , . x* x 3 x 2rn +* 

THr"“^( I+ * ,+x “7 +T--+3S+I* 

o 

Hieraus ergibt sich fiir die Grenzen zwischen 0 und 1: 


9) 




10 ) 


P'x^dx , 1 . 1 1 . . 1 

J r+~-“ ,g 2 + 1 _ 2 + 3 - 4 + "+ 2 ^ 


Im fl 

= -Ig2+Z, 2 ~+i(_)— i. 


Aus Nr. 6) entsteht auf diese Weise: 

II) 


/ * x m dx x* x 3 x m x m 

\ZT X ~ 8(1 x ) ( jr + * + 3 + - ~)=-lg(l-x)— - • 


In den Darstellungen 9) — 11) bat man für» allmälig die Werthe 
zwischen den angezeigten Grenzen zu setzen. 

Aus Nr. 9) und 10) leiten sich folgende Integrale ab: 

9* 
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12) 


Ig2, 

=-lg2+l. 


/ » dx 

T+Z- 

0 

/ l xSx 

l + x“ 

o 

/"**dx_ I 

J 1+x” g2 ""‘2' 

ö 

/ l x*dx _ 

r+x — 

o 

/ tx*8x 
l + x~ 


— Ig2 + g’ 


lg2- 


/ » x a Sx 47 

i+f =-'« 2 + öö' 


O. 8. W. 

Die Werthe sämmtlicher Integrale sind positiv, wie sich leicht 
folgert. Der Werth von lg‘2 ist zwischen zwei auf einander fol- 
gende Brüche eingeschlossen. 

Aus Nr. 4) und 5) ergeben sich folgende Formen: 

13) 



1 x^dx 
a-f bx 


o*» lg (0 + 6*) 

— 6*»+i + 


x* m 

2 mb 


ax tm ~ l ' a tm-\ x 
(2m— 1)6* + 6*“~ ’ 


14) 


/ 


x jr Im + 1 0.r a*m+i|g(q^-6x) **"4 1 


i-f bx 


6 *"+* 


(2m-f 1)6 


ax Xm a*"i 

2 m6 + •+ Ä*S+T- 


§- 3. 

Bringt man nun mit den in §. 2. erhaltenen Resultaten den 
Ausdruck lg (1 + x) in Verbindung, so erhält man nach der ge- 
wöhnlichen Methode: 
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und hieraus durch Einführung aus Nr. 7) §. 2. : 


/ % rin ___ 1 1 t! ySlII 

x— Mg(l + x)3x= -^l g (l+x)+ 2 -(x - T + 3 -...--^). 
o 

Auf gleiche Weise entsteht durch Integration und Einführung 
aus Nr. 8 ) §. 2.: 


« a*~f»Ig(l+x) 1. / > *x*»+ 1 0x 

J x | g( 1 +*) S *— 2m + 1 “S^T+V 1+x 

0 o 

^am+1-f-l 1 fx x* t x* :r* w -l- 1 \ 

— 2m+l lg(I+a:)- 2m+lU _ 2 + 3 •"• + 2m + l/ 

Für die Grenzen zwischen 0 und 1 ergeben sich folgende 
Formen : 


/ '*’~"«<i+*>»*=5<i-ä + J-3 a) 




f x *" lg(1+a:)S;r ~2m+I 2m + l (I 2 + 3"- + 2STFI* 
0 

_ 2!g2 1 £%m . u 

- 2 m +1 ~ 2mT-f • £ ' (_) u ' 


Hieran« erhält man folgende Integrale: 
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I • 



6 ) 

f 1 lg ( l + x)Sx = 2 Ig2 — } , | j 

/ I 1 

*lg(l+*)0* =J> , { 

O 

/ i 2 5 

x»lg (l+a:)3x =ßlg2 — jg. 

O 

o 

/ I 2 47 

X* lg (1 +x)Sx = 5 lg 2 — äöö . 

o 

/ i 37 

X®lg(l+x)0X=ggQ. 

o 

/ i 2 319 

x«lg(l +*)8x = 7 Ig2— 2jj4ö’ 

f'x’lg( l+x)dx = ~, . 

° : r 

U. 8. W. 


Verbindet man mit den aus Nr 4) und 5) sich ableitenden 
und in Nr. 6) angegebenen Ausdrucken der Reibe nach die Werthe 
A, , o t , a 3 ...., so erhält man folgende Darstellungen: 

7 ) 

f Z o *«-W“lg(l+a:)0x=i o ”-», I ^ 1 2lg2 

0 

+ 2^ (_)» I) , 

8) 

f X o *» Ou x»lg(l+x)0x = ^ o »*2 t ^ 1 2lg‘2 
0 

Hierin hat man in dem Gliede links und dem ersten Gliede 
rechts statt u allmälig die Werthe zwischen den angegebenen 


Digitized by Google 



Oetting er: ürter bestimmte Integrale. 


127 


Grenzen zu setzen. Id dem zweiten Gliede rechts hat man für 
jeden bestimmten Werth von u ln dem eingeklammerten Aus- 
drucke allmälig die Werthe 1, 2, 3...» zu schreiben. 

i • i ’ ' 

Setzt man a 0 = a t = a t 1, so geht Nr. 7) u. 8) über in 


9) 

' ; .*7 . '•», '-.ti '■ 

f 1 ’tH-'sO +ar)6a:= ‘S 2 + 

n 


/ ll—^Zm+l 2 J 1 

o - • '• * : •’ . \ 

Werden aber die mit ungeraden Stellenzahlen versehenen a 
negativ genommen und die n der Einheit gleich gesetzt, so erhält 

man : ' 1 I 


II) 




: ; i 


12) i 


/ ‘ TTT '« d + 4^, - l (£,«*(-)-> ,*)• 


. r e . * i * , 

Setzt man in 7) und 8) statt der a die Vorzablen der Poten- 
zen des Binomiums (1— x) oder, was dasselbe ist, vervielfacht 
man der Reihe nach die Integrale in Nr. 6) mit diesen Vorzahlen 
und vereinigt man die erhaltenen Resultate nach Angabe der Zei- 
chen, so leiten sieb hieraus folgende Integrale ab : 


. • 13) 

C (1 — *)lg(l + jr)0x=2lg2— j, 
o 

t ‘ * , 

/ , (l_,)..g(l + ,)0,=|. S 2_L6 > 

o 

f 1 (1 - x)' lg (1+ x)dx = 4 lg 2 - — , 
o 
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32. „ 661 


J* fl— *)Mg(l+x)&r = ^lg2 — 

/ l (l-,)Mg(l + , )a *=|| g 2-Vf. 

O 


U. 6. W. 


Aus den Daistellungen Nr. 9) bis 12) leiten sich folgende In- 
tegrale ab: 

14) 

/ I 1 -r* o 

lg (1+ x)3x = 2 l g 2— ^ , 

f T“‘g(l+^)0x=§lg2-g, 

0 

0 

/•»l-*» ^ 46 . 3739 

J T^ ,g(1+x)0a: = i5 , K 2 -36ÖO’ 

0 I 

y >i T=s , g( i +^=ßi g 2-^, 

o 

U. 8. W. 

15) 


/ »l — a:* s 

TTF Ig(l+x)0a: = 2lg2-?, 

f O 

/**l+x* 8, 0 55 

J Tfx ,g(1+x)ar — 3 g2 ~36’ 

o 

/ 1J — x 4 « Oil 

T ^lg(l+x)öx = glg2-~, 

0 

. o 46 , „ 658Ö 

J T+¥ lg ( , + a: > a;F = 45 lg2 - 360Ö’ 

0 

Z* 1 !— *V „ . , a 46, . 6959 

/ 1+x g(1+ar)Sx -45 lg2 “ 3600’ 

n 
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Behandelt man auf gleiche Weise das Integral fx m — ‘lg(l— x)dx, 
so ist 

1) 

/ ^ a; ”" 1 'S fl"*) 8 * =“'gfl-*)+ iS’ 

o o 

Durch Einführung des Werthes aus Nr. 11) §.2. entsteht 

2) 

f *"' 1 's fl - * )S * = ^'«fl -*) - S (* + f + f + ••••?> 

o 

und für die Grenzen zwischen 0 und 1 


. n 1 . 1 . 1 . 1 1 C(l,2....m)»-* 

lg fl“*)»* = “ ™ A + 2 + 3 +-• m~ T .2.3...m ’ 

O 

Hierin bedeutet 0(l,2,3....m) m - 1 die Summe der Producte der 
Verbindungen ohne Wiederholungen aus den Elementen l,2,3....m 
zur m — 1 Gasse. Hieraus erhält man folgende Integrale: 

4 ) 

J lg(l— x)3x = — 1, 

0 

J* xlg(I— x)Sx = — 

, o 

11 

lg(l — &)dx= — jg > 

O 

J* x*lg(l— x)dx = — |jj, 

0 

O 

J* a: 4 lg(l — x)dx = — jtjq. 
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J *“lg(l — x)Sx= — — , 

|° ... , ..., 

J 1 * r ig(l-*)8* = -^g> 


u. s. w. 


■ \ : « ■ ■ t t- , . 

Verbindet mail auch hier die aus Nr. 3) (liessenden Ausdrücke 
der Reihe nach mit a 0 , a, , a t ,... und verfährt wie io §.3. ge- 
schah, so erhält man folgende Darstellungen: 

5) 

f 1 2,-0*-,*-» ig (i -*>5* = - 

o 

«) 

p 1 ] —X m 1 1 

J ~\_ x *g(! — = — •Si” 


7) 


f ‘ -\lx Cm ’p (1 - x)8x = ~ 1 ( £ i u ;)• 

o 

Werden die Vorzahlen der Potenzen des Binomiuras (l-f-ar) 
statt der a eingeführt, so erhält man folgende Integrale, die zu 
weiteren Anwendungen dienen: 

8) 

J* (1 + x) lg(l — x)dx = — j, 

o 

/ i 28 

(1 +ar)* lg(l— x)dx = — , 

O , 

/ l 

(1 + a:)* Ig (1 — x)dx — — -Jg , 

O 

/ i lKäi 

(1 +x) 4 lg(I — x)dx = — Jgg , 

0 

/ i 3377 

(1 + ar)»lg (1 — x)dx = — yg^ , 
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Au« Nr. 7) und 8) leiten sieb folgende Integrale ab: 

9) 

J* {-^ig(i— aOß* = — 


131 


i / m f: 


85 

36* 


O J 

J r^ ls(, - jr)0;c =~R4’ 

o i • . . ; , 

r i 1-**. „ x. 12019 

, J — “ 3600 ’ 

J r^ ,R(,_;r)ax = ~ 36ÖÖ’ 

0 

« u. s. w. , . 

, . : ( 10) 

I — a:* „ , 1 

J T+r | ß (1 - x ) 0x =- 4’ 

o 

. Jl L+a: lg(,-x)0X_ ~36’ 

O 

o 

l + * & , _ 2869 

J T+x 8(1 )Sx ~ ~ 3600 ’ 

O 

r 1 l-J«. ,a _ 1?9? 
J l+x lg(l x)0x - ~ 3600’ 


> i.i . • 


Nachdem in diesem Paragraphen gezeigt ist, wie die in 
Nr. 9) und 10) aulgestellten Integrale gefunden werden, und das- 
selbe auph von den in §. 3. Nr. 14) und 15) aufgestellten gilt, so 
wird im Folgenden auf Integrale dieser Form nicht weiter Rück- 
sicht genommen werden. Die Darstellung der Integrale dieser 
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Art unterliegt auch in den späteren Fällen keiner weitern Schwie- 
rigkeit. 


§. 5 . 

Andere hierbergehürige Resultate, die zu weiteren Anwen- 
dungen dienen, gewinnt man auf folgende Art. Es ist, wie sich 
leicht rechtfertigt: 

I) 

+ bxi)Thx = (a 6y(r^r • 

Setzt man der Karze wegen (a-f bxi) r = X r und dilferenzirt 
diese Gleichung wiederholt nach r und dividirt durch Br, so ent- 
steht: 


J' rt-*AMgAr&r = 

J^- l Xr(igX) * 0 X = 


X r +* lg X Xr+l 

bq(r + 1) bq(r -f 1)*’ 

X r + X (lg AI)* 2^+Mg^ 
6q(r + 1) 6$(r-H)* 


. 2.ij:<-+> 

+ 6y(r + l)*' 


Jx9~ l X r (ig X)*Bx 

Afr+»(lgAQ» 3AT>-+»(lgA()« 3.2^+» lg A: 3.2.IA>+> 

~ 6y(r + l)j 6?(r+l)* + bq(r+ 1)» 6»(r+l)*’ 

U. 8. W. 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird man zu folgender 
Darstellung geführt, wenn der ursprüngliche Werth für X r ge- 
schrieben wird: 


2 ) 

fx<t- x (a -f bxty [lg(a +6x)«]P0x 


(o + Aa*) |, + 1 r flg(a-t-fcrt)]e _ p[lg(a+6x*)]e-> 
bq L r + 1 (r + 1)* 

+ (T+Iji • 


pp|-> 

HFl>+i 


] 


Für die Grenzen zwischen 0 und x entsteht: 
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/ 


3 ) 

xi~ l (a + 6x«) r [lg (a+bxi)]rdx 


.. ,i 


_ (a + 6xry+» r Pg(«+fa*)] f pflg(a+6x<))r- 1 1,11 

- bq L r + 1 (r+1)* ''*(r+l)H-‘ 


a'+'rClRay ^»(Iga)P- 1 , p 1 1 -'(Iga)*-» , l*" 1 1 

“■fyLr+1 (r+1)* + (r + 1)* ^'(r+lJH+J- 

Setzt man a = l, 6 = 1, so entsteht hieraus für die Grenzen 
zwischen 0 und 1 , da alle Glieder der zweiten Reihe mit Aus- 
nahme des letzten verschwinden: 


r 


4) 


x* -, (l + x?) r [lg(l+x9)]P0x 

^'r(lg2)r p(lg2)r-* 1>U ~| „ in» 

“ q L r + 1 (r + 1)» ” , (r+l)r+‘J< F 9 (r+l)r+*' 

Wird — 6 statt 6 geschrieben, so folgt aus Nr. 3): 

5 ) 

K 

x» -, (a — 6x») r [lg(a — bxi)\rdx 


f 


_ ( a — bx*) r + l r [lg (n — bxi)]r p[Ig(a — 6xv)]P -1 


bq 


L r + 1 


(r + 1)» 


1H* -| 
-• ( (r+l)P+ 1 _l 


^+*r(|ga)r p(lga)P- 1 . p« i -»(lg q)r-» H" 1 1 

+ bq L r+1 (r + 1)» + (r + 1)» ' (r+l)r+»J‘ 

Wird in Nr. 5) a=l, 6 = 1 gesetzt und zwischen den Gren- 
zen 0 und 1 integrirt, so ergibt sieb hieraus: 


6 ) 

f “ *«)r[|g(l_*«)]r0x =(-)P- tfr+ijr+i • 

Wird a= 0, 6 = 1 in Nr. 2) gesetzt und zwischen den Gren- 
zen 0 und 1 integrirt, so folgt: 

7 ) 

f 1 *rf«-»(ig*.)rfi* =(-)>■• 

0 
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Hieraus und aus Nr. 6) erhSlt man folgende Beziehung: 

8 ) ! 

^ a:9- l (l — *»)*[lg(l— xv)\*!)x ~C ** r +** ,: l (lgxi)PBx- 
'~'o 'o ■ n\ 

Wird 7 = 1 gesetzt, so erhSlt man hieraus: 

9) 

/ l . lpl!> .. . . 

x r (lgx)r0x = (_>., irnT77J . 

0 

10 ) 

J ' (* -^) r [lg(l— = (-) p - - ( ;+])j,+f 

11 ) 

1 ■' . 

J* x r (\g x)Pdx = J (1 — zVtlgtl — *)]>8ar. 


Von diesen Gleichungen ist Nr. 9) bekannt. Diese Gleichun- 

/ i lp|i 

y r (lg y)P0y = ( — )». ^ |.|)p>i »bl*' - 

o 

ten, wenn niany = ^«, und y= \—x setzt und die nüthigen 
Umformungen macht. 

Da die Gleichung Nr. 1) bekanntlich für ein ganzes und ge- 
brochenes, positives und negatives r gilt, so gelten auch die dar- 
aus abgeleiteten Gleichungen Nr. 2) — 5) unter dieser Bedingung. 
p bedeutet 'eine ganze Zahl. 

Ist aber a=0 und r negativ, so führt das sich ergebende 
Resultat auf einen unendlich grossen Werth. Dasselbe ist der 
Fall in Nr. 5) unter dieser Voraussetzung. Die Gleichungen Nr. 
6) — 11) beziehen sich daher nur auf positive ganze und gebro- 
chene r. 


§. 6 . 

Die im vorigen Paragraphen aufgefundenen Resultate geben nicht 
nur für sich , sondern auch in Verbindung mit den frühem Stoff 
zu mancherlei Anwendungen. 

Setzt man 9=1, p — 1, m — 1 statt r in Nr. 4) §.5., so er- 
hSlt man : 
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1) 


I . 


o ! * " , 

woraus sich folgende Integrale ableiten : 

2) : I ' ‘ v 

C lg (l +x)3x = 2lg2 — I, 

°o . > t ! ! , 

J* (1 +x) lg(l +ar)Sa:=2lg2— 

•' / y ,l (l + x)*lg(t+x)3x=gl g 2-g, 

/ I ‘ • 1 " ‘ !l • 1 K 

(I + x) s lg(l + x)0x = 4 lg 2 — jg , 

0 

y* 1 (1 + x)* lg (1 + x)3x J ?! Ig2 , 

0 

/ l qo 7 

(l+*)»lg(l+*)0.r=|ig2-j. 




Aus Nr. 6) §.5. erhfilt man für y=l, p = 1 und m — 1 statt r: 

> 3> 

und man erkennt, dass die hieraus sich ableitenden Integrale die 
Glieder der zweiten reciproken Potenzreihe bilden. Setzt man 
— m — 1 statt r, q=l, p = 1 in Nr. 4) §.5., so erhält man: 

i 4) 


P 1 ig(l+x)dx 

J (l+x)»+i 


Jg2 2--I 


m . 2 m m*.2 m 


Diese führt zu folgenden Integralen : 



5) 

lg(l + x)dx 
(! + *)* 

I I 


!g2 . 1 

~2~ +2* 
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s: 

r 

/' 


lg(l -\-x)dx 

Ig2 3 

(1+x)* 

2 .4 ' 4 . 4 ’ 

lg(l + *)ö* 

(1+ar)« ~ 

lg 2 7 

3.8 + 9.8’ 

lg(l +x)dx 

Ig2 15 

(!+*)• _ 

4.16+ 16.16’ 

lg(l +x)dx 

lg 2 . 31 

(1 + x )« 

5.32 ’ 25.32’ 


n. 8. w. 


Setzt man die eben angegebenen Wertbe in Nr. 5) §. 5, so 
entstehen für die Grenzen zwischen 0 und 1 unendlich grosse 
Werthe. Nimmt man aber die Grenzen zwischen 0 und — 1 , so 
erhält man : 


«) 



lg(l— x)Bx lg 2 _ 2--I 
(1 — x) m l 1 m.2 m m*.2™" 


üiess führt za den entgegengesetzten Werthen von den eben 
angegebenen. Setzt mao q = 1 und m + 1 statt r in Nr. 4) §. 5, 
so erhält man : 


7 ) 

f l (l+*)-+ilg(l +x)3x = -2m V +3 g2 - 
o ' 

woraus sich folgende Integrale ableiten: 


4 

(2m +3)* 


(2 I "+ 1 V2— I). 


8) 

/ VT+xlg(l + *)&r=:^|!^— g(8v2-r-l), 
o 

J 1 (!+*)! lg (1 + x)dx = — % (4 v2— 1), 

0 

y 1 1 (l+*)llg(l +x)dx = _ *. (8y2— 1), 

/ (l+*)ilg(l+x)0x = — 1(|6 V 2_ 1), 

0 

U. 8. W. 


Setzt man aber — m — ± statt r, so erhält man: 
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9) 

r l [ g(l + V2lg2 _ 2">— v2 

J (1 + *•)»■+ i ~ (2m— 1)2— 1 + (2m— 1)*2«-» 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 

10) 

f ' ^rr+y r- = - VI I« 2 + 2« ~ Vi) , 
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r x ] g n + tt)3 x 

J (1 +a:)ä 


lg(l + x)Sx 


V2lg2 1 ^ 

~ ~ _ 3T2 _+ 9 (4_v2) ’ 

V2lg2 , 8-V2 


25.2 ’ 


J (1 + *) 1 S.4 

o 

/ * h; (1 + - T )d x \/2 Ig2 ,16 — V2 

7i+*)i t ~7^r + ~49 :r * 

u. s. w. 

Auf gleiche Weise erhält man aus Nr. 5) §.5.: 

II) 


j* (1 — :r) m +llg(l — x)dx = 


(2m -f 3)* ’ 


woraus sich die besonderen Fälle leicht ahleiten. 


«. 7. 

Weitere Resultate lassen sich gewinnen, wenn man die in 
§.3. und §.4. gefundenen untereinander verbindet, letztere von 
erstem abzieht, oder sie ihnen zuzäblt. Zieht man Nr. 2) §. 4. 
nach der nüthigen Umformung von Nr. 2) und 3) §. 3. ab, so er- 
hält man: 


Theil XXXIX. 


m^+3+5 


10 
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}=f ä - = f &+T «' + *>- ^TT 

0 

-r4 -r-6 rf'ittk 

+ 5^n (a: * + 2 + 3 +—'sr ) - 

Hieraus erhält man für die Grenzen zwischen 0 und I : 

3) 

f 1 ar2m '‘ ,g I ^c 8x = i (1 + 3 + 5 + -■ sfci ) * 

0 

4) 

f + 2^ld + S + 3+-i' 

o 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale; 

5) 

IgJ~^=2lg2, 

f 1 * ] ZT^t dx ='’ 

1 +^ = 51g2 ■ 1 


+ 3’ 


r 1 3. Hx. 2 
J x * '8 \ZT^ X ~ 3 ’ 

0 

P 1 I+x. 2lg2 3 

J x * *8 1” jß x — 5" + Tü’ 
0 

P 1 1 + X. 23 

J x * g T^a? x = 25 ’ 

0 

/ i .. ] + ar Q 2lg2 . II 

x lg l— x dx ~ 7 + 12* 

f 1 x7 *\=x dx =m’ 


u. s. w. 

Man kann nun die in 3) — 5) enthaltenen Darstellungen in 
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derselben Weise behandeln, nie diess in §.4. Nr. 7) — 12) oder 
§. 4. Nr. 5) — 7) gezeigt wurde. Diess bietet keine weitere Schwie- 
rigkeit dar. Wir fibergehen daher die Aufstellung allgemeiner 
Formen und theilen folgende hieraus abgeleitete Integrale mit: 

6 ) 

j ( 1 +*) Igj~ 8 a:= 21 g 2 +I, 


/W)’ig£>=^ 2 + 5* 

0 

/ l 14- x 14 

(1 + #) s lg yZT x dx = 4 lg 2 + j 

J' (l+*)*lgj^ö*=^lg2+ 

0 


269 
30 ’ 


7) 


f\ J-*) Ig}^;a*=2ig2-1, 
0 


/ , (l-^lgji|0a: = |lg2-|. 

o 

J ' (1— a:)®lgj~aj:=4 | g2— 

0 

/WigKe*=?is2-f, 
1 0 

f 1 .. 1 + *n 32 , 661 

j ( i -*)* | gi^ a *=3 , g 2 “W’ 


Ferner leiten sich durch schickliche Verbindung der Vor- 
zahlen der Potenzen der Binomien (ldb**) m 't den Darstellungen 
Nr. 5) folgende Integrale ab : 

io» 
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8 ) 

1 (*+**) | *i=£ 8 *=| | * a +i* 

1 ( 1 +^ ? ) 2 'S \^rj x = S 1 S 2 + S ’ 


i \ + x 19‘) 227 

(l+- i ) , 'S^=35'g 2 +i05* 


» . „ vil 1 + ar. 2056, n . 16679 

(1+a; ) lg|_^fo— 3 j5 lg-+ 37^« 

u. s. w. 

9) 

1 l + jr 4 1 

(l-^ 2 ) | gu_i 5x= =3 , S' 2— 3’ 


1 (I-**)*lg 54^= if 'S 2 ~ 30' 
I a-^ig!4>=S'g2- i | ) . 

1 , 1 + *. 256, . 1321 

(l-’) 4 'g 1~ * 0ar = 315 '» 2 ~378Ö’ 

U. 8. w. 

10) 

/ 1 1 + x„ 5 

x(l+**) lg ,4^=3’ 

0 

0 

/ 1 l-i-or 104 

ar(l f j:*) 5 Igj—. 9 * = 2T ’ 

0 

f* 1 /i 1 Ml l+* fl 13808 

0 

U. 8. W. 
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J"x(l-x*) ig{^Ja* = g. 

f *(!-**)* lg 
0 

f 1 **>* i • 

f ^ 1 -^ 4| g 1 r-^=S 


Diese Darstellungen lassen sich, wie man sieht, beliebig wei- 
ter fortsetzen. 


Zählt man die Gleichungen Nr. 2) §. 4. und Nr. 2) und 3) §. 3. 
zusammen, so erhält man nach den nüthigen Umformungen: 


/ , X i X~ W * I ] fje 6 o-2nt 

^»-i, g( I_^ )5i= - (J: . + _ + 3- + ...— ), 

O 

2) 

/ * «SmilJ.1 o-2m-f 1 1 

ar«» lg (1 - x')dx = lg (1 -F x) + 2w + f lg fl -x) ' 

O 

‘2 ar 3 x 6 a: 2m +i 

imi V x + “3 + J + * •• • 

Für die Grenzen zwischen 0 und 1 folgt hieraus: 


x im|g(| — x*)dx = 


‘■'K* ^ l I . 

2m + l 2m+D + 3 + 5 + ••••2^«+^• 


Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 
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ö) 

J ’ 1 lg(l — **)0x = 2lg2 — 2, . 

o 

J* x lg(l— x*)dx = — | » 

o 

/ I 2 8 

**lg(l— **)0;rs= glg2 — jj. 

o 

/ > 3 

a; s lg(l — x*)dx = — g> 

o 

/ i 2 46 

x * lg(l — x^)dx = glg2 — 75* 

O 

J' x^igil—x^dx = — , 

f'x* \ S (1-X*)dx= |lg2-g, 

0 

/ » 25 

**lg(l-*»)0*=:_|?, 

o 

/** 8, „ «o 2. u 1126 

J *»lg(l-**)0*= ö 1 « 2 “^* 
0 

/ l 137 

.T»lg(l-**)0^=-g öö , 

O 

U. 6. VV. 


Werden auch diese Integrale nach den früher gemachten Be- 
merkungen mit den Vorzahlen der Biuomien (1+x) verbunden, 
so erhält man : 

6) 

f'(l + x) lg (1 — x % )dx = 2lg2 — jj> 

O 

/ , (l + ^lg(l-^ = |lg2-f. 

O 

/‘(l+^lgfl = 4 lg 2 - ~ , 
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/ i *jo 17 IT 

(1 +*) 4 lg(I — ar*) 0 x= 5 - !g 2 — -jgQ» 
f\\+x)*\ S (\-x*)dx= J lg 2 - 5 > 

O 

u, s. w. 

7) 

jf" (1 — ar)lg(l — 1*)8* =2lg2 — 

/ 1 (l-,).|g(l-^=«.g2- 1 r 7 . 

0 

f\ l-*)»lg(l-**)8*=4lg2-§. 

0 

/ i QO (Vj? 

(1 — • J: ) 4 lg(l — **)3 jt = -g lg 2 j^q* 

0 

/ I QO Q? 

(1— *) 4 lg(l— x*)dx = 3 - Ig2— -g, 

0 


U. 8. «V. 

Bringt man die Integrale in Nr. 5) mit den Vorzahlen der Bi- 
nomien (l+x*) in Verbindung, so entsteht: 

8) 


f l (l+**)lg(I-**) 0 *=?lg 2 -^, 


f\ 1 +x*)*lg(l -x*)dx = ^ Ig 2 - — , 


/ l 102 


25672 
3675 ’ 


9) 

f l (I— af*)lg(t— **)3or = |lg 2 -^, 

0 

p 1 16 188 

J (I-a:»)»lg(l-x*)ax = ^lg2_ig, 
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5) 

y*‘ lg(l-**)a:E= 2lg2 — 2, 

o 

/ xlg(l— x*)dx = — 
o 

/ i 2 8 

x*lg(l— x t )dx= 3 Ig 2 — jj> 

o 

/ i 3 

.z s lg(l — :r 2 )3.r = — 

o 

/ i 2 46 

x*)dx= glg 2 — 75* 

O 

/ I 11 

at®lg(l— x*)ax= — jjg, 

o 

/ l 9 *i«o 

*®lg(l — z*)dx= |lg2-g, 

O 

/ l 25 

ar r lg(l-ar 2 )aa:=: — ggi 

J" x»\g(l—a*)dx= |lg2-~, 

O 

/ i 137 

• r9 'g(i— * s >a*=— ooö’ 

o 

U. 8. W. 

Werden auch diese Integrale nach den früher gemachten Be- 
merkungen mit den Vorzahlen der Binomien (l±a:) verbunden, 
so erhält man : 


6) 

y (1 + *) lg (1 — x*)dx = 2 lg 2 — j , 

O 

J* (1 + x)*lg(l — x*)dx = 3 lg 2 — ~ , 

O 

/‘d+^igd-^a^diga-f. 
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/ i 32 1717 

(1 +.z) 4 lg(l — x*)dx= g- lg 2 — -J 5 Q-» 

0 

/ i 32 923 

(1 +x) 5 lg(l— x*)dx = 3-lg2— 4 g • 

O 

u. s. w. 

7) 

J' (1— jr)lg(l-a; !i )Sar=2lg2— 

C (1 -J) a lg(l— a: 4 )3x=|lg2— g, 

0 

J* (1— x) 3 lg(l— x*)dx = 4lg2-^, 

0 

/ i 39 «67 

( 1 — *) 4 lg(l— x*)dx = -jr lg 2 — 15Q ’ 

0 

/ i 32 37 

(1— ar) 4 lg(l— x*)dx = lg2— g-, 

0 

U. 8. W. 

Bringt man die Integrale in Nr. 5) mit den Vorzahlen der Bi- 
nomieo (I Jb^ 1 ) in Verbindung, so entsteht: 

8 ) 

f (1 +•**) lg (1 — ®*)8x = glg2 — Tj"> 

0 

J* (l+**)*lg(I— **)3*= jflg2 — !gg» 

f ‘ (l+**)*lg(l-**)S* = ^ Ig2 ~wS’ 

0 

9) 

/ > 4 10 

(l-x*)lg(l-.r*)0i = g lg2 — -g , 

O 

/ l (l-^lg(l-^ = J|.g2_||, 

0 
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/ i 32 2352 

(l-**)»lg(l - **)0* = 35 Ig2 

O 

10 ) 

/ *' 7 

jt (1 + j:*)lg(l — x*)dx — — 

i) 

/ i |fi 

ar(l +i' 2 ) I lg ( 1 — x*)dx = — y , 

o 

/ > 9fiü 

x(l + * 4 )*lg(l — X 4 )&Z = — gg 

o 

/ a:(l+^*) 4 lg(l— X*)dx = — » 

O * 

11 ) 

j x(l — x 4 )lg(l — x*)dx = — g. 
o 

^ x(l — x 4 ) 4 lg(l — x' 2 )dx = — jy > 

o 

J* x(I — x 2 ) s lg(l — x 4 )Sx= — jj 2 » 

o 

f x( 1 —**) 4 lg ( l —X*)8x = — g'g , 
o 

/s 12 ) 

f 1 x( 1 — x 4 )« lg ( I —x*)dx = - r 2 ^~ fji* 

O 

Dieses Integral ist ein besonderer Fall von dem in Nr. 6 ) §.5. 
aufgestellten , nenn dort q — r , r—m und p — 1 geschrieben 
wird. Die Vergleichung der eben in Nr. 6 ) — 10) aufgestellten 
Resultate mit den in §. 5. entwickelten allgemeinen Formen zeigt, 
dass man auf dem bisher befolgten Wege eine reichere Ausbeute 
von Integralen erhalt, als diejenigen sind, welche sich aus allge- 
meinen Integralformelu ableiten iasseu. 
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§. 9. 

Kehrt mau nun zu den Gleichungen in §. 2. zurück und netzt 
z = x 2 in Nr. 2) und 3), verbindet Nr. 2) mit jx* m dx und /ar 4m + 1 0x, 
Nr. 3) mit fx * m + 2 Sx und f x im f 3 3x , integrirt zwischen den Gren- 
zen 0 und x, so entstehen folgende vier verschiedene lotegral- 
formen, die alle hierher gehörige Falle umfassen: 


1) 



1 x 4m Sx 
l+x* 



Sx 

l + x* 





y * •*x 4 *+ , Sx _ P x xS. 

~r+& -J r+ 


s> 

1 xSx X* X* X® x 4m 

* — ( tf 4 + 6 


3) 

y * •» x 4 '“ l' 2 3x _ P x Sx __ 

T+x* ~ l + x* +x ~ 3 + 5" ••• + 4m+T 


x*"+‘ 


•») 


P * :r* m l ’cx P 1 xSx x* x 4 x® 

J T +x*~-~J r+x* + 2 4 + 6 •• + 


^4mf *2 

4//I-F2’ 


Hierin ist: 


5) 


P * 0X /* * X0X 

J TT ^=Arcrgx; J = ilg(l +**). 

■> o 

Integrirt man zwischen den Grenzen 0 und 1, so entsteht: 

6) 

/ •i x*m^ x rr , 1 

l + x* - 4 — i + i •••• 4«— 1 ) ’ 

O 

/ I 

T~+**~ = i!g 2—4(1— i + 1 i-... 2m } ’ 

n 

/‘£3-=— h>- *+■•- -nirF.. 

/‘ W = - +s ^). 

O ' 

Für die allgemeinen Formen erhält man: 
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7) 




/ 

0 

1 .-t‘ ,m 8ar 
a+bx 2 

x * m - 1 
A(4m— I) 

ax 4m ~ 3 
6 2 (4m— 3)' 

0 2m— lj; 

"■ Ä 2 ™ 

„2m 

+ 6^-J 

0 

1 0X 

a 4 Ax*‘ 



1 

8) 




r 

x x* m + x dx 

x* m 

rt.x 4m ~ 2 

a 2m ~ l x 

a 2m P* 

xdx 

J 

o 

a+bx* 

b. 4m A 2 .(4m— 2) 

b 2m .2 

o 

a +A^*’ 




9) 




r 

* x Am + 2 dx 

x* m +* 

ax* m ~ i 

a 2m x 

n 2m+l /> 

1 8x 

J 

o 

« + 6.r a 

— A(4m + 1) 

A*.(4m-1)‘" ' A®"+‘ 

Ä 2 ">+V 

0 

a+bx 2 ’ 




10) 




r 

r gr^B-^^dx 

a^ m 4 2 

ax*"‘ 

(l 2m X 2 

n 2m+l /-■ 

1 xdx 

! 

« 

n + ttx 1 ' 

— A(4m + 2) 

A 2 .4m"“ 

+ A*»+ 1.2 

b 2m + l J 

0 

a+hx 2 , 


Hierin ist: 








H) 






P 1 dx 1 

J x + bx 1 ~ 

A 

ArcTga:^" 

b 

a ’ 





12) 






r-. 

o 

£().r 1 

+Äi* - 2Ä 

. n -f A.r 2 

's „ ' 




Aus Nr. 6) leiten sieb folgende 

Integrale ab: 





13) 






f 

o 

1 dx 

f+i 2 ~ 

71 

4’ 





/' 

o 

xdx 

r+i*~ 

|lg2. 





r 

x 2 dx 

r+s» — 






f 

0 

x 3 dx 

r+i»— - 






/' 

o 

x*8x 

l + a: 2 ~ 

?r 2 
4 3’ 
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x b dx _ 

1 + x* ~ 

x e 8x 
l -f-a:® — 



1 

4’ 



U. 8. W. 


Setzt man z® = a:® in Nr. 6) §.2., r = 2m und verbindet die 
hiedurcb entstehende Reihe mit fx im dx und /x 2m +'0a:, integrirt 
zwischen den Grenzen 0 und x und bemerkt, dass 

y* x Ä= 4, Büj und 

o 0 

ist, so erhält man: 


/ 


14) 


I X® m 0X 


1+ X 


I®"-» 


1— ® ,s l— a: (x + 3 + 5 + ""2m— P* 


15) 


/ * x im+lg x , X 1 

1~ i --v | g( 1 -^)-(2- + j+-...^)- 

O 

Diese Integrale führen lur die Grenzen zwischen 0 und 1 auf 
unendlich grosse Werthe. 


§• 10 . 

Geht man von der Gleichung 

1) 


C x m-\ lg = — lg (1 -f x*) — ~ C 

kJ m m ,/ 


x m 4 1 Sx 
l+x * 


aus, setzt 4m + 1, 4m+2, 4m+3, 4m + 4 statt m, und führt 
die im zweiten Gliede auf der rechten Seite angezeigten Integrale 
aus Nr. 1) — 4) §. 9. ein, so erhält man folgende vier Integralformen: 


f 


2 ) 

x* m lg(l-J-a:*)0;r 


= £Ü± , Ig(1 , jArcTgj; 

4m + 1 ® + r ) + 4 m + | 


, x* x i 
4m+l * 3 + 5" 


• + 4^T-fT ) ’ 
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14f< 


3) 


J ar ,m + 1 lg(l-|-a: 2 ;Sx 


a;4mta_|. l 


2 Ar 2 




“ 4/n + 2 , S( , +* 1 )-4 m+2 (. 2 4 + 6 "" + 4m + 2/’ 

4) 

f x* m + a lg(\-\-a:*)dx 
o 

gAin+z 2ArcTg:r 2 x 9 x 9 ^r 4 °»4 s 

: 4™+3 ,g(,+ ^- -Tm+i + asrn«» - ä + 5 — s+* 

5) 

x 4,n + 4 lg(l+x*)3x 

0 

-t 4 " 1 ! 4 — 1 2 Au 2 .x 4 x 8 x 4m + 4 \ 

4/n + 4 x ^ ^4w+4\2 4 6 4m+4/ 

Für die Grenzen zwischen 0 und 1 entsteht hieraus: 


6 ) 

/ » Ig2 re 2 1 

x+'-MgCi + z*)dx = 4)(lH pj + ä(4r»+T) — 4^TI (1 ~* + + 4^i+l ) ’ 

o 

f , ^"’+‘lg(l - 5®fl - dro+J ( I-i + i - 1 + ■•■• + ^j ) . 

0 

/ i lg 2 7i 2 1 

;c 4m + 2|g(l +* 2 )da^=4^j ~ 2(4m + 3) + 4^+3 (1-i + im+B 5, 

ü 

0 

Hieraus ergeben «ich folgende Integrale: 


7) 

J ^ lg (1 + x 2 )dx = Ig2 + | Ti — 2, 

0 

J' x lg (1 -f x 2 )3.r = Ig2— ^ , 

0 

J* x 2 lg(L + x*)dx = |lg2 — 
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14» 


/*i 1 

/ ar 3 lg(l 4 ar 2 )8ar= 

1 o 

/ i 1 n 26 

jr»lg(l 4**)3* =^l g 2+ J0 - 

O 

J' ar 5 lg(l + a:*)Sa:=|lg2 — j|j, 

o 

/ .T«lg(l +x*)dx = ^ lg 2 — Jj + m« 
o 

f * T lg (* + **)&*: = ^ • 

o 

f'*' 1 * (i + x * )dx =ö '* 2 + r-*S’ 

o 

U. 8. W. 

Werden diese Darstellungen auf die fröher angegebene Weise 
behandelt, so leiten sich hieraus folgende Integrale ab: 

8) 

(1 + *) lg(l 4-r 2 )0a: = 2 lg 2 +J— 

1 (l4^) a lg(l4^)S^=^lg24-|-‘f , 

1 49 

( l +x) 3 lg (1 -tx^dx =s 5 lg 2—24 • 

1 (1 4 *)*lg(l +x*)dx = f |g2-~-g, 

1 *19 9— ß| 

(l+a-)*lg(l+**)0* = i?lg2-y-5J, 


U. 8. W. 


9) 

J' (1 — *) Ig(l4-**)3^=|«— 
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/ » 2 jt 5 

(1— a:) 2 lg(l +x*)3a: = — glg2+j -y, 

0 

J ' (1— *) 3 ig(l+a: 2 )0a: =-lg2+^, 

0 

f (1 — ar)*lg(l+«*)0x =-^lg2- 2 5 ’ t 
0 

/ i 2 n 21 

(1— ar) # lg(l + x*)0x=— g- + Jq> 

u 

U. 8. ff. 

10 ) 

J* *(l + tf 2 ) lg(l + a: 2 )0x =ig2--g, 

J' «(1 + **)*lg(l + jr*)0x = glg2 — ^ , 

0 

ar(l+ar*)*lg(I+**)0*=2lg2— 

0 

J' or(l + a: a ) 4 lg (1 +* 2 )0.r = — Ig2 — . 

0 


11 ) 


/ i 2 m lg2 2 m + 1 — 1 

*(!+*■)■ ig(i+* 2 )0* = m +i - wir*- 


12 ) 


J' 1 x(\~- x 2 ) lg(l+**)0* — lg 2 — g> 

0 

J* i(l - a:*) 2 lg (1 + x*)du: = | lg 2— q , 

0 

/ I 131 

x(\ — o: 2 ) 3 Ig(l+a: 2 )0a: =2 lg 2 gg- * 

o 

/ i Iß ßßl 

*(1 — **)*lg (1 + x*)dx = g lg'2 — 3 oö» 
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l>as in Nr. 11) angegebene Integral ist ein besonderer Fall 
von dem in Nr. 4) §. 5. angegebenen, wenn dort r — m, q — 2 und 
p = 1 gesetzt wird. Oie übrigen Integrale lassen sich nicht aus 
den in §. 5. angegebenen Gleichungen ableiten. Man sieht, wie 
die hier aufgefundenen Darstellungen ein reiches Feld der An- 
wendung haben. 


§• H. 

Verbindet man die Darstellungen in Nr. 6) §. 10 mit denen in 
Nr. 3) und 4) §.8., indem mau in letztere die entsprechenden 
VVerthe für m einführt, so erhält man: 

1) 

l + .z* Ig2 n 4 1 

J •* 4m lg i~~$* — ~ 4m+l +2(4^+l) + 4^+i (i+i+ "4m^I ) ’ 

O 

2) 

f 1;r4mfl '«1-5 0 * = 2,»f i + 4m'+2 d + * + *+•••• i) • 

n 

3) 

/ * 1 + *« Ig2 5i . 4 1 

-jx — 4 m _pj— 2(4m-|- 3 )+4m“+3(l+ 1 + ä +"4^fl)’ 

O 

4) 

f + 1+1 +•••• 2^n>- 

Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 

S) 

y^isS“* 3 * =-ig2+j. 

y = 's 2 - 

0 

P 1 1 + ** 1 * 4 

J lI, Sr^ä 03: = -3 , g 2 -6 + 3’ 

0 

r x a. ! + *% 1 

J *' Igprp8*= v 
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/' 

rt 


Ig2 

“ 5 + 

■V 

4 

15’ 

/' 

o 

x * 'K I~^» 0jr = 

3 's 2 ' 



/** 

,, 1 + ar 2 . 

Ig2 


•24 

J 

o 

, KJ~ ^z 0a: = 

7 

Ü + 

35’ 

/' 

» 

7. 1 + ar *a 

* 'SiZ.— z 9 * = 

1 

3’ 



r 

l + x a 

^ 8| g öa: = 

•g2 

9 T 

- + 
18 ' 

4« 

189 


Werden diese Integrale mit den Vorzahlen der Potenzen des 
ßinomiums (l+a:) verbunden, so entsteht: 

6) 


y » i 1 _i_ x i 

(l+as) l 8rzr^s ö - i; = 

o 

/ 

o 

/ 

o 

/ 

o 

/ 


I 4- x* 2 1 4 

(l + ^lgJ^0x=3lg‘2+3« + 5, 

1 4. /r* q 

(1 +ar) 8 lg = lg 2 + ^ , 

(1 +*)*lg J^i0*= ^ lg 2 - ~ ^ , 


„ , NSI > + **9 _ 2» ,119 
(l+a:) s lgj x ^ X — ~ 3 5 ’ 


u. s. vv. 

7) 


— 2lg2 +q-» 


J 1 (1— a:) lg~^ 2 Sa: = 
)*lg^ = 
f\\-x)*\ % \^x =-5lg2 + | 


-?l S 2 + ^ + 


3 * 
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... l+i* 36 2at 94 

(1 -^) 4 l gTZ _— a ar =- ¥ lg 2 - -g + B , 

N*. l+**a 32, 2« 19 

(l-*)»l gf -— ,0x=- -j Ig2- T + 2 » 

U. 8. W w 


8 ) 
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/ I 1 + T* 1 

x(l+a:*)lg|^lj*3^= Ig2 + 

r *(i+**)*i« 1 “*^= -|- 2 + 6 * 

o 

/ I l + ri 7 

a: (l + x«)»lg y£— , 0 o:= 2 lg 2 + 3 , 

O 

/ » „ . 1+x* 1 16lg2 . 269 

+X *)4Ig__0 a: = _ ; - + — . 

o 

U. 8. W. 

‘ ' 9) 

/ 1 i + j-i 1 

X (1 — .T®) lg j — ^5 8x—\g‘2 — 2 > 

O 

/ i 1 + :r 2 4 5 

x(l- a :*)*l g ‘i^ 0 a r=glg 2 -?, 

O 

y* x(i-««)*i g ji| s a*= 2 i g 2 -g, 

o 

/ > „ 1+x* 16lg2 131 

x(l-x*)*lg i -__, 0 ^ == -^- _ 

0 

U. 8. W. 

Diese Darstellungen lassen sich leicht weiter verfolgen. 


5 . 12 . 

Werden die Gleichungen Nr. 6 ) §. 10. und Nr. 3) und Nr. 4; 
§. 8 . zusammengezählt, so erhält man folgende Formen: 


1) 


/ 


/ x*”lg(l ^*)^- 4m ^|+ 2 (4 m+ ])-4 m+ i( 1 +H-£+-. 4ra+ j), 


Theil XXXIX. 


11 
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2 ) 

/' ^Mg(l-^)ta=^ 1 - 5s 1 TI ( | + l+i+.. äs ! fl ). 

3) 

f x 4 "+ a lE?(l - 47^3 — 2(4, ^f3) 

— 4m+3 (i+ ' + I ' r + •" JmTS^ 

4) 

/ ^te(l-^)3x=-^ , T i(l + i + *+--mh)- 

Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 

5 ) 

J lg(l-x«)0* =3lg2+^-4, 

jf xlg(l — x*) 8 x =lg2 — 1, 

/' ar 4 lg(l — x*)dxz=lg2 g — g> 
jf **l8(I — x*) 8 x = 

/' *»ig(i-^)a*=-|- 

/ ar®lg(l-a^)Sx = 3 lg2- 
f* x* lg (1 — x*)dx— —y— 
f a: T lg(I — x*) 8 x= — Ä> 

O 

/ i 1 n 23ß 

•* 8 Ib( 1 * 4 )0*=jjlg2+ T g 4^’ 

U. 8. W. 

Ebenso erhält man durch Anwendung der angezeigten Methode: 

8) 

f (l + ;r)lg(l — x*) 8 x =4lg2 + iJt — 5, 


31g 2 n 

24 

~5 +10 

25’ 

1 , „ 4 


3 s2— 9’ 
31g2 7t 

40 

~1 Ü 

“147 


f (l+ar)*lg(i— x*)0a:=6lg2+4»- 


58 
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/' (l+x)Mg(l-^)0*=cj| g 2-^, 

jf' d+*)*ig(i 


7) 

/ (1— *)Ig(l — x*)8x =2lg2+in— 3, 

O 

/' (l- a r)*lg(l-**)0*=2lg2+i*-^, 

/ i 

(l-*)>lg(l -x*)3xy= 3 l g 2- g , 



(1 — ar) 4 lg(l — x*)dx = 


28lg2 2 ji 197 

5 75 ’ 


/ 


(1 — x)®lg(l — x*)dx = — 


8 ) 


/ x(l+x*)lg(I — it*)8x =lg2 — 

*(l + **)*lg(l-*«)0*=^-^, 
/’ x(H-x»)*lg(l- a r«)0^=2lg2-gJ, 


f) 


/’ x(l — x*)lg(l — x*)0x =lg2 — j, 

/' *<l-**)Mg(l-*«) 0 te=^-i|, 

/ > 67 

Xtl-x*)*lg(l- a r«)0 a : = 2lg2- ~ , 

U. 8. W. 

Ferner erhält man aus Nr. 6) §. 5. : 
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. 10 ) 

f *»(!— a^)lg(l— x*)dx = — ^~, 
/ **(l— x 4 )*lg(l — x*)dx = — jyg. 
jf x 3 (l — x*) 3 \g(l—x*)dx=—j^j^, 

f ar*(l — a^)"lg(l — x*)3x = — 


^ §. 13. 

Wird z — x a in den Gleichungen Nr. 2) und 3) §. 2. gesetzt, 
wird die erste der hiedurch entstehenden Keihen mit fx^Sx, 
f x tm + l dx, fx^+^Sx; die zweite mit fx^^dx, fx tm +*d x, 
fx^+^dx verbunden, und werden die Integrale zwischen deo 
Grenzen 0 und x genommen, so erhalt man folgende sechs Formen: 


1 ) 

f 1 x tm dx f x dx x* x 7 j.«m— s 

/ T+&-J r+i» -(a: ~ T + 


2 ) 


f 1 X°m |!3x f x xdx fx 1 X* . X 8 

X«m-1 ^ 

4 1+ai 4 4 1+*» V2 5+8"" 

6m- V’ 

3) 


f x x 6m (*dx f* x % 8x fx 3 x 8 x 8 

4 1 +x 3 “ 4 1 + * 3 \ 3 6 + 9" 

x 8m \ 

6m/’ 

4) 

- 

f x ar #0, + s 3x f x öx x* x 7 

4 1 + x* “ 4 l + x* +a:_ 4 + 7 

, x 8 ”H- 1 
” + 6m + I’ 

5) 


/** x*"+ 1 3x f x xdx X® X 4 X* 

4 1+x* ~ 4 l+** + 2 5*8 

X»m+* 

•••• + 6^+2’ 

6) 


ft x tm + 3 dx /** X*0X X 5 X 8 X 8 

4 1 + X* — 4 1 + x 3 ^ 3 6*9 

x«^f* 

••• + 6m+3‘ 


Hierin ist: 
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7) * 

f 1 Sx (l+x)* . . arV3, 

J r+P=l« , 8iS^ n + V3ArcT K ^, 
f'n*=i '«<■+*■>• 

Für die Grenzen zwischen 0 und 1 gehen diese Integrale in 
folgende über: 

8 ) 


C x Sx ri 

J T+^*= i(lg2+^), 

j+p=-*(1g2-^), 

/*' x*dx 

•/ T+P= ^ß 2 - 


Durch Einführung dieser Werthe in Nr. I)— 6) erhält man fol- 
gende Integralformeln : 

9) 

r 1 x tm dx 1 „ , X 1 . I 1 „ 

J 1 + ar» — g(lg2+ v3 ) (> 4 + 7 ■••• 

o 

1« «■*»/' 1 . 1 1 \ 

'3 (g2 V3 y2 5 + 8 -■ 6m — 1/ ’ 


1 x^ m ^dx 


1 + a: 8 


/ 

o 

r'x*~i'8x i. „ i„ i . i i , 

J 1+ar» ~ 3 lg2 3 (l 2 + 3 — ln?’ 

O 

/ I 1 n 11 1 

f'+,T-=-3 (lg2 + ^ ) + (1 -4 + 7--“ + 65rri ) * 

o 

p i x 6m l*dx I„ „ * , . f\ 1,1 , 1 

J 1 + or* ~ 3 (g2 V3 )+ U 5 + 8 • + 6m + 2/’ 

o 

/ » x*”+*dx I. „ l /t 1 1 1 

l+x * 3 g ‘ + 3 ( 2 + 3 " + 2m + l ) ' 


Die speciellen Fälle hieraus leiten sich leicht ab. Benutzt 
man nun die Gleichung 
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10 ) 


yv-i Ig(i+^)a* =^ig(i 

führt allmälig die Werthe 6m-fl, 6m -f 2, .... 6m -f 6 eia, so er- 
gibt sich au» Nr. 1)— 6) und Nr. 7): 


11 ) 


X tm + 1 lg (1 -f-.T*) 


f'x «-i g (i 6ra+] — 

o 

1 (1 + .t)* xV§ 3 j 4 x 7 a; 6m + 1 

J 1 lg (1 -f x») dx = ■ 

O 

1 3 X* J» J g X 8 »+* 

~6m+2 ( * g x*-x+l _v3A Tg 2— P 6m +2 2 5 + 8 * + 6m + 2‘’ 

r l ... (x*"+«+J)lg<l+*«) 

J * #m+ * 1 P( 1 +**)**= 6m -<-3 

O 

3 /x® _ x 8 x® _ X 8 "jf *\ 

~ 6m-f 3\ 3 6 + 9 "" + 6m+3/ ’ 

f ' ;c0m+, lg <* + x *> dx =~ ^+ {— 

O 

fon+4^ ,g ä^^^"*’' /3ArcTg ^x^6^M (a;— 


p x^+^lgfl + X®)0X = 


X 8 ’"! 8 lg(l -f X®) 

6m + 5 


1 (1 ■fa’)* x\ 3 3 x* jr a 5 

'«™+ S (^^ 3ArcT ^+taf^ - 5 + 8 --en.+s)’ 


(x 8n, + 8 — l)lg(l -f X®) 


J ' ■ x 8m_ i 8 log ( 1 +x*)3x = g m +ß — 

O 

3 /x» x 8 x« x 8 "'+ 8 \ 

+ 6m+6^3 6 + 9 6m + 6/’ 

Hieraus erhält man für die Grenzen zwischen 0 und 1 : 
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12 ) 

/ * 21e2 n 

^«-1 S (1 -l-a:») =g^VT + (%+T)V3 


159 


6m 1 1 


(1-i + l— —+6m+l)’ 


/' ■ r8mfl 'S« 1 +*’> 8 * = (6^WV3 _ + ““ -•+6^+2 ) ’ 

fl 

0 

f 1 *-!»Jg(l -f (6w ^4j | y3 - 6 ^+ 4 )’ 

0 

f 1 x*"^\z{\+x*)dx = ^~ 


5 (6m + 5)V3 

3 


+ 6m+5 (i-l + ä ~- 6m + 5 )l 


/ 1 ^• | g( | +**)^g^ (1 ~* + *~ i “*““2^+2 ) - 

O 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 


r 

0 

lg (1 + x*)dx = 

2lg2 + 

r 

0 

jrlg(l + x*)dx = 

n 

2V3~ 

r 

A 

ar*lg(l + x 3 )Bx— 

2lg2 

3 

u 

r 

0 

•r*lg(l + x 3 )dx=z- 

?_ . 

4 y3 ' 

r 

A 

ar*lg(l + x 3 )dx = 

2lg2 

5 

U 

r 

0 

■r*lg(I + x 3 )Bx — 

1 

12’ 

r 

x*lg(l + x 3 )Bx = 

2l g 2 
7 + 
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f * r| g(l + **)8*= g^3“ä’ 

0 

/ I 2le2 5 

a:®lg(l + x*)dx = — g 5 ^ * 

' o 

f ' ^ig(I+**)8*=-i^3+iJg> 


Mit Hülfe dieser Darstellungen lassen sieb nun auch die Inte- 
grale von folgender Form: 

j* (ldb*)"lg(l + x 3 )dx, J* (ljra^lgfl+tf^&r u. s. w. 


/> 

\ 

finden. 


§. 14. 


Setzt man in der Gleichung Nr. 6) §.‘2. z = x 3 , verbindet das 
hiedurch entstehende Resultat der Reihe nach mit fx^Bx, 
fx 3m + l 3x, /jt*"+ 2 0x und integrirt, so erhält man: 

1 ) 


* x 3m dx 

-f ’ 

Bx 

X* 

( ~ 1 1 

* r . 

/; 3 m—'l 

l—x» ■ 

J 

0 

l-x» 

l* + 4 + 

7 + " 

"3m— 2 )( 

* j: 8rn + 1 dx 

r* 

xBx 

Ar* x» 

X 8 . 


l-x» ■ 

V 

0 

1— X 3 

V2 + 5 + 

8 + " 


* x 3m ^dx 
1—x 3 ■ 

-r 

x*dx 

T=X»~ 

/x 3 x * 

U + 6 + 

x * 

9 +• 

* ta \ 

3m/ 


0 

Hierin ist: 


2 ) 
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Durch Einführung dieser Werthe in Nr. 1) entsteht: 

3) 

/ * x* m dx , , It (x— 1)* _ .ri/3 

ü=x» = -* (ilg ^ +X+1 - V3ArcTg ‘FM ) 

0 

* . X 4 X 7 ^301—2 

— («+-J- +y + --jß^r 2 ). 

pi x *m+ (*— 1)* T xv3, 

J !_*» 4(ilg J*+^+I+V34 r cTg2qp^) 

o 

( x 2 x 8 x * j.sm— 1\ 

2 + 5 + 8 + ““äE^V* 

/ I a.Jn.+s&r , . „ fx 3 . x* . x* x*”\ 

0 

Diese Integrale haben für die Grenzen von 0 und 1 unendlich 
grosse Werthe. Benutzt man die Gleichung 


4) 


und schreibt hierin 3m + 1, 3m + 2, 3m + 3 statt m und führt die 
angezeigten Werthe aus Nr. 3) ein, so entsteht: 


r 


5 > 

* 8m lg(l - x 3 ) dx = } 

0 
0 

- 1 ,.■/*- ’)* , , T *V3 3 /X* ,x* ,x* , 

3m+2 (,lg a:»+a:+l +V3ArcTR 2+a: ) 3m+2( 2+5 +8 + "3m+2 y )’ 

/ 1 x»™+ 2 lg (1 - x 3 ) 0x = fa^-J^lgCl-x») 


3m 


]_ fx* i x * t .T Sm t 3 '\ 

+ 3\3 + F + —3^+3/ 


Wird nun zwischen den Grenzen 0 und 1 integrirt, so ent- 
steht aus Nr. 2): 
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6) 

0 

/ * xbx n 

r Z i i = -i(lg(*-l)-ilg3 + ^ 3 ). 

0 

Hierin wurde lg(a? — 1) vorerst belassen. Bemerkt man, dass 

so fallen die unendlich gross werdenden Werthe aus den Dar- 
stellungen weg und die Gleichungen Nr. 5) gehen in folgende über : 

7 ) 


**"lg(l— • T *) 8ar -2(3m + l) (,g3+ v3) 3m+l (,+ 4 + 7 + "3m+l ) ’ 

ar s ”+*lg( 1 -ar*)ax= 2 ( 3m+2 )(lg 3 - v g) - g^j^+S+S +-3m+2 ) ’ 
o % 

f ' + 1 + ^ + .... -Jr,). 

O 

Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 


8) 

f lg(l— a: s )Sa: = 3, 

0 

f *lg(l-**)a*= jlg 3 j^g — j • 
* 0 

J' <c*lg(l — x^dx — — 

f ' ** ’gC ~ x '> dx = ¥ + 8^3-16 
0 

J' J*lg(l— x*)Sx = — 
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168 


J* a: 7 lg(l — x*)dx = 


/ i 11 

■* 8 lg(l— x 3 )dx = - gj 


lg 3 , 

TC 

117 

14 + 

14 V3“ 

'196’ 

lg3 

n 

99 

16 

16^3“ 

~320’ 

11 



~ 54' 




U. 8. W. 


Auch hieraus lassen sieb nun leicht nach der angezeigten Weise 
Integrale von der Form 


J "* (1 dt:r) m lg(l — x*)dx, J 


(l±**)»lg(l-ar*)8ar u. s. w. 


ableiten. Eine der hieher gehörigen Formen leitet sich aus Nr. 6) 
§. 5. ab. Sie ist folgende : 

9 ) 

0 

Ehen so kann man die in diesem und dem vorhergehenden 
Paragraphen erhaltenen Resultate mit einander verbinden und 
dann Integrale von folgender Form: 

/ ' | 4 r3 /»i 1 + »3 

x ™ _1 Sx ’ J ^ ig i_ x a Sx u - 8 - "■ 

n 0 


und 


j* x m ~ l lt((l —x 6 )8x, j* (l±x)"lg(l — a: e )u.s.< 


ableiten und diese Darstellungen beliebig fortsetzen. 


§. 15. 

Setzt man i = x* in Nr. 2) und Nr. 3) §. 2., vervielfacht mit 
fx^dx, fx Sm + l 8x , .... und integrirt zwischen den Grenzen 0 und 
x, so erhält man folgende acht Integralformen, die wir in abge- 
kürzter Gestalt angeben : 
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a4«-* 


/ * x^dx p* dx „ „ , „ 

TT* = J TT* — z i 4^zi3 * 

0 0 

/ x j 8 m+l P 1 «T 4 “—* 

T+^= y r+p-w-^ra- 

o 0 

/ x xBm+Vfa nx x*$x _ „ , . jr 4 “ -1 

t+> = J rr*-^ m( - )u ^r-v 

0 0 

/ * jr 8m + 3 öa: P * x*&x I 

J + j 4 J 1+ j 4 1 ' 4ii 

o o 

/» * a .8m+40 a . Ä 4 “+ 1 

J l + * -J Id-* 4 * 2 “ (-)u 4iT+T’ 

O 0 

/ * ar^+^flar P x xdx „ / a^“+* 

t +^ — ~J tt* + £ ° ra( ~ ) “sr+2 ’ 

0 0 

/ * x^+tdx P z x 2 dx m __ , x :r 4 “+ 3 

\+*-~J i+i* + ^ m( " )ü 4ir+3’ 

0 0 

f z * m *z x _ r*x*dx 2m *** 

J 1 +*~~J l + ar* + ‘ £u ( } 4« + 4‘ 

0 0 

Die hier erforderlichen Integrale sind : 

2) 

/ * fix 1 a:® 4- xV2 +1 m xV2 

TT*~4v2^*-xV-2+l +2ArcTg r~x ) ’ 

O 

/ * a:0:r , 1 n 

r+i* =_4Arclf? F» + 4’ 

/** 1 .t*+£V"2 + 1 , „ £V2 

J i+x*~4V 2 ( ,g .z*~*v2 + l +2ArcTg l-> 

O 

/' 

0 

Für die Grenzen zwischen 0 und i gehen diese Integrale in 
folgende über: 
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3) \ 

P 1 3x _ 1 2 + V2 

J 1 +x 4 4V2 g 2 — V2 ' w '’ 

O ' * 

/ * ar0£_ jt 

TT3*“ff' 

o 

Z* 1 x*dx _ 1 , , 2 + V2, , 

,/ 1+x* - 4v2 c ~‘ 6 2-v2 + n '’ 

O 

/ * a: s 0x 1 

I+^=3'8 2 - 

u 

Hieran reiben sich folgende als Fortsetzung der Integrale in 
Nr. 3), wenn die Integrale in Nr. 1) zwischen den Grenzen von 
0 und 1 genommen werden: 

4) 

. /** x*dx 1 2 + V2 , . , 

J l+x*~ 4V2 (s 2— v2 + ,t) + 1 ’ 

P 1 x*dx n 1 

J r+? - "8 + 2’ 

O 

P 1 x«dx I , , 2 + v2 , I 
J l+x*~ 4v^ <_lg ‘r=v2 +7l)+ 3’ 

O 

P' X*dx 1, - 1 

J l+*«-~4 ,g2+ 4’ 

O 

f 1 x*3x _ I 2 f V2 4 

J 1+x*— 4V2 (s 2 — v2 + ,l) 5 ’ 

O 

/ * x 9 8x n 1 
T+x*~ 8 “3* 


Wird nun die Gleichung 


5) 


/— w^-sagiss-4/jg.. 

oder, um die Entwickelung abzukürzen, 
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6) 




x m + 3 8x 
X* 


benutzt, und zu dem Ende in dem zweiten Ausdruck auf der rech- 
ten Seite die angezeigte Substitution aus den Darstellungen Nr. I) 
und Nr. 3) gemacht, so erhalt man folgende Integralformen: 

7) 

/ » lg‘2 1 2 + v*2 

*•"'*(' + *^ te =fiT+l + (W+I)v2 (lg 2-^V2 + *> 

— SmTl -4 + *-••••+ 


(1-1+1-...+—,), 


ri Ia2 1 2 + V2 

J *■•+* lg (1 +**)&* = gjjqpg + (8m + 3) V2 ( “ ,g 5=V2 + n) 


8m + 3^’ — * "l" ^ "^öiä+S^ 


arpi. 

| 2 2 1 2 + v2 

J • r8 " H lg ( 1 +- r4 ) 9a: = 8 ^ + 5 ” (8m + 5) V2 (lg 2— v2 + n) 


8m +5 


(1 — ( + i — ....- 


1 


SnT+5' 


lg2 


8m + 6 2{8m+6)^4m+3^~ , "^ s ~ 4m+3^’ 


f j: am + s lg(l+x 4 )0x= 

O 

/ » | e 2 1 2 + V2 

| g ( | + x «)8x= g— ^ ~ (" 8m + 7) v ä ( ~ 'g 2 + w) 


+ 8SiT? (W + 


/ 1 *<>»+* lg (1 +x*)8x= ( 1 - i + i - i + .... - 5 ^^). 


Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 

8) 

/ * 1 2 + V2 

lg(l +x*)8x =lg2+ ^(Ig 2 -,^y 2 + w) — 4, 
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Jf .tlg(l -fa^Sar =4lg2 + |— I, 

/ i l e 2 1 24-V2 4 

**»«(! +**)** = -i + *)“9 * 

J *»lg(l+**)ar=glg2— 

•1 Ä ’ 

/ i le‘2 1 2 + V2 16 

./* x®lg(l+x 4 )3a: — — ^ + 

/»i lc2 1 2+V2 16 

J * # lg(l+**)8ar = ^ — f^<- | *2^^ + * )+ !47' 

S * T lgO+* 4 )0*= 

Jf' *»i g (i+*«)a*=^+ jj^a +*)-]§• 

U. 8. W. 

Hieraus lassen «ich nun wie früher Integrale von folgender Form: 
f (l±*)"*!g(l -\-x?)dx, J“ (1 +x*)™lg(l+a^)0a:, ».8.vr., 

n O 

eben so durch Verbindung mit den in §. 12. aufgefundenen folgende: 

/ * | 4- x* /*> 

^ ^ dx i J ar m_, lg(l — x*)dx, u. s. w. 


ableiten. 


$. 16 . 


Wir verfolgen jedoch diese Darstellungen nicht weiter, da 
die Methode zu ihrer Auffindung gezeigt ist, und wenden uns zur 
Darstellung noch anderer hierher gehöriger Integrale, deren Be- 
nutzung im Folgenden nüthig wird. 

Durch Division erhält man: 

1 Ol x ~ % 

1 +X + X*~ X ~ X + 1 +* + **’ 

Behandelt man den begleitenden Bruch wiederholt nach dem in 
dieser Gleichung liegenden Gesetze, so entsteht: 
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_1 

1 + x + x* 


1) 


x~ % + x~ A + x ~* .... ar- Sm + 1 

-(*-»+*-«+ar-»....a^*»)+ l iJh* ' 


Verbindet man diese Darstellung der Reihe nach mit / x* m cx, 
fx 3m + 1 8a r, fx 3m + 2 8x, so erhält man drei Formen, welche der 
Reihe nach mit den Integralen 


/ dx f xdx f 

l+x+ar*’ J I+jt+i 1 ’ * 1 


x 2 8x 


l+i + i 1 ’ " 1+jr+i 1 ’ " 1-t-i + i* 
begleitet sind, von denen das letzte in folgendes: 

/ rfSb -A-/r£&» to 


übergebt. Nun ist: 


/ 

/ 

/ 


dx 


2 ) 


2 2*+l 

“ V3 ArcT ® ~ V3~ ’ 

=ilg(!+a:+x*)-^3ArcTg-^ 1 . 
T f±L.,0a:=ilg( I +a:+**)+^ArcTg^. 


1 +x + x 2 

a:0a: 

1 -|-a;-|-a:® 


Werden nun die so aus Nr. 1) erhaltenen Reihen zwischen den 
Grenzen 0 und x integrirt, so erhält man folgende drei Formen: 


/ 


i=i75 ArcT 8 


x 3m 8x 
l+x + x 2 v3 

2 


3 ) 

2x+l 


- X ® X 8 x s»-l 

V3~ + “2 + ¥ +¥ — ‘ +3^=1 


- v3 ArcT *I7ä— ( X +T +V •• + 


5 V3 


3m — 2 ‘ 




/ 


f+x+ar» 


ilgO+ar+^-JgArcTg^+iArcl’g^ 


+ 


a: 3 , a:® , x* 
3+6+9 



2 + 5 + 8 


+ .... 


a Sm— 1 \ 
3m^ly ’ 
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/ * 1 Ot + I 1 1 

+ *+**> ~ yg ArcT S^r + y5 ArcT B^3 

X* X 1 X 8 "^ 1 

+ * + T + T + -■ '3^+1 

/x’x 8 x» x 3m \ 

V.3 + 6 + T + --' asry- 

Hieraus erhält man für die Grenzen zwischen 0 und 1 folgende 
Integrale : 

. 4) 

/ » x 3m Sx lt , , 1 1 

1 +ar + x» “ 3^3 + 4 + s + 5 + •"• 3^1 “ (1 + 4 + ^ + •• 

/ * a: 5m + 1 3a: n 1 1 

i+x+x* =4, s 3- öv3+K , +H4+--)-(i+i ^ +*+ 

/ 4 ar 8m +*öa; ?r I 1 

l + x + x* =_4lg3 ~ 6V3 +1+i+f+ ‘3^+l -W+W+....J). 

Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 

5) 


7t 

3V3’ 

-Üg3- 


6V3’ 


- 4 'S 3 -6V3 + 1 ' 


/*» dx 
J 0 1+x + x*' 
f 1 x8x 
•5 1 + x+x 2 

/ l x 2 0x 

1 +*+*•' 

/ * x 3 3x 

l+x+x*~ 3v3' 

f 1 _ 1 1 n n 1 

*5 1+x+x 2 * ® 6y3 6’ 

f 1 x *dx _ « 11 

•J 1+x + x* 4 ®“ 6y3 ' 12’ 

/*, 




x 8 3x 


l+x + X 2 ~ 


JL n 
3v3"ao’ 


Benutzt man die Gleichung 

f x-Mgd+x+x^ax^^lgd+x+x^-i/j^^ 

2 /* x m + l 0x 
m«r 1+x + x 2 ’ 

Th«ll XXXIX. 12 
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so erhält man für die Grenzen zwischen 0 und 1: 

6 ) 

lf ‘ ~lf T+J+X* 

Wird nun 3m + 1, 3m + 2, 3m -f 3 statt m in Nr. 6) geschrie- 
ben, werden die angezeigten Integrale aus Nr. 4) eingeführt und 
die hieraus sich ergehenden Resultate zusainniengezählt, so erhält 
man folgende Integralformen : 

7 ) ' 

/ i 3le3 n 

x* m lg (1 + x + x a ) 8x = 2 ^,+T) + 2(3mTT)V3 

) + öt 7 


+ 3m+ 1 (*+»+*+ — 3m — V T 3 (3m + 1) 


d + i+*+-.-) 


-3Äl< , +i+ } +-"3^Tt ) ’ 

/ * Sm ‘ 1 lft(l+ar+ **)&*= — -, {im + 2 ) v 3 


l 


"*’3(3m+2j ( ^^^^'‘"m ) ^ 3m^f2 (1 ^^^^""3nTfI^ 
3^Tä (4+; + ä+ "'3^+2 ) ’ 

^ , x»»+n g( i+x+x« ) a*=— ^ ( i + i+f + .-3^) 

+ 3m +3 ( * + J 3m+2 ) - 3X3m + 3) t 1 + *+* •••• fTT+l* 

Zieht man die drei Reihen in eine zusammen, so erhält 
man aus Nr. 7) : 

8 ) 


Jf ar ,m lg(l -f x + x 2 )dx = 

O 

1 


3 lg 3 


2 (3m +l) + 2(3m+l)v3 

+ ^(-2+i+ 4 -i4i + l...+3^ + i-3^ ri 


), 


3lg3 ji 

2 (3 m + 2)V3 “ ^3m+2) V3 


Jf jr Sra + 1 |g(l+o: + x 2 )ca? = f 

O i 

+ 3^T2 (1-? + i + i-l + S "•• + ^ + 3^1 _ 3mT2 ) 
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f 1 *»”•+* lg (l+ar+:r*)0a: 




+ 3m + l + 3m+2 


3m +3' - 


Hieraus leiten sieh folgende lutegrale ab : 


9) 

/ lg(l+* + a: 2 )03: =— f^ + 2 ^ 3 “‘ 2 > 

J a:lg(l + a:+a: 4 ) 0 J: =- f - 4 ^ 3 » 

/ 1 „ 5 

x 4 1 g ( 1 + x + ar*) dx = jg • 

/ » „ 3lg3 rt 5 

ar^lgfl +a:+a : *)0x = -|- + 

/*' ^41 /1 . . 2\n 3I S 3 n , 11 

J ^ l S( , +^+^) 0 ^ = To'-lOV3 + 3ÖÖ’ 

/ a-*lg(l+a:+a: , ) 0 »= J 2 jj» 

/ 1 „ 3lg3 Jt 111 

ar»lg(l+ar+ar*) 0 x = - T |- 

/ > 3lg3 n 17 

*Mg(l+ a :+a ; *)0*=- T g-- i g^3 + 5g ö . 

/ 1 2509 

x s lg(l+x+a:*)0a: = ^g^ » 


Werden diese Integrale mit den Vorzahlen der Potenzen des 
Binomiums (lix) verbunden, so entsteht: 

W) 

f (l+a-)lg(l + x + a: 2 )0J: = 4 l g 3 + 4 ^ 3 — 2 » 

/ 1 31 

(1 + .r) a lg(l +x + ar*J0j: = 3lg3— jg> 

ft . „ „ 33 lg 3 n 19 

/ (l+x) 3 lg(l+a:+a: 2 )0^=— g" 8^3“ 12’ 

/ » . . . „ 63lg3 rt 589 

(1+ar) lg(l+.r-f:r )0:r_ ]ö 10v3 _ 300’ 

u. «. w. 
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11 ) 

jf (1— *)lg(H-x+a;*)0* = j l S 3 + < ^3 — 2 > 

/ i n 31 

( 1 — x) 1 1 g ( 1 + x + x 1 ) dx = ^ — j g . 

f (l-a;) 3 !g(l+x+ar*)0j: = -^|- + g^— 

f (l-*)Mg(l+*+a^0*=-^j§2 + iJ^ + göS- 

U. 8. W. 

§• 17 . 

In gleicher Weise lässt sich das Integral 
/ x m_1 lg(l — x + x*)0a: 
darstellen. Man erhält durch Division : 

1 ) 

T=hF*=*-* ~ *-'+■*-*- *" •••• (-) r - *- Sr+l 

-f- x~ a — ar-®+a:-* — x - 1 * .... ( — ) T ~ 1 x~ tr , 

und man hat in dieser Darstellung zwischen einem geraden und 
ungeraden r zu unterscheiden. Es entstehen daher bei Entwicke- 
lung des vorstehenden Integrals sechs Formen, von denen jede 
zwei Reiben mit abwechselnden Zeichen umschliesst und von den 
Integralen 

f 8x /* JT0.T f x*dx 

jü-ar + a-*’ j + J 1— x+x* 

begleitet ist, von welchen sich das letztere auf folgende Weise 
zerlegt : 



Werden die aus Nr. 1) sich ergehenden Reihen der Reihe nach 
mit f x tm 8 x, fx tm + l dx, .... fx tm + i Sx verbunden und zwischen 
den Grenzen 0 und x integrirt, so ergehen sich folgende Formen, 
die wir in abgekürzter Gestalt angeben : 
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/ «■ x 6m öx f* dx „„ , x 8 “-* 

/" x ■r s "'+ 1 o.r /" x x9x „ , , x 3 “ arSn-J 

/ * a:«‘"+®3a: f x (x — l)9x , _ „ a: 3 “+ 1 a:»« 

/ *X«"»+*3x OX x S “+® 

r-x+x 8 =-^ i=^+w-)- STä +^-(-)- 

/ * x«”-M9x /* xdx . „ „ , x 8 “+ 3 

1— x+x*~ J 1-x+x® 1 ‘ £ °“ ( 3ü+3 + 2? ° 1 " 3S+2’ 

/‘*x 6m + s dx f 1 (x—1) dx ,,, x s “+* 

•( 1 — X Kx* —~J 1— x+x* — 0 ) B 3 b+I 

x 8 “+ s 

+x ° lra <~>“35r+3- 

Die begleitenden Integrale haben folgende Werthe: 

3) 


x 3 “+> 

3«+r 

x 8 “+ 2 


fr= 

o * 


dx 


x -f x® V3 


= I/T Arctg 


2x — 1 
V3 


+ ^3 Arct S^3’ 


/ * x9x , . . „ I j 2x — 1 ] 1 

l^+^= il * (1 -* + ^ + V3 Arct S-y3- +v3 Arc, gy3' 

1— x+x* ex “ i,g(1 ^ + " c) “v3 Arctg_ v3 _- v3 Ärct gy3- 

Werden die Integrale in Nr. 2J zwischen den Grenzen von 0 
und 1 genommen, so gehen sie mit Rücksicht auf Nr. 3) in fob 
gende über: 

f i=*fe=m -( *~ s +l w... - jjt-). 

/ * 7t 1 1 

T=^+^ =_ ^3 +1 -i +; -"-+S^-i( 1 -i + ^-- 2 i)- 

/ > x«”H 8 0x 2 ji 1 1 

r^+^ — — 3v3 + i — i+ä " + 6^+2 + 1-i+i ~"- + 6^’ 
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*+*»- 3v3 + i(I *+*" + 2m+l )+ * 1+ * M>m+2’ 

(I ... ]_ 1+ T a „. + . + _!_> 

./ 1— + ,+T " 6m+4 )+,(l ,+ * " + 2iii+r’ 

Hieraus ergeben sieb folgende Integrale : 

5) 


dx 

2« 

1 — x+x 1 ~ 

3^/3’ 

xdx 

n 

1 — a+z* 

3 V3 ’ 

x 2 8x 

---+1 

3t/3 +I ’ 

r — x+x * 

x s 8x 

2?r 3 

~3v3 + 2' 

1 — i+a* 

x*dx 

n 5 

! — x+x 1 

— 3v3 ' 6’ 


f 1 x b dx 7i 5 

J r^är+S* - 3v3 ~ 12 ’ 
f 1 x 6 8x 
% 1 — x+x 1 


_2n 21 

3V3 2Ö’ 


u. s. w. 

Benutzt man die Gleichung 


/* r m 1 /* r m Pr 

7 a;»>-*lg(l x+x*)dx— — lg(l-a:+a:*)+ m J Y-x+x* 

2 /* ar m +’0a: 

w' 1 — x + x 1 ’ 

welche für die Grenzen zwischen 0 und I in folgende übergeht: 

6 ) 

/* 1 „ 1 /*' x m 8x 2 /*' ar^+'Sa 

•r ev ' rn 1 — x + x * m*r 1— a: + ar a 

und setzt hierin der Reihe nach Gm + 1 , Gm + 2 6m + 6 statt 

m, so ergeben sich mit Rücksicht auf Nr. 4) folgende Integralformen : 

7) 

f ~ * + **) i>* = (6m+l) V3 + 3(6mTr) (1_U *~" - ^ 

1 i 2 1 

~ G^r+l (i “ ' + — " 6m+I (1 - * + i - -■ +6m+ 1 } ’ 
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,f f ‘ '« ( 1 ~x+.r')dx - ((iw+2) ^3 3 (6m+2) ( 1 i+* •••• 2m ) 


ö in + '2 


'(6m+2) V3 3(6m+2) v 

I 2 

Cm+1 )— 6m + 2 ( 


I | 2 „ 1 

2 ^ — * + * — - + +6m+2^’ 


J ‘ X-+*lg(I-*+^=g~(l-i+ }-.... + 0 ^) 

1 12 , 1 

- 6 ^+ 3 (4 ~ 4 + 4 ~ + fi^Tä ) “ 3(ümf 3)^' 4 +4_ • + 2^+l ) ’ 


f x 8m + s lg(l-x+x l )Sx= - 


5+ß_. 1 •+6 m ,^. 2 ) 


(6/n-f4) V3 6m+4 v 


1 /t 1 x § 2 I 

~3(6m+4 ) (1 ~ 4 + 4 — + 2i^+T )+ 6^+4 (, ~ *+!—•••• +^ 4 . 4 ). 

/' *«-+*lp(l -x+x*)Sx= - V 3 

+ 3 (Am + 6) (1 ~ 4 + 4 — — + 

+ 6^+5 (1 “ i+4 ~ “~6S+4 )+ «i.+8 (4 ~ • + i “6^5)’ 

/ 1 *«”+ s Ig(J -x+x*)3x= - g^g (1 - 1+ > - •••• - Q—Ti) 

0 

+ (toi +Ö (4 “ 4 + 1 — Cm +5^ + 3(6m+6 ) (,— 4 + 4_ 4 •• _ 2^+5 ) ' 

Hieraus leiten sieh folgende Integrale ah: 

8 ) 

J* lg(l— x + x*)0x =^j— 2, 

0 

f xlg(l— X+X 2 )0X 1, 

O 

^ X*lg(l —X f X 2 )0X=— |'g, 
o 

/ I TT 5 

x»lg (1 — X + X*)0X= - + J2 - 
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f l ^Igd-ar+^V^-jJä + IgJ. 

O 

/ » 7 

■z® lg (1 — x + x*) dx = — jgjg , 

O 

j" *®lg(l-* + **)0* = ~-^|, 

O 

/ i n 401 

* r lg(l“* + **>^= 8 VÜ- 16 ffi’ 

o 

U. 8. W. 

Ferner ergeben sich hieraus folgende Integrale: 

9) 

/ ) 9- 

(I+o:)lg(l— = 2 v 3 - 3 , 

/ i o_ <^> 

(l+a:)*lg(i j:+a:®)Sar = v3 — 18’ 

/ I Q-rr IQ 

( 1+a:) 3 lg (1— a:+x*) dx = ^3 — , 

/ ' (l+:r)*lg (1-*+**) 0^ = 5^3 - ^ . 

/•i ßQ 

./ (l+ 3 T)®lg(l— X+X*)dx = — jQ, 

U. 8. W. 

10 ) 

/ (l-ar)lg(l— .r+x*)0.r = ^3 — ! > 

/ (1— ar) a lg(l-*+a:*)0x = — jg. 

O 

/ (l-*) , lg(l-*+**)ar = — 4^3 +^> 

,/* (l-*) 4 lg (1 —x+x 1 ) dx— + 30 Ö’ 

/ (1— i)®lg(l— ar+**)0x=— 

U. 8. W. 

Merkwürdig ist der Zusammenhang, worin die Integrale Nr. 10 ) 
mit denen in Nr. 8) stehen. 
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Aus den in diesem und dem vorhergehenden Paragraphen ge- 
fundenen Resultaten können nun auch folgende Integrale: 


/ / Hi*)—’ '' kjzSK 8 * 


u. s. w. abgeleitet werden. 


§. 18 . 

Setzt man in den §. 16. Nr. 4) gefundenen Gleichungen 2m und 
2m -J- 1 statt m, verbindet die hiedurch entstehenden Resultate 
mit den in §. 17. Nr. 4) gefundenen und bemerkt, dass 

1) 

/ * xP+'Sa: l f x xpSx t f 1 xpSx 

\+x* + x*~*4 I— .r+a: J *«s l-j-.r-f:r* 

ist, so erhält man, wenn statt p all mal ig die Werthe 6m, 6m-J-l,.... 
6m -J- S geschrieben und die erforderlichen Reductionen gemacht 
werden, folgende Integralformen: 

2) 

/ > x «m ( l pj. n 1 I 

r ^+* 4 = 6 v 3 _ i(1 + i+ J -• 3 ^= 2 ) + i(i + J + •••■ 

/ l Ic3 TI 1 1 

/ i «.An -faß«. n 1 1 

i 's 3 - F2V3 - i <i + ^ + + 5(1+1 + * - nJ’ 

4 l+**+a^— 2V3 (i+ * + " "6m- l ) + ,+ r+T * + " "6m+l’ 

/ I 7E 1 1 

/•1 n 1 1 

( l+x*+x* = i 's 3 + 4V3 _(l + }+ -6^+i )+i(1 +4+{ + ""2STTl ) - 

Die letzte Form geht, wenn m — 1 statt m geschrieben wird, in 
folgende über: 

3) 

» N 

/ I n 

1 +x*+x* = ilg3+ 4v3“ (1+}+ 6^ ,+1(1 +1+i+ -2^1 ) - 


12 * 
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Hieraus ergeben sich folgende Integrale: 

4) 

Z* 1 _px „ 5t 

J Har *** 4 “ - * 8 + 4 v 3 * 
f 1 xSx 5i 

•' r+S?T5* _ 6v3’ 

/' 1 x *dx _ 5T 

.f !4--ri4- -r * — — »'s" + i t /;; 


l+a; a +a: 4 

1 x 3 dx 


AVA’ 


f 

V r 

/' 

O 

^ l+a 


+x*+^ — *' s3 12V3’ 

:r 4 0.T 5t _ , 

~ 2v3 + *’ 

_ i,„o 51 

I2V3 + *’ 


i l S3+7T,o— 1, 


x m +*dx 


x a dx 

l+i*+i«~ l,s ”' r 4V3' 

U. 8. W. 

Man kann nun entweder folgende Gleichung: 

f ‘xm-Mgfi+^+^a* J ^ 3 f X JZ£** _ i f ' _ 

8( + + J m m F l-fa: 2 +^t 4 m% l+.T*-j-jr* 

benutzen, 6m + l, Cm + 2 statt m setzen und dann die ange- 

zeigten Werthe aus Nr. 2) und Nr. 3) einfübren, oder man kann, 
was einfacher ist, die in §. 10. Nr. 7) und §. 17. Nr. 7) erhaltenen 
Gleichungen mit einander verbinden, nachdem man in Nr. 7) §. 16. 
2m und 2m +1 statt m geschrieben hat. In beiden Fällen wird 
man folgende Integralformen erhalten: 


/ 


8) 

*«”> I g (1 + x* + x*)dx = + 2(6nTH]v3 


3(6m+l) 


(1+1+5+-... 


1 


6/n + l 


(1 + r’i + .... g^) - g—pi (1 + } + r'. + .... 


2m— 1 

1 


6m + 1 


), 


/ , «.«.ig(i + .n^) S *= ä ^- 21+ 


2(6m + 2)V3 
+ 3(6m+2) (1+i + i + "" m* 

+ 6^Hr2 (4+ 1 + 1 + - ~ 6^T2 (1 + 4 + ! + äJW’ 
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r a#M+2iR(i * *+***=&& <» + *+ * + -• ot> 

2 1 4 1 

+ 6m+3 ( * + 7 ' r + 6m— 3 (6m + 3) (1 + * + 7 + ""2m + P* 

x®"*t- s lg(l + x*+x*) 8 .r = ^ — 


2 (6m + 4) 2(0m+4)v3 

1 


1 


' <F( 6 m + 4 ) 


(1 + 4+4 + ....-) 


+ 6^+4 (1 +H4+-+ )_ öni+4 (i +* + •• S^W’ 


f l R < 1 + ** + = 2^nj3j ~ 2 


3ji 


3 (6m +5) 


(6m+5jV3 

(1 +4 + 1 + ••* 


‘2m + 1 


2 14 1 

+ 6m + 5 (* + *+*+••■ “ 6 hT+ 5 (i + * + 6m + 5 >’ 

r = g~pg (4 + 4 + » + ■• 


1 I 2 

+ 6m+6 (1 + 1+ J + — 3mTi )_ 3(6m+6) 


(1+4 + 4+... „t^). 


Hieraus gewinnt man folgende Integrale : 

f lg(l+x 2 +x 4 ) 0 s =“f^ + 2 ^~ 4 ’ 

f x ig(i+* 1 +**)3* ^-r+ifa- 1 ’ 

f X*lg(l+X a + X«)0X=g. 

Jf X*lg(l+X 2 +X*) 0 X = ^^-^j. 

f * 4 lB(l+**+*«) 0 * = ? j 5 r-j^+g. 

f x»lg(l+x* + x 4 ) 0 x=:^. 


f X«lg(l+X 1 +X 4 ) 0 X = ^p + i £^ 5 - 


3lg3, 3g 368 
14 + 14 v3“735’ 
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f * T ig(i+**+^)a*=^|- + 16V3-Ä' 

/ i 286 

x*lg(l+:r*+a: 4 )aj:=^g , 


Eben so erhält man: 


7) 

/ 0+x)\g(l+x*+X*)fa =^lg3 + ^^g — 5, 
f (l+a:)*lg(]+a: i! +a^)ar=3lg3 + ^ — 



(1 +a:)>lg(l+x i +* 4 )3^ = — ^ + gpä - * 
(1+*)* lg ( I +.c* + x*)ix = + löv3 _4 ? 7 | 


U. 8. W. 


8) 

jf (1— x)[%(\-\rx*+x*)dx ='— 2 — ^ 3 > 

,f (1— i)*lg(l+X*+X 4 )0X=^ — 

/' (I-*)*lg(l+^+* 4 )0 J :=-|lg3 + g^-g, 

f X fl -^) 4 lg(>+.rM x*)8x=-~ ^ + _ 7 J 3 + ™ , 

U. 8. W. 


(Die folgenden Abtheilungen dieser Abhandlung werden baldigst folgen.) 


Berichtigung. Folgende Fehler im Anfänge dieses Auf- 
satzes norden erst nachträglich gefunden : 


S. 131. Z. 1. v. o. setze man statt „Nr. 7) and 8)“ : „Nr. 6) und 7)“. 
„ 132. „ 2.v. u. statt „ — “ s. m. : „( — )P“. 

„ . [Ig(a + 6ar«)]P , [Ig(a + 6.r»)] r 

r -f 1 r+ 1 

„ 133. „ 13. v. o. in der Formel 5) fehlt am Integralzeichen unten 0. 


Digitized by Google 



Kinkciin: Zur Theorie des Prlsmotdes. 


181 


X. 

Zur Theorie des Prismoides. 

Von 

Herrn Hermann Kinkelin, 

Ijehrer nn der Rew<rlie*clinle in llnscl. 


1 . 

Denkt man sich im Raume irgend ein System von stetig auf 
einander folgenden Geraden, von denen die letzte sich nieder an 
die erste anschliesst, so umhüllen dieselben einen unvollkommen 
begrenzten Raum. Schneidet man diesen Raum durch zwei unter 
sich parallele Ebenen, so dass jede Gerade des Systems getrof- 
fen wird, so wird von jenem ein Körper abgeschnitten, den man 
Prismoid oder Obelisk genannt hat. Die beiden parallelen 
Schnittebenen heissen die Grundflächen und die von dem System 
der Geraden eingenommene Fläche (eine in sich selbst zurück- 
kehrende Regelfläche) die Seitenfläche. Diese Seitenfläche ist 
im Allgemeinen krumm, kann aber im Besonderen aus Ebenen- 
stücken bestehen. Man darf indessen auch umgekehrt sagen, 
dass die Seitenfläche im Allgemeinen aus Ebenenstücken bestehe, 
welche im Besondern unendlich werden und eine krumme Fläche 
bilden können. Von diesem Begriff werden wir im Folgenden aus- 
gehen und die Grundflächen demnach anschen als beliebige gerad- 
linige Vielecke mit bezüglich parallelen Seiten, und die Seiten- 
fläche als bestehend aus neben einander liegenden Trapezen, welche 
die parallelen Seiten der Grundflächen unmittelbar verbinden. 
Besondere Formen des Prismoides sind unter andern: Pyramide 
und Kegel, Prisma und Zylinder, die abgestutzte Pyramide, das 
einschalige Hyperboloid, das schiefabgcschnittene dreiseitige Prisma, 
das Zelt, das Tetraeder u. s. w.' Geberhaupt ist das Prismnid 
eine der allgemeinsten Körperformen und gewährt theoretisches 
und praktisches Interesse, letzteres um so mehr, als sich dessen 
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Inhalt durch einen einfachen Ausdruck angeben lässt, den man 
mit den allerelementarsten Hiilfsmitteln finden kann. Die nach- 
stehenden Eigenschaften scheinen noch keine Besprechung gefun- 
den zu haben. 

Sie betreffen die G rüs sen Vergleichung paralleler ebe- 
ner Schnitte durch das Prismoid. Ich denke mir drei 
äquidistante ebene Schnitte durch dasselbe, von .denen die zwei 
äussersten die Grundflächen sein mögen, und der mittlere Mit- 
telschnitt genannt werden soll. Man bezeichne die Inhalte die- 
ser drei Flächen bezüglich mit G, >/, in und den Abstand von 
G und g, die Höhe, mit h, so dass m sowohl von G, als von g. 
um JA entfernt ist. Die Seiten des Mittelschnitts sind die arith- 
metischen Mittel zu den parallelen Seiten der Grundflächen, und 
die Winkel am Mittelschnitt siud den Winkelu an den Grund- 
flächen bezüglich gleich (Taf. II. Fig. 1.). Die Grösse von m ist 
im Allgemeinen von G und g nicht unmittelbar abhängig, dage- 
gen ist sie durch die Seiten und Winkel von G und g ausdrfickbar. 
Nur in einigen besonderen Fällen, wie z. B. beim Prisma, bei 
der vollständigen und der abgestutzten Pyramide, lässt sich m 
direkt durch G und g ausdrückcn. Dagegen können wir jeden 
anderen mit diesen dreien parallelen Schnitt, dessen Inhalt durch 
y bezeichnet werde, von G, g, m und seinen Abständen von die- 
sen Flächen abhängig machen, wie ich nun zeigen will. 


II. 

Betrachten wir zunächst das ebene Trapez ABGH (Taf. II. 
Fig. 1.); JK sei dessen Mittellinie, d. h. die Gerade, welche die 
Mitten der nicht parallelen Seiten AH und BG verbindet, QP 
irgend eine Parallele zu JK. Der Abstand der Grundlinien AB 
und GH von einander sei &, der Abstand von AB und QP sei 
9 t , und der von QP und GH sei 9 t . Man ziehe die Gerade HRST 
parallel zu BG und setze den Inhalt ABGH = T. JKGH — T, 
GHQP—l, BGHT—p, so wird: 

K$GH=%, GHRP=Pp- 

C V 

Aus der Aehnliclikeit der Dreiecke ATH, JSH, QRH folgt 
sogleich , dass 
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Eliminirt man hieraus die Grüsse p, so erhält man eine Glei- 
chung, aus der sich t leicht bestimmen lässt, nemiich : 


. (&s — A|) r,< , 

+ 


9* ' 


(i) 


ersetzt man hierin durch 9 — 9 t , so wird: 

t= T - (3T— 4 r + (2 T — 47”) , 


woraus man sieht, dass t, d. h. der Inhalt des Trapezes GHQP. 
eine lineare Funktion der Trapeze ABGH und JKGII, und eine 
quadratische Funktion des Abstandes seiner Grundlinie QP 
von AB ist 

Dieses festgestellt, denken wir uns ein Prismoid, dessen 
Grundßäcbc G auf der Zeichnungsebene aufliegt, und projiziren 
dasselbe senkrecht auf diese, so sind die Projektionen aller mit G 
parallelen Schnitte den Schnitten selbst gleich. Essei ABCDEFGH 
eine solche Projektion eines vierseitigen Prismoides (Taf. II. Fig. 1.), 
und die Inhalte seien: 

ABCD = G, EFGH-g, JKLM = m , NOPQ=y, 

ferner seien die Abstände von G und g, von G und in, von g und 
m bezüglich gleich A, 17 , g'. Alsdann ist nach (1): 

GKPQ= - AB GBF • JKGH, 

oder, da 9, O, , 0 2 bezüglich mit A, g, g' proportional sind: 

GHPQ = 7,1 .AB GH + ^ .JKGH. (2), 


Aehnliche Relationen gelten für die Flächen BCFG , CDEF, 
ADEH. Es ist aber: 

y—g = GHPQ 1 QISEU— ONE FF POFG, 

G—g= ABGH + ADEH - CDEF + BCFG, 

m — g~JKGH + JIUEH — L1HEF+ KLFG. 

Durch entsprechende Verbindung der Relation (2) mit ihren 
zugeordneten erhält man daher : 


(g'—y)v'.„ , . *vv' , 

y—9= A* {G—g)+ -jr(m—g) 


oder 
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yA* = G(ij' s — tw') + g(7i'~VV') + 4m^', (3) 

oder auch, weil ifz=h — t], 

Y= G— @G+g — 4m)| + (2C+2j — 4m) 

welche Bestimmung offenbar auch für jedes andere Prismoid gilt. 

Am Prismoid ist daher der Inhalt einer den Grund- 
flächen parallelen Schnittfläche eine lineare Funktion 
der Grund flächen und des Mittelscbnittes, und eine qua- 
dratische Funktion ihres Abstandes von einer Grund- 
fläche. 


UI. 

Würde man in einer Ebene die Höhen g als Abscissen und 
die Inhalte y der Schnittflächen als Ordinaten in einem rechtwink- 
ligen Koordinatensystem auftragen, so erhielte man als Ort der 
Endpunkte der letzteren eine Parabel, deren Aze mit der Ordi- 
natenaxe parallel ist (Taf. II. Fig. 2.). Diese Parabel kann die Ab- 
scissenaxe entweder gar nicht treffen, oder in einem Punkte be- 
rühren oder in zwei Punkten schneiden. Ersteres findet statt, 
wenn keine Schnittfläche null ist, wie etwa beim einschaligen 
Hyperboloid. Das zweite findet statt, wenn nur eine Schnittfläche 
null ist, wie bei der Pyramide. Das dritte endlich tritt ein, wenn 
zwei Schnittflächen null sind, nie dies beim Tetraeder der Fall 
ist, wenn die Schnitte parallel mit zwei einander gegenüberliegen- 
den Kanten geführt werden ; in diesem Falle sind die Schnitt- 
flächen, welche zwischen den beiden verschwindenden Schnitt- 
flächen liegen, positiv, wenn die ausserhalb liegenden negativ 
angenommen werden, und umgekehrt. Indessen will ich hier nicht 
weiter auf die Untersuchung solcher negativen Flüchen eintreten, 
da sie ohnehin keinen Schwierigkeiten unterliegt. 

Der Rauminhalt des Prismoides zwischen den Grundflächen 
G und g kann durch verschiedene Methoden gefunden werden. 
Derselbe wird z. B. auch durch die Fläche angegeben, welche 
von den zwischen G und g liegenden Ordinaten der eben besproche- 
nen Parabel bedeckt wird. Sehr elegant ist die Ableitung von 
Herrn Professor Steiner, der das Prismoid von irgend einem 
Punkte im Mittelschnitt, als Spitze, aus in Pyramiden zerlegt. 
Man kann ihn auch aus dem zuletzt angegebenen Werthe von y 
ableiten, indem man ihn mit 8ij multiplicirt und nach tj zwischen 
den Grenzen 0 und h integrirt. Man erhält leicht : 
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J=iÄ(G + S’ + 4m), 

nie bekannt. Soll der Inhalt, statt durch m, durch irgend einen 
beliebigen Schnitt y, der Ton G, g bezüglich um 17, 17' absteht, 
ausgedrückt werden, so ist aus (3): 

4m = G+g+2y+~(y— G) + ^,(y~ff). 

welches für J den Ausdruck gibt: 

J=lh[2(G+g+y)+^(y-G) + l(y-g)). (4) 


IV. 

An das Vorhergehende lassen sich verschiedene weitere Be- 
trachtungen anknüpfen, von denen ich einige hervorheben will, 
da sie zu bemerkenswerthen Resultaten führen. Untersuchen wir 
zunächst, in welcher Beziehung zwei Schnitte zu einander stehen, 
die in bezüglich gleichen Abständen von den Grundflächen ge- 
führt sind. 

Die beiden Schnitte seien y und /, ihre Abstände von den 
Grundflächen seien 17 und 17', so folgt aus (3): 

yA a z=G(Tj'* — t)ri') + g(v 2 —VV') + , 

/A*=Cr(»j* — 17»/') + <7 (V* — »)*;')+ 4mJ7»)'; 

woraus man durch Subtraction unter Berücksichtigung, dass 
A = t7+»;', erhält: 

= (5) 

d. h. dieDifferenz zweier von den Grundflächen gleich- 
abstehender Schnitte verhält sich zur Differenz der 
Grundflächen, wie ihre Entfernung zur ganzen Höhe. 

Tbeilen die beiden so eben besprochenen Schnitte die Uübe 
A des Prismoides in drei gleiche Theile, so mögen sie Drittel- 
schnitteheissen (Taf.II. Fig.3.), und dann ist 17 = fA, g' = \h, also: 

y' — y— i (G — g), 

und die Inhaltsformel (4) geht über in : 

J = iA(G+3y). (6) 

Dieser letzte Ausdruck ist dadurch merkwürdig, dass man, um 
vermittelst desselben den Inhalt des Prismoides anzugeben, nur 
Theil XXXIX. 13 


Digitized by Google 



186 Kinkelin: Beweis der drei Brüder für den Ausdruck 


zwei parallele Schnitte und die Hübe zu kennen braucht, nera- 
lich die untere Grundfläche G und den oberen Drittfelscbnitt y, oder 
die obere Grundfläche g und den unteren Drittelscbnitt y' . Inso- 
fern G’-f3 y als Summe von vier Grössen aufgefasst wird, kann 
man die letzte Gleichung so aussprechen : 

Das Prismoid ist gleich gross mit einem Prisma 
von gleicher Höhe, dessen Grundfläche das arithme- 
tische Mittel ist zwischen der unteren Grün d fläche und 
dem dreifachen oberen Mittelschnitt des Prismoides. 


XI. 

Beweis der drei Brüder für den Ausdruck des Drei- 
eckinhalt.es durch die Seiten. 

(Chasles, Geschichte der Geometrie, an verschied. Stellen.) 

Mitgetheilt durch 

Herrn Hermann Kinhelin, 

Lehrer an der Gcwerbeachule in Hasel. 


Von der Schrift, welche mit den Worten beginnt: „Verba 
filiorum Moysi filii Schir; Manmeti, Hameti et Hason“ befindet 
sich nach Chasles Angabe ein Manuskript auf der kaiserlichen 
Bibliothek in Paris und eines auf der öffentlichen Bibliothek zu 
Basel. Das letztere ist auf Pergament und unter dem Titel : 
„Liber trium fratrum“ mit mehreren anderen interessanten astro- 
nomischen, physikalischen und mathematischen Handschriften in 
einen Band gebunden ; die Handschrift scheint dem I4ten Jahr- 
hundert anzugehören. 

Die drei Brüder erklären im Eingänge, dass sie ein Buch 
über nicht allgemein bekannte Sätze der Flächen- und Raumin- 
haltsbestimmung zu verfassen gedenken, und setzen daher eine 
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vollständige Bekanntschaft mit den Lehren des Euklide« veraas. 
Non ist aber darin nur der angeführte Beweis des Satzes, dass 
der Inhalt eines Dreiecks gleich V s(s — o)(j— A)(j — c) ist, wenn 
r den halben Umfang und a, b, c die Seiten des Dreiecks bedeu- 
ten. Alles Uebrige ist dem Archimedes (oder nach ihrer Schreib- 
weise Archimenldes) und anderen griechischen Autoren entlehnt; 
es bildet einen Theil des höheren geometrischen Wissens Im Mit- 
telalter und umfasst die Berechnung der Kreise, Kegel, Zilindev 
und Kugeln, Ausziehen der Kubikwurzel und Dreitheilung des 
Winkels. Der Beweis aber, den sie von obigem Satz geben, ist 
ihnen, wie Chaeles zuerst bemerkt hat, eigenthömlich. Da der- 
selbe meines Wissens noch nirgends veröffentlicht ist, so will 
ich ihn hier in möglichst treuer Uebersetzung mittheilen: 

Ich will zeigen, dass, wenn man den Ueber- 
sebuss des halben Umfangs eines Dreiecks Aber 
jede Seite nimmt, hierauf den einen dieser 
Ueberschiisse mit einem anderen multiplizirt, 
das Produkt davon mit dem dritten Ueberschuss 
und dieses Produkt endlich mit dem halben 
Umfang, alsdann das, was herauskommt, gleich 
ist dem Produkt des Inhalts der Figur mit 
sich selbst. 

Es sei das Dreieck abg (Taf. II. Fig. 4.) gegeben, so behaupte 
ich, dass, wenn man den Ueberschuss der halben Somme der 
Linien ab. bg, ga filier jede von ihnen nimmt, hierauf die halbe 
- Summe der Seiten mit dem Ueberschuss über ab multiplizirt, das 
Produkt hierauf mit dem Ueberschuss über bg, und dieses letzte 
Produkt mit dem Ueberschuss über ga, dass das, was beraus- 
komrnt, gleich ist dem Produkt des Inhalts des Dreiecks abg mit 
sich selbst. Ich beschreibe in das Dreieck abg den grössten 
Kreis dzn, dessen Mittelpunkt e sei, und ziehe aus dem Mittel- 
punkte die Linien ed, en, ez nach den Punkten, in denen die 
Dreieckseiten den Kreis berühren, sowie die Linie ae. Ich zeige 
nun, dass da = az, zb = bn, ng — gd. Weil nemlich sZleda — ^ eza 
und jeder ein Rechter ist, und ferner de — ez, ea = ea, so ist 
tlas=az, and ebenso erkennt man, dass zb — bn, ng—gd. Hier- 
aus ist zu erkennen, dass jede der Linien da, az der Ueberschuss 
der halben Summe de» Seiten ab, bg, ga über die Linie gb ist 
und jede der Linien zb, bn der Ueberschuss jener halben Summe 
über ag, und jede der Linien dg, gn der Ueberschuss jener hal- 
ben Summe über ba. Verlängern wir jetzt die Linie ae bis t, 
ab bis h und ag bis k, und machen ah und ak gleich dem halben 
Umfange des Dreiecks abg, so ist aus dem Vorigen klar, dass 

13 * 
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die Linie hb gleich jeder der Linien gn, dg und die Linie gk 
gleich jeder der Linien zb, bn ist. Errichte ich aus h die Gerade 
ht senkrecht auf ah und ziehe kt, so ist offenbar ht=kt. Mache 
ich ferner auf bg das Stück bl = bh und ziehe tl, so ist diese 
senkrecht zu bg; denn wenn man bt, tg zieht, so ist klar, dass 
bP — ig i = bh 2 — kg * oder, weil bh — bl, kg— gl, bP — tg * 
= bl 9 — gP, woraus das Behauptete folgt. Daher ist lt = ih, 
ZM( und dibhi sind Rechte. Demnach ist ^.Itb — dLbth, und 
weil ^.Ith + j£lbh=‘2R , sowie ^zbn -f ^.lbh=2R, so ist ^Llth 
—^.zbn ; aber d.ebn ist die Hälfte von £ zbn und ^ bth die Hälfte 
von ^ Ith , folglich dLebn — ^htb und jL ben = di tbh- Die Drei- 
ecke ben und bth sind also ähnlich und es entsteht die Proportion : 


woraus 
Da aber 


enznb = hb:ht, 


e z . ht — bz . hb. 


ez 2 :ez.ht = ezzht und ezzht — azzha. 


so wird : 
oder 


Hieraus kommt: 


ez*’.ez.hl — az:ha 
ez*: bz.hb — az:ha. 


ez^.hazzz az. bz.hb. 

Es ist aber ez*.ah = ez.ah.ez, und da ez.ah der Inhalt d des 
Dreiecks abg ist, so folgt aus dem Vorigen, dass 

d .ez = az. bz.hb, 

daher 

d .ez. ah — az.bi.bh.ah 

oder 

d .d — az.bz. bh . ah, 

w. z. b. w., denn az, bz, bh sind die Ueberschüsse des halben 
Umfangs des Dreiecks abg über die Seiten bg, ag, ab, und ah 
ist der halbe Umfang selbst. 
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XII. 


Zur Theorie der geodätischen Linien. 

Von 

Herrn Doctor Otto Biiklen 

zu Sulz a. N. im Königreich Würtemberg. 


Die geodätischen Linien nehmen an vielen Eigenschaften der 
geraden Linien in der Ebene Theil. Es liegt daher der Gedanke 
nahe, dieselben einer ähnlichen Behandlung zu unterwerfen, wie 
die Geraden in der Planimetrie. Das Folgende ist ein Versuch 
zur Ausführung dieses Gedankens. 

§ 1 . 

1. Erklärung. Die geodätische Linie ist der kürzeste Weg 
von einem Punkt zum andern auf einer Fläche. 

2. Grundsatz. Von einem Punkt zum andern kann auf 
einer Fläche nur Eine geodätische Linie gezogen werden. 

3. Lehrsatz. Zwei geodätische Linien, welche zwei Punkte 
gemein haben, fallen in ihrer ganzen Ausdehnung zusammen und 
bilden nur eine und dieselbe geodätische Linie. 

Beweis. Die gemeinschaftlichen Punkte sollen A und B sein 
(Taf. 11. Fig. 5.) , so müssen zuerst die beiden Linien von A bis B 
nur eine einzige bilden (2. Grundsatz). Gingen nun die Linien 
von B an aus einander, die eine nach C, die andere nach D, so 
dass BC und BD zwei Elemente derselben sind, die wir als 
gerade annehmen können, so nehmen wir auf der geodätischen 
Linie AB unendlich nahe bei B einen Punkt E an; BE kann 
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dann ebenfalls als Gerade angesehen werden. Wir ziehen nun 
durch B auf der Fläche eine sehr kleine Linie BF senkrecht auf 
EB. Ware der Winkel FBÜ kein Rechter, so könnte man ED 
ziehen; dann wäre in dem unendlich kleinen ebenen Dreieck EBD 

EB+ BD> ED, 

also könnte EBD keine geodätische Linie sein. Wäre aber der 
Winkel FBC.Vem Rechter, so könnte man EC ziehen und hätte 
in dem unendlich kleinen ebenen Dreieck EBC: 

EB + BC> EC, 

also könnte EB(' keine geodätische Linie sein. Somit sind die 
Winkel FBC und FBD zugleich Rechte, also fällt BD mit BC 
zusammen. 

4. Zusatz. Zwei geodätische Linien auf einer Fläche kön- 
nen sich wohl schneiden, aber nicht berühren. 

Beweis. Wörden sie sich berühren, so hätten sie zwei auf 
einander folgende Punkte gemein, müssten also ganz zusammen- 
fallen. 

5. Lehrsatz. In jedem geodätischen Dreiecke ist jede Seite 
kleiner als die Summe der beiden übrigen. 

t 

Beweis. Es sei ABC das Dreieck. Da AB der kürzeste 
Weg von A nach B ist, so muss AB < AC -f BC sein. (I. Er- 
klärung.) 

6. Lehrsatz. Wenn man von einem Punkte O (Taf. II. 
Fig. 6.) im Innern eines geodätischen Dreiecks ABC nach den 
Endpunkten einer Seite BC die geodätischen Linien OB und OC 
zieht, so ist die Summe dieser Linien kleiner als diejenige der 
beiden Seiten AB und AC. 

Beweis. Es werde die geodätische Linie BO verlängert, 
bis sie die Seite AC in D schneidet, so ist die geodätische Linie 
OC < OD + DC (5. Lehrsatz.). Thut man auf beiden Seiten 
B O hinzu , so hat man : 

BOA- OC < BO + OD + DC oder BO f OC < BD + DC. 
Ebenso aber ist: 

BD < BA + AD-, 

thut man auf beiden Seiten DC hinzu, so hat inan: 

BD\ DC < BA + AC. 

Aber es war 
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BO + OC < BD + DC, 

also ist um so mehr : 

BO+ OC<,BA + AC. 

Es mag hier erwähnt werden, dass von dem entsprechenden 
planimetrischen Satze Herr Professor Baur in Stuttgart bei Gele- 
genheit des Beweises von dem nachfolgenden Lehrsätze 21 b. 
folgende Erweiterung angegeben hat : Gegeben ist das (gerad- 
linige) Dreieck ABC (Taf. II. Fig. 7.); wenn man den Punkt O so 
annimmt, dass die Linien CO und BO die Verlängerungen der 
Seiten AB und AC über B und C hinaus schneiden, so ist: 

BO+ OC<AB + AC. 

7. Lehrsatz. Unter allen geodätischen Linien, welche 
sich von einem Punkte auf einer Fläche nach einer geodätischen 
Linie ziehen lassen, schneidet die kürzeste dieselbe rechtwinklig. 

Beweis. Es sei A (Taf. II. Fig.8.) der Punkt und BM die 
gegebene geodätische Linie. Würde die kürzeste geodätische 
Linie, die sich von A nach BM ziehen lässt, AB sein, und wäre 
der Winkel bei B schief, so nehme man unendlich nahe bei B 
den Punkt C auf AB an und ziehe nach der Curve die Linie CD 
senkrecht. Dann wäre in dem unendlich kleinen Dreiecke CBD 
CB die Hypotenuse, also 

CB>CD, mithin auch AC -f CB > AC -f- CD-, 

also wäre AB nicht die kürzeste Linie, die sich nach der gege- 
benen geodätischen Linie ziehen lässt. 

Dieser Satz kann insofern eine Modifikation erleiden , wenn 
von dem Punkte nach der gegebenen geodätischen Linie mehrere 
geodätische Minimumslinien gezogen werden können, deren Zahl 
übrigens immerhin begrenzt ist. Auch gilt obiger Beweis für den 
allgemeineren Fall, wenn BM keine geodätische Linie, sondern 
eine beliebige Curve auf der Fläche ist. 


§. L 

8. Erklärung. Die Mittelpunktscurvc auf einer Fläche (welche 
dem Kreise in der Ebene entspricht) ist eine krumme Linie, 
welche die Eigenschaft hat, dass die geodätischen Entfernungen 
ihrer sämmtlichen Punkte von einem und demselben Punkte inner- 
halb, welcher Mittelpunkt heisst, einander gleich sind. 
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9. Erklärung. Jede vom Mittelpunkte nach dem Umfange 
der Mittelpunktscurve gezogene geodätische Linie heisst Radios. 
Jede geodätische Linie, welche durch den Mittelpunkt geht utid 
an beiden Enden vom Kreisumfänge begrenzt ist, heisst Durch- 
messer. 

10. Erklärung. Jede geodätische Linie, welche zwei be- 
liebige Punkte einer Mittelpunktscurve verbindet, heisst Sehne. 

11. Lehrsatz. Jede Sehne ist kflrzer als der Durchmesser. 

Beweis. Denn wenn man nach den Endpunkten der Sehne 
CD *die Halbmesser AC und AD zieht, so ist in dem geodäti- 
schen Dreiecke ACD-. 

CD < AC + AD. (5. Lehrs.) 

12. Lehrsatz. Die auf dem Halbmesser am Ende dessel- 
ben senkrechte geodätische Linie ist eine Tangente der Mittel- 
punktscurve. Dieser Satz ist identisch mit demjenigen von Gaus« 
(Disquisitiones generales circa superficies curvas): 
Zieht man von einem Punkte auf einer Fläche unendlich viele 
gleich lange geodätische Linien, so schneiden sie die Verbindungs- 
linie ihrer Endpunkte rechtwinklig. 

Beweis. A (Taf. II. Fig. 9.) ist der Mittelpunkt, »n und m' 
sind zwei unendlich nahe Punkte der Mittelpunktscurve, so muss 
der Winkel mm'A ein Rechter sein. Denn wäre er schief und 
grösser als der Winkel bei tu, so könnte man m'm" so ziehen, 
dass W’inkel mm'm" gleich 90° wäre ; in dem unendlich kleinen 
Dreiecke mm'm" wäre mm" die Hypotenuse, also grösser als m'm”; 
mithin Am" -f m"m‘ < Am" m*m <; Am, </ln oder kleiner als 
die kürzeste Linie zwischen A und m', was nicht möglich ist. 
Dieser Beweis ist von Gauss (Disquis.), welcher denselben 
Satz auch analytisch behandelt hat. 

13. Lehrsatz. Alle von einem Punkte ausgehenden geo- 
dätischen Linien, welche die Verbindungslinie ihrer Endpunkte 
rechtwinklig treffen, sind gleich lang. 

Beweis. (Taf. II. Fig. 9.). Denn wäre z. B. Am > Am', so 
könnte man auf Am einen Punkt m" annehmen, so dass Am" = Am‘ 
wäre. Dann müsste nach dem vorigen Satze Winkel m"m' A ein 
Rechter sein, was der Voraussetzung widerspricht. 

Dieser Satz hat kein Analogon in den dem Verfasser be- 
kannten Lehrbüchern der Planimetrie. 

14. Zusatz. Jede geodätische Linie, welche eine Mittelpunkts- 
curve senkrecht schneidet, geht durch den Mittelpunkt derselbeo. 
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15. Lehrsatz. Wenn die Entfernung der Mittelpunkte zweier 
Mittelpunktscurven kleiner ist als die Summe der Radien, der 
grossere Radius aber kleiner ist als die Summe des kleineren und 
der Entfernung der Mittelpunkte, so schneiden sieb die Mittel- 
punktscurven. 

Beweis. Denn damit das Schneiden stattfinde, muss das 
Dreieck CAD möglich sein; es muss also (Taf. II. Fig. 10.) nicht 
allein CD <AC+AD, sondern auch (Taf.II.Fig.il.) der grös- 
sere Halbmesser AD <AC+ CD sein. Sobald das Dreieck CAD 
gezeichnet werden kann, werden sich beide Mittelpunktscurven 
schneiden. 

16. Lehrsatz. Wenn die geodätische Entfernung CD der 
Mittelpunkte zweier Mittelpunktscurven der Summe ihrer Halb- 
messer CA und AD gleich ist, so werden sich die Curven von 
aussen berühren. 

Beweis. Es ist klar, dass sie den Punkt A gemein haben 
werden, aber auch nur diesen Punkt; denn, um zwei Punkte 
gemeinschaftlich zu haben, müsste die geodätische Entfernung der 
Mittelpunkte der Mittelpunktscurven kleiner sein als die Summe 
ihrer Radien. 

17. Lehrsatz. Wenn die Entfernung CD der Mittelpunkte 
zweier Mittelpunktscurven dem Unterschiede ihrer Halbmesser 
CA und AD gleich ist, so werden sich die Curven innerhalb be- 
rühren. 

Beweis. Zuerst ist klar, dass sie den Punkt A gemein- 
schaftlich haben, aber auch nur diesen. Denn wäre es anders, 
so müsste der grössere Halbmesser AD kleiner sein als die Summe 
des Radius AC und der Entfernung CD der Mittelpunkte, wel- 
ches nicht der Fall ist. 

18. Zusatz. Wenn sich zwei Mittelpunktscurven ausserhalb 
oder innerhalb berühren, so liegen die Mittelpunkte und der Be- 
rührungspunkt in einer und derselben geodätischen Linie. 

19. Zusatz. Alle Mittelpunktscurven, deren Mittelpunkte 
auf Einer geodätischen Linie liegen und durch den Punkt A gehen, 
berühren sich. Sie haben nur den einen Punkt A gemeinschaft- 
lich, und wenn man durch A eine geodätische Linie zieht senk- 
recht auf die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte, so wird die- 
selbe eine allen Mittelpunktscurven gemeinschaftliche Tangente sein. 

20. Zusatz. Die Mittelpunkte aller derjenigen Mittelpunkts- 
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curven, welche eich in einem und demselben Punkte berühren, 
liegen in einer geodätischen Linie. 

Beweis. Es sei A der Berührungspunkt; man ziehe durch 
denselben eine geodätische Linie, welche die Mittelpunbtscurven 
berührt, und senkrecht auf diese eine zweite geodätische Linie, 
so liegeu auf letzterer die Mittelpunkte aller Mittelpunktscurven. 
(14. Zusatz.) 


§■ 3. 

Vorstehende Sätze sind Uebertragungen von planimetrischen 
Theoremen auf die Theorie der geodätischen Linien, mit Zugrun- 
delegung der Geometrie von Legendre. Es sind übrigens theiis 
einige Erläuterungen beizufügen, theiis bieten sich noch weitere 
Sätze dar, die ebenfalls hier ihre Stelle finden dürften. 

Der Lehrsatz 7. bedarf einer näheren Erläuterung: Wenn 
ein Punkt A auf einer Fläche gegeben ist und eine Curve X be- 
liebiger Art, so sei AB eine von A nach der Curve gezogene 
geodätische Linie, welche dieselbe senkrecht in B trifft. Wir 
ziehen die Mittelpunktscurve, deren Mittelpunkt A und deren 
Radius AB ist. Diese wird die gegebene Curve in B berühren. 
Es können nun drei Fälle stattfinden : 

I. Beide Aeste der Curve A' vom Berührungspunkt B aus 
liegen ausserhalb der Mittelpunktscurve; dann ist die Normale Aß 
ein Minimum oder die kürzeste geodätische Linie, die sich von 
A nach X ziehen lasst. 

II. Beide Aeste der Curve X vom Berührungspunkt B aus 
liegeu innerhalb der Mittelpunktscurve, entweder ganz, oder so, 
dass sie wieder aus der Mittelpunktscurve heraustreten. Dann 
ist die Normale AB ein Maximum oder die längste geodätische 
Linie, die sich von A nach X ziehen lässt. 

III. Der eine Ast der Curve X vom Berührungspunkt B aus 
liegt innerhalb, der andere ausserhalb der Mittelpunktscurve. 
Dann ist die Normale AB weder ein Maximum, noch ein Minimum. 

Der Ausdruck Maximum oder Minimum ist relativ zu nehmen: 
denn wenn sich von A nach der Curve X mehrere Normalen 
ziehen lassen, so gibt es auch mehrere Maxima oder Miniraa. 

Aus III. folgt, dass sich der Lehrsatz 7. nicht umkehren lässt, 
man kann also nicht sagen: Unter allen geodätischen Linien, welche 
sich von Einem Punkte nach einer Curve auf einer Fläche ziehen 
lassen, ist die Normale die kürzeste (oder längste). Mit Aus- 
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Schluss der relativen Maxima und Minima ist die allgemeine Fas- 
sung des 7ten Satzes diese: Unter allen geodätischen Linien, 

die sich von einem Funkte auf einer Fläche nach einer Curve 
ziehen lassen, schneidet die kürzeste oder längste dieselbe recht- 
winklig. 

21 a. Lehrsatz. Zieht mau auf einer Fläche ein vollstän- 
diges geodätisches Viereck ABghfe, so dass Bh — Ah=ße — Ae 
ist, so lindet die Relation statt: 

Af\ Bf — Ag + Bg, 

woraus sofort auch folgt : 

hg — hf= eg — ef. 

Diesen Satz habe ich im Archiv angegeben und bewiesen (Ueber 
die Rektifikation der Linien auf den Flächen, Tbeil 
XXXVI. No. V. 16.). Der entsprechende planimetrische Satz heisst: 

21 b. Lehrsatz. Zieht man von zwei festen Funkten A 
und B in einer Ebene nach zwei beweglichen Funkten f und g 
Gerade, so dass 

Af+ Bf = Ag \ Bg 

ist. und verlängert Af und Bg bis zum Durchschnitt in h, so ist auch : 
Bh — Ah — Be — Ae. 

Beweis. (Von Herrn Repetent Binder in Schönth al a. d. 
Jaxt.). Verlängert man in einem Viereck um den Kreis eghf (Taf. II. 
Fig. 12.) die Gegenseiten, bis sie sich in A und B schneiden, 
so ist : 

Af + Bf — Ag + Bg. 

Denn es ist: 

Af + Bf— Ab' -f Ba= Ab -f Ba' = Ag -f Bg. 

Zieht man ajso die Geraden Af, Bf, Ag , Bg so, dass 
Af + Bf — Ag | Bg , 

so ist, wenn h der Durchschnitt der Verlängerungen von Af und 
Bg ist, eghf ein Viereck um den Kreis, woraus weiter folgt: 

Bh — Ah Ba' — Ab' = Ba- Ab = Be— Ae, 

«as zu beweisen war. 

Dieser Beweis gründet sich offenbar ausschliesslich auf fol- 
gende Eigenschaft des Kreises: „Die von einem Punkt ausserhalb 
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eines Kreises an denselben gezogenen Tangenten sind einander 
gleich.“ Da nun ein Kogelkreis eine ähnliche Eigenschaft bat, 
nämlich diese: „Die von einem Punkte auf einer Kugel an einen 
Nebenkreis tangential gezogenen Bögen grösster Kreise sind ein- 
ander gleich“, so folgt hieraus, dass der Binder’sche Beweis 
sich unmittelbar auf folgenden Satz ausdehnen lässt, der wieder 
ein spezieller Fall des Lehrsatzes 21 a. ist. 

21 c. Lehrsatz. Zieht man von zwei festen Punkten A und 
B auf einer Kugel nach zwei beweglichen Punkten f und g 
Bögen grösster Kreise, so dass 

Af+ Bf= Ag \ ßg 

ist, so ist, wenn die Verlängerungen der Bögen Af und Bg sich 
in h schneiden, 

Bh — Ah — Be — Ae. 

Die Punkte f und g liegen auf einem sphärischen Kegelschnitte, 
dessen Brennpunkte A und B sind; die Punkte e und h liegen 
auf einem homofokalen sphärischen Kegelschnitte (dessen Brenn- 
punkte also auch A und B sind) und der den ersteren rechtwinklig 
schneidet. Da nun die Seiten des Vierecks eghf einen Kugelkreis 
aba'b' berühren, so folgen hieraus einige Eigenschaften homofo- 
kaler sphärischer Kegelschnitte: 

22. Zieht man nach zwei Punkten eines sphärischen Kegel- 
schnitts von den Brennpunkten aus vier Bögen grösster Kreise, 
so erhält man durch Verlängerung derselben ein vollständiges Vier- 
eck aus Bögen grösster Kreise, die Einen Kugelkreis berühren 
und von welchem zwei andere Gegenecken auf einem homofoka- 
len sphärischen Kegelschnitte liegen. 

Da der durch f gezogene Bogen eines grössten Kreises, wel- 
cher den ersten sphärischen Kegelschnitt fg in f berührt, den 
Winkel der grössten Kreise Bf und hf bei f halbirt, so geht er 
durch den Mittelpunkt des Kugelkreises aba'b ' ; ebenso verhält 
es sich in den drei anderen Punkten g, e, h; hieraus schliessen wir: 

23. Gegeben sind zwei homofokale sphärische Kegelschnitte. 
Man ziehe durch einen beliebigen Punkt der Kugel an beide Cur- 
ven je zwei berührende Bögen grösster Kreise, so sind die vier 
Berührungspunkte die Ecken eines Vierecks (von Bögen grösster 
Kreise gebildet), dessen Gegenseiten sich paarweise in den bei- 
den Brennpunkten schneiden und dessen Seiten Einen Kugelkreis 
berühren. 
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Einen anderen analytischen Beweis des Lehrsatzes 21 b., wel- 
cher auf die verschiedenen speziellen Fälle eingehend Rücksicht 
nimmt, veröffentlichte Herr Professor Baur an der polytechnischen 
Schule in Stuttgart (Correspondenzbiatt für die Gelehrten- 
und Realschulen Württembergs, 1861). Folgende Sätze über 
solche Curven auf den Flächen, welche den homofokalen Kegel- 
schnitten in der Ebene entsprechen, mögen hier noch ihre Stelle 
finden : 

Wenn eine Curve auf einer Fläche die Eigenschaft hat, dass 
die Summe der von einem Punkte derselben nach zwei festen 
Punkten der Fläche gezogenen geodätischen Linien konstant ist, 
so schneiden die letzteren die Curve unter gleichen Winkeln; 
und umgekehrt bilden die von jedem Punkte der Curve nach den 
festen Punkten gezogenen geodätischen Linien gleiche Winkel mit 
der Curve, so ist ihre Summe konstant. 

Auf einer Fläche sind zwei feste Punkte und eine Curve ge- 
geben. W'enn der Winkel (nicht Nebenwinkel, wie vorhin), wel- 
chen die von einem Punkte der Curve nach den festen Punkten 
gezogenen geodätischen Radienvektoren mit einander bilden, von 
der Curve halbirt wird, so ist die Differenz dieser Radien kon- 
stant und umgekehrt. (Analytische Geometrie des Ver- 
fassers S. 75.) 

Diese Curven entsprechen den homofokalen Kegelschnitten in 
der Ebene, und es ist namentlich anzuführen, dass die Krüm- 
mungslinien des Ellipsoids und zweimantlichen Hyperboloids bie- 
her gehören. Die Nabelpunkte der Flächen sind die festen Punkte, 
von welchen aus die geodätischen Radienvektoren gezogen wer- 
den. W T enden wir nun den Satz 21 a. an, so bekommen wir fol- 
gendes Theorem : 

24. Lehrsatz. Zieht man nach zwei Punkten einer Krüm- 
ltmngslinie eines Ellipsoids (einmantligen Hyperboloids) von den 
Nabelpunkten aus vier geodätische Radienvektoren, so erhält man 
durch Verlängerung derselben ein vollständiges geodätisches Vier- 
eck, von welchem zwei andere Gegenecken auf einer Krümmungs- 
linie des zweiten Systems liegen. 

Als Corollare mögen noch zwei planimetrische Sätze ange- 
führt werden, die unmittelbar aus 21 b. folgen: 

Zieht man nach zwei Punkten auf dem Umfange einer Ellipse 
vier Brennstrahlen, so erhält man durch Verlängerung derselben 
ein vollständiges Viereck, von welchem zwei andere Gegenecken 
auf einer homofokalen Hyperbel liegen, ln dieses Viereck lässt 
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sieh ein Kreta beschreiben, in dessen Mittelpunkt sich die Tan- 
genten der Ellipse und Hyperbel in den genannten Eckpunkten 
schneiden. 

Gegeben ist eine Ellipse und die homofokale Hyperbel. Man 
ziehe von einem beliebigen Punkte an beide Curven je zwei Tan- 
genten, so sind die Berührungspunkte die Ecken eines Vierecks, 
dessen Seiten einen Kreis berühren und dessen Gegenseiten sich 
paarweise in den Brennpunkten schneiden. 


XIII. 

Neue Auflösung der Gleichungen des vierten Grades 
ohne Wegschaffung des zweiten Gliedes. 

Von 

dem Herausgeber. 


Die gegebene Gleichung des vierten Grades sei : 
1) . . . . x* -f ax 3 + bx % + cx -f d — 0. 

Man setze: 


x* ax 3 f bx* -\ cx + d — (x 2 + px -f </) (.r 2 + />, x + q x ), 

oder nach Entwickelung des Products auf der rechten Seite des 
Gleichheitszeichens : 


x* -f- ax 3 -f bx* + cx +d 


= x* + p 
+ Pi 


.** + q 
+ PPl 
+ 9i 


+ </Pi 
+ P9 1 


tt 

+ 99i- 
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2 ) 


woran» sich zur Bestimmung der Grössen p, q und p l , q y die 
folgenden Gleichungen ergeben : 

( p+p, =u, 

) 7 + PPi + 9i =b, 

) Wi + P9i = c, 

' 99i =d. 

Aus der zweiten und vierten dieser Gleichungen folgt 
9 + 9i = b—ppi , 4 97 , = 4 d ; 

also : 

(9 + 9i)* = 9* + 2 99 i + 9 ,* = (6 - pp,)*, 

4 99 i = *d; 

folglich durch Subtraction : 

(9 — 9i )* = (*— PPi)* — 4rf, 
so dass man also die beiden Gleichungen : 

9 + Qi—b — PP, , 

9 — 9 1 = ± VTft— pp,)* — 4,/ 
hat, aus denen sich: 


3) ) 2 9 = b ~PPi ± V ( 6 — pp,)* — 4d, 

( 2g, = 6 — pp, T V (6 —pp, )* — 4rf 

ergiebt. 

Nach der dritten der vier Gleichungen 2) ist nun ferner : 
2 c = 29 p, -f 2 pg,, 

also nach 3): 

2 c = ( 6 — pp,)p, +p, V ( 6 — pp, )*—!,/ 

+ ( 6 — pp,)p =Fp V (6 — PPi)*— "4rf, 

woraus sich: 


2 c = (Ä —pp,) (p+p,) T (p — p,) V ( 6 — pp,)® — 4rf, 
also nach der ersten der vier Gleichungen 2) : 

2 c = a (6 — pp,) + (p — p, ) V( 6 — pp, )*— 4W 

oder : 
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4) . . 2c— a(b— pp,) = T(p— Pi)V(6 — ppx) % — 4d 
ergiebt. 

Aus dieser Gleichung folgt: 

{2c — a(b — pp t )l 2 = (p— Pi) 2 1(6— PPi) 2 — 4rf l> 
also, weil 

p,=«r— p, h — pp x —b — p(a — p) , p—p x =2p — a 

ist: 

|(2c — ab) + ap(a-p) l* = (2p — a)*{[6 — p(a — p)] 2 — 4<f| 
=|a 2 — 4p (a — p)|{6 2 — 4d — 26p(«— p) +p*(a— p)*l, 
oder, wenn man 

5) P (a — p) ~PPi = « 

setzt : 

|(2c — ab) + a«! 2 = (n* — 4«) (6* — Ad — 26u-f u 2 ), 
woraus sich nach leichter Rechnung die Gleichung: 

6) . . « s — 26u 2 + (ec + 6 2 — Ad)u + (c * — abc + o 2 rf)=0 

ergiebt, mittelst welcher Gleichung u bestimmt werden muss, 
worauf man p durch Auflösung der quadratischen Gleichung 5), 
ferner p, mittelst der Formel: 

?) Pi=° — P. 

und endlich q, q x mittelst der Formeln 3) erhält. 

Für 6 = 0, also für biquadratiscbe Gleichungen von der Form 
x* -f ax* + cx + d = 0 
nimmt die cubische Gleichung 6) die Form 

n s -f (oc — Ad) u -f (c 2 + «*<£) = 0 
an, so dass also das zweite Glied schon in ihr fehlt. 

Durch Auflösung der Gleichung 5) ergiebt sich leicht: 

I p =ia+ V io* — ti, 

( p, =ia : F Vja 2 — »<; 

wo keine Beziehung zwischen den Zeichen in diesen und den 
Zeichen in den obigen Formeln Statt findet. 
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Die Ausdrücke von 1q, 2 q y in 3) stellt man am Besten auf 
folgende Art dar: 

2 q = b — ui V (6 — u) 2 — 4 d, 

2^, = 6 — ui V ( b — u) a — 4rf. 

Wenn man 

10) ... . e = ia* — u, also u = ia 1 — v 

setzt, so lässt sich die Gleichung 6), wie man leicht findet, auf 
folgende Art darstellen : 

6 *i a® — ia*6 + ia 1 (ac + 6* — 4 d) -f(c a — ab 
— I iü« 4 — n*b + (ac + 6 a — 4d) I c 
+ (la a -26)c a 
— r 3 

oder, weil, wie man leicht findet, 

sio® — la*b + |a*(ac+6 a — 4 il) + (c a — abc + a 2 d) 

— (Ja 3 — lub + c) 2 

ist, auf folgende Art: 

*»— (Ja*— 26)e a j 

+ ti\a 4 — a*6 -f (ac -f 6* — 4tf) | r 1=0, 

— (ia 3 — i«6 + c)* ) 

so dass also diese Gleichung, deren letztes Glied negativ ist, 
immer mindestens eine reelle positive Wurzel hat*); und wegen 
der Formel 10) muss also die Gleichung 6) immer mindestens 
eine reelle, von jetzt an durch u zu bezeichnende Wurzel haben, 
welche die Grösse ja a — u positiv, nach 8) also die Grössen 
p,pi reell liefert. Wegen der aus dem Obigen bekannten Gleichung 

1 2c — a (b - pp t ) |* = (p — pt ) a | (b — pj} t ) a — 4«/ 1 

oder 

|2c — a(6— u)) a = 4(Ja a — u)|(6 — u) a — 4rf| 
ist also auch die Grösse 

(b — u) a — 4d 

positiv, und die Formeln 9) liefern auch für q und q t reelle W’erthc. 




*) M. s. die Anmerkung am Ende. 

Theü XXXIX. 14 
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Es frägt sich nun bloss noch, wie man im Obigen die Zei- 
chen zu nehmen hat, worüber sich nach folgenden Kegeln ent- 
scheiden lässt 


Die Gleichung 4) kann auf folgende Art geschrieben werden: 

11) . . . 2 c — a(b — a) = : F(p — />,)V\6 — «) 2 — 4 d, 

und mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen in dieser und 
den beiden folgenden Gleichungen auf einander ist nach 9): 


12 ) 


l lq — b — «J; V (6 — m) 4 — id, 
b — u + (6 — u)' 1 — 4tf. 


j 2? = 

f 2?,= 


Nimmt man nun in den Formeln 8) die oberen Zeichen und setzt 
demzufolge : 


13) 


p =in+ V io 2 — w, 
Pi=in— V" 


also : 


14) 


p — Pi =2 V^jn 2 — u*. 


so lässt sich mittelst der Gleichung 11) immer entscheiden, welche 
Zeichen in den Formeln 12) genommen werden müssen. Dasselbe 
ist der Fall, wenn man in den Formeln 8) die unteren Zeichen 
nimmt, und demzufolge 

I p =ja — Via® — u, 

13*) .... J * 

> p x = ia + V~ia* — u; 

also : 

14*) p — Pi = — 2 V^a* — u* 

setzt. Dass aber beide Auflösungen im Wesentlichen in eine 
zusammen fallen , ist klar. Hat man auf diese Weise die reellen 
Werthe von p, q und p lt q t ganz unzweideutig bestimmt, so er- 
hält man durch Auflösung der beiden quadratischen Gleichungen: 

j x*+px -| q =0, 

( * a + Pi:r + 9i=0 

die vier Wurzeln der aufzulüsendeu Gleichung des vierten Grades. 

Bei den gewöhnlichen Auflösungen der Gleichungen des vier- 
ten Grades durch Zerlegung der Function der Gleichung in zwei 
quadratische Factoren wird angenommen, dass aus der Gleichung 
das zweite Glied weggeschafft sei, was bei der vorstehenden Auf 
lösung nicht erforderlich ist. 
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Anmerkung. 

Oer oben angewandte Satz, dass jede Gleichung, deren 
letztes Glied negativ ist, mindestens eine reelle po- 
sitive Wurzel haben muss, kann leicht auf folgende Art 
bewiesen werden. 

Oie gegebene Gleichung sei: 

x* + a,*”-* + njX"-* + ....+ a,,— ix + a« = 0 

oder, wenn 

f(x) = x" + a,x*~ J + a,x"- 2 + .... + a«-ix -f u„ 
gesetzt wird, 

f(x) = 0- 

Für x = 0 ist /‘( 0 ) = «« J also f( 0 ) negativ, weil u, als negativ 
vorausgesetzt wird ; und weil nun 


/(x) = x*(l + -* + \ + .... 


a n -i 




ist, so ist offenbar /(«) = + oo; da also (\ 0) und f[ oo) entge- 
gengesetzte Vorzeichen haben, so hat die gegebene Gleichung 
offenbar mindestens eine reelle Wurzel zwischen 0 und ao , die 
also nur positiv sein kann. 


14 » 
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XIV. 

Untersuchungen über die Theorie der Linien auf den 

Flächen. 

• Von 

Herrn Doctor O. Böklen, 

in Sulz n. N. im Königreich Wörtern berg. 


ff. i. 

Wir ziehen in einem Punkt « auf einer Fläche die Normale 
und parallel mit derselben durch den Mittelpunkt einer Kugel, 
deren Halbmesser gleich Eins, eine Gerade, welche die Kugel- 
fläche in A trifft, so haben wir zwei entsprechende Punkte 
a und A, wovon der eine auf der beliebig angenommenen Fläche 
liegt und der andere auf der Kugel. Durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens lässt sich zu jeder Linie oder Figur auf der Fläche 
eine entsprechende auf der Kugel konstruiren, welche man als 
ein Bild davon betrachten kann. Wir brauchen zu diesem Zwecke 
bloss durch alle Punkte der gegebenen Linie oder Figur die Nor- 
malen der Fläche zu ziehen, und parallel mit jeder Normale einen 
Kugelhalbmesser, deren Endpunkte sofort die korrespondireode 
sphärische Figur bilden werden. Gauss hat diese Methode sei- 
nen Untersuchungen über die Flächen zu Grunde gelegt, und ge- 
langte so zu folgenden Theoremen, welche ganz geeiguet sind, 
den Werth derselben zu zeigen : 


Einem unendlich kleinen Kreis (oder Dreieck) auf der Fläche 
entspricht ein ebenfalls unendlich kleiner Kreis oder ein Dreieck 
auf der Kugel; das Verhältniss des Inhalts beider Kreise oder 

Dreiecke ist gleich > R und R' sind die Hauptkrümmungs- 
halbmesser der Fläche in dem gegebenen Punkte. 


Indem hierauf Gauss das Produkt 


1 

RU' 


ausdrückt als 


eine 


Funktion von zwei beliebigen Variabelen, von welchen die ge- 
wöhnlichen Coordinaten der Fläche x, y, z ebenfalls als Funktio- 
nen betrachtet werden, schliesst er weiter, da das Element ds 
einer beliebigen Linie auf der Fläche sich als eine Funktion der 
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genannten Variabelen darstellen lässt, dass die beiden Grüssen 

fj—ßi nnd ds zugleich konstant und zugleich veränderlich sind. 

Da nun dt konstant bleibt, nenn die gegebene Fläche beliebig 
gebogen wird, ohne Dehnung oder Pressung, so findet dasselbe 

auch bei dem Produkte ^ statt. Es fällt hier sogleich in die 
Augen, dass bei einer Flächenbiegung auch jede andere Grösse, 
ausser , konstant bleiben muss, welche als Funktion jener 
Variabelen sich darstellen lässt. 

Der dritte Satz endlich, der aus der Anwendung der Gauss’- 
schen Methode hervorging, bezieht sich auf die VVinkelsumme in 
einem geodätischen Dreieck (Polygon) auf einer Fläche; dieselbe 
ist gleich derjenigen des entsprechenden sphärischen Dreiecks 
(Polygons). 

Diese sind die drei wichtigsten Sätze der Disquisi tiones 
circa superficies enrvas, und werden genügen, um die Frucht- 
barkeit des Gedankens zu zeigen, welcher ihnen zu Grande liegt. 
Man gewinnt auf diesem Wege ein Mittel, Eigenschaften der 
Linien auf den Flächen zu entdecken durch Betrachtung der viel 
einfacheren sphärischen Curven, welche Eigenschaften ohne Hülfe 
der letzteren wohl sehn er zu erkennen sein würden. Die folgende 
kleine Sammlung von Beispielen soll die Anwendung des Gauss'- 
schen Prinzips in dieser Richtung zeigen.*) 


§• 2. 

Feber einige allgemeine Beziehungen zwischen den 
Linien auf den Flüchen und den korrespondlrenden 
sphärischen Curven. 

Zunächst mögen einige allgemeine Relationen angegeben wer- 
den, welche zwischen einer beliebigen Linie oder mehreren auf 
einer Fläche und den entsprechenden sphärischen Curven statt- 
fiuden. Wenn wir durch alle Punkte einer solchen Linie die Flä- 
chen -Normalen ziehen, und mit jeder Normale einen parallelen 

*) Ich habe die vorstehenden Sätze natürlich ganz mit den eigenen 
Worten de« Herrn Yerfauiers gegeben, bitte jedoch amtier der berühmten 
Abhandlung von Gnnsa namentlich aneh meine S |> h äro i d i «ehe Tri- 
gonometrie. Berlin 1833. 4°. Fünfte« Kapitel., insbeaondere 
wegen de« dritten Sntzc» §.88. S.274., zu vergleichen. — ,, Sphärische« 
Dreieck (Polygon)“ kann hier natürlich nicht im gewöhnlichen Sinne 
verttanden werden. G. 
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Kugelhalbmesser, so bilden die Endpunkte der letzteren auf der 
Kugel die entsprechende sphärische Curve. 

1. Schneiden sich mehrere Linien auf einer Fläche 
in Einem Punkte, so werden sich auch die ihnen ent- 
sprechenden sphärischen Curven in Einem Punkte 
schneiden, ln dem Durchschnittspunkte auf der Fläche lässt 
sich nur Eine Flächen-Normale ziehen (ausgezeichnete Punkte der 
Flächen, wie Spitzen u.s.f., welche mehrere Normalen zulassen, be- 
rücksichtigen wir nicht), also entspricht derselben nur Ein pa- 
ralleler Kugelhalbmesser. 

a und a' seien zwei unendlich nahe Punkte einer Linie auf 
der Fläche, und A und A' die entsprechenden Punkte der Kugel, 
deren Mittelpunkt O ist. Da die Normalen in a und a' parallel sind 
den Halbmessern OA und CM', so stehen die Tangential-Ebenen 
der Fläche in a und a' senkrecht auf OA und OA', mithin ist 
die Durchschnittslinie dieser Tangential -Ebenen, oder die kon- 
jugirte Tangente des Elements aa', senkrecht auf der Ebene 
OAA'. AA' ist eine Tangente der entsprechenden sphärischen 
Curve; wir schliessen somit: 

2. Die konjugirten Tangenten einer Linie auf der 
Fläche stehen senkrecht auf den Ebenen der die sphä- 
rischeCurve in den entsprechenden Punkten berühren- 
den grössten Kreise. 

Wenn sich zwei Linien auf der Fläche berühren, so haben 
sie ein Element au' gemeinschaftlich , somit haben sie auch die 
diesem Element konjugirte Tangente gemein; also fallen die zwei 
grössten Kreise, welche die sphärischen Curven in den entspre- 
chenden Punkten A und A' berühren, zusammen; diese Curven 
haben demnach auch das Element AA' gemein, d.h.sie berühren sich. 

Findet hei zwei Linien auf der Fläche eine Berührung zwei- 
ter Ordnung statt, so haben sie drei auf einander folgende Punkte 
a, a" oder zwei Elemente aa' und a'a" gemein; somit sind 
auch die konjugirten Tangenten dieser Elemente beiden Curven 
gemeinschaftlich. Die grössten Kreise, welche die sphärischen 
Curven berühren, gehen durch die entsprechenden Punkte A, A' 
und A", also haben diese Curven drei Punkte oder zwei auf ein- 
ander folgende Elemente gemein, und berühren sich ebenfalls in 
der zweiten Ordnung. 

Die gleiche Schlussweise lässt sich auf den Fall ausdehnen, 
wenn die gegebenen Linien auf der Fläche eine Berührung dritter, 
vierter Ordnung haben. Wir folgern hieraus : 
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3. Wenn sieb zwei Linien auf einer Fläche berüh- 
ren, so berühren sieb auch die entsprechenden sphä- 
rischen Curven, und zwar ist die Osculation in beiden 
Berührungspunkten von derselben Ordnung. 

Aus 2. folgt unmittelbar: 

4. Wenn sich zwei oder mehrere Linien in einem 
Punkte auf einer Fläche schneiden, so sind die Win- 
ke I zwischen ihren konjugirten Tangenten in diesem 
Punkte gleich den Winkeln zwischen den entspre- 
chenden sphäri sc b e n Curven in ihrem Durchschnitts- 
p u nkt e. 

Mau ziehe in einem Kegelschnitt vier beliebige Halbmesser 
a, ß, y, ä; ferner die ihnen konjugirten Semidiameter a, 6, c, 6; 
die Winkel zwischen zweien dieser Linien, z. B. zwischen a und 
ß, bezeichnen wir mit (aß), so findet, nach einem bekannten Satze, 
die Gleichheit folgender Doppelverhältnisse statt: 


sin (ay) 

sin (ac) 

nin(ßy) 

sin (hc) 


sin (ad) sin (45) ’ 


sin ( ßS ) sin (hö) 


s\n(aß) 

sin (ah) 

sin (yß) 

sin(ch) 

sin (ad) 

sin (aS) 

sin (yd) 

sin (c6) 

sin (aß) 

sin (ah) 

si n(Sßj 

sin (5h) 

sin (ay) 

sin (ar) 

sin (dyj 

sin (5c) 


Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt m auf einer Fläche, 
konstruiren die Tangential-Ebene, und in derselben einen Kegel- 
schnitt, dessen Mittelpunkt m, dessen Axen mit den Tangenten 
der Krümmungslinien in m zusammenfallen und den Grössen 
VR und Vli 1 proportional sind. Die Gleichung dieses Kegelschnitts 
(Dupin nennt ihn die indicatrice) ist: 



Derselbe ist bei gleichartig gekrümmten Flächen eine Ellipse, bei 
ungleichartig gekrümmten eine Hyperbel ; und bat die Eigenschaft, 
dass je zwei seiner konjugirten Durchmesser mit zwei konjugirten 
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Tangenten der Fläche im Punkte m zusammenfallen. Wenn also 
a, ß> y> $ vier beliebige Tängenten der Fläche sind, und a, t>, e, 6 
ihre konjugirten Tangenten, so linden zwischen den Winkeln (aß), 
(ay), (ab).... die Relationen S. statt. Sind ferner «, ß, y, 6 die 
Tangenten von vier Linien, welche durch den Punkt m auf der 
Fläche gehen, so sind die Ebenen der grössten Kreise, welche 
diesen Linien auf der Kugel entsprechen , beziehungsweise senk- 
recht auf den konjugirten Tangenten a, b, c, i> (nach 2.), mithin 
finden unsere Gleichungen auch statt, wenn statt der Richtungen 
a, 6, c, Ö die Tangenten A, B, C, D der genannten grössten 
Kreise gesetzt werden, welche durch den Punkt M auf der Kogel 
gehen, der dem Punkte m auf der Fläche entspricht. Bezeichnen 
wir somit analog die Winkel zwischen^ und B mit (AB) u. s. f.- 
so bestehen folgende Relationen: 

sin(ay) sin(/tC) 

gin(fty) sin (BC) g f 
sin (ad) sin (AD) ’ 

sin (ßö) sin (Bit) 

welche diesen Satz enthalten: 

5. Zieht man durch einen Punkt einerFläche belie- 
bige Linien, und konstruirt auf der Kugel die entspre- 
chenden sphärischen Curven, so sind die Doppelver- 
hältnisse der Sinus von je vier Winkeln zwischen den 
Linien auf der Fläche gleich den Doppel Verhältnissen 
der Sinus von den vier Winkeln zwischen den entspre- 
chenden sphärischen Curven. 

a und a! seien zwei unendlich nahe Punkte einer Krummungs- 
li nie auf der Fläche, A und A' die entsprechenden Punkte der 
Kugel. Die durch a und a' gehenden Normalen der Fläche 
schneiden sich und liegen somit in Einer Ebene, welche auch 
die Tangente der Kriimmungslinie, d. h. das Element aa' enthält, 
und der Ebene AOA' bei der Kugel parallel ist. Da zugleich die 
Tangential-Ebenen der Fläche in den entsprechenden Punkten a 
und A parallel sind, so müssen es auch die Elemente aa' und 
AA' sein. 

6. Die Tangenten einer Kriimmungslinie auf einer 
Fläche sind parallel den Tangenten der entsprechenden 
sphärischen Curve. 

Wenn die Tangenten von zwei gewundenen Curven in je zwei 
entsprechenden Punkten einander parallel sind, so sind auch ihre 
Contingenzninkel (Winkel zwischen zwei auf einander folgenden 
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Elementen) einander gleich, ihre Osculations-Ebenen (Ebenen von 
zwei auf einander folgenden Elementen) sind parallel; mithin sind 
auch die Osculationswinkel (Winkel zwischen zwei auf einander 
folgenden Osculations-Ebenen) einander gleich. Wir schliessen 
demnach weiter: 

7. Die Contingenz winkel einer Krümmungslinie 
auf einer Fläche sind denjenigen der entsprechenden 
sphärischen Curve gleich. Die Osculations-Eberien 
der Krümmungslinic und der sphärischen Curve sind 
einander parallel. 

Der Hauptkrümmungshalbmesser einer Curve ist gleich dem 
Element derselben, di vidi rt durch den Contingenzwinkel. Der 
Torsionshalbmesser ist gleich diesem Element, dividirt durch den 
Osculationswinkel. 

8. Die beiden Hauptkrümmungshalbmessersowohl 
als auch die Torsionshalbmesser einer Krümmungs- 
linie auf einer Fläche und der entsprechenden sphäri- 
schen Curve verhalten sich wie die Elemente beider 
in entsprechenden Punkten. 

Wir ziehen die Normalen der Fläche in zwei Punkten a und 
«' einer Krümmungslinie; A und A' sind die entsprechenden Punkte 
der sphärischen Curve, Öist der Mittelpunkt der Kugel, R der Eine 
Hauptkrümmungshalbmesser der Flüche, welche der genannten 
Krümmungslinie entspricht, also: 

„ aa' au' 

~AÜA i ÄÄ r 


9. Der Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche, 
welcher einer Krümmungslinie entspricht, ist gleich 
dem Elemente derselben dividirt durch das Element 
der ent s p rech en d e n sphärischen Curve. 


oa" sei ein Element der anderen durch o gehenden Krümmungs- 
linie, und AA" das entsprechende Element der sphärischen Curve; 
so ist auch, wenn W der andere Hauptkrümmungshalbmesser der 
Fläche ist, in a: 


also: 


R' = 


AA" : 


1 AA'.AA" 
R.R’— aa' . aa" ’ 
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Nun ist der Bruch rechts offenbar das Verhältnis je eines 
Flächen-Elcments auf der Kugel zu dem entsprechenden Fläcben- 
Element der Fläche, oder nach Gauss das Krümmungsmass 
(niensura curvaturae). Wir haben somit, aber auf anderem Wege, 
den Gauss'schen Satz beniesen: das K rü mmungs in ass ist 
1 

_ RR •' 

Wir können in der Gleichung: 

1 AA'.AA " 

R.R'— aa'.aa" 

AA‘. AA"=const. setzen, oder, »vas dasselbe ist, annehmen, dass 
die Kugel in gleiche Elemente eingetheilt sei, so ist: 

R. R' — an' . aa" . const. 

und durch Integration : 

f R.R' z=z const. f aa' .ua" -f const. 

Der Ausdruck rechts gibt die Complanation der gegebenen 
Fläche, mithin hängt dieselbe von der Integration f R.R' ab (Bor- 
chard; Quadraturedefinie dessurfacescourbes. L io u - 
vi Ile 1854. XIX. S. 369.) 

Wir ziehen durch a' eine weitere Krümmungslinie auf der 
Fläche parallel aa" und durch a" eine vierte Krümmungslinie 
parallel aa' , dadurch entsteht das unendlich kleine Krümmungs- 
linien-Viereck aa'a"'a", welches rechtwinklig ist. Demselben ent- 
spricht auf der Kugel ein ebenfalls rechtwinkliges X'iereckAA' A m A*. 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens können wir auf der Fläche 
ein Netz von unendlich kleinen Rechtecken aus Krümmungslinien 
ausbreiten, welchem auf der Kugel ein Netz von ebenso vielen 
Rechtecken entsprechen wird. Ferner können wir annehmen, 
dass die Kugelrechtecke einander gleich sind, dann folgt aus der 
vorigen Gleichung, dass, wenn die Fläche der Differenzial-Glei- 
chung 



entspricht, auch die Krümmungslinienrechtecke auf ihr einander gleich 
sind, woraus man sogleich schliesst, dass die Fläche sich auf 
der Kugel abbilden lässt. Wir haben also nachstehenden Satz: 

10. Wenn bei einer Fläche das Krümmungsmass 
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konstant ist für jeden ihrer Punkte, so lässt sie sich 
auf einer Kugel abbilden. 

Solcher Flächen gibt es unendlich viele, worunter aber die 
Ebene nicht begriffen ist. Die einfachste derartige Fläche ent- 
steht durch Drehung einer Curve um eine Axe in ihrer Ebene, 
welche der Gleichung entspricht: 

— = const. 
n.p 


n ist das Stück der Normale zwischen der Curve und der Dre- 
bungsaxe, p der Krümmungshalbmesser der Curve. Die beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser der entstandenen Drehungsfläche, R 
und R', sind gleich n und p, also ist auch 

1 

1 . 1 . i ■ const. 


Hat man zwei Flächen, wo 


ßß, — const., so lassen sie sich 


beide auf einer Kugel, mithin lassen sie sich auch auf einander 
abbilden. 


Wir nehmen nun eine zweite Fläche an, deren Hauptkrüm- 
mungshalbmesser mit Rß und R'ß bezeichnet werden sollen, kon- 
struiren nach dem Obigen ein Netz von Krümmungslinienrecht- 
ecken ßß‘ß m ß", welchem auf der Kugel ein Netz von unendlich 
kleinen Rechtecken BB‘B" B n entspricht, die wir auch unter sich 
und den Rechtecken AA'A'"A " gleich annehmen. Wir haben nun 
die Relation: 

1 BB'.BB" AA'.AA " 

R ß .R- ß - ßß'.ßß" ~ ßß'.ßß" ■ 

Aus dieser Gleichung und der früheren 

J1 A A'.A A " 

R. R' aa‘ . aa" 

folgt: 

aa'. aa" : ßß'. ßß" = R.R‘: RßR'ß. 

Hierin ist folgender Satz enthalten: 

11. Wenn zwei beliebige Flächen so auf einander 
bezogen werden, dass in je zwei korrespon d ire nden 
Punkten die Flächen-Normalen parallel sind, so ver- 
halten sich io diesen Punkten die F lachen- Elemente 
wie die Produkte der Hauptkrümmungshalbmesser. 
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in dem speziellen Fall, wenn beide Flächen der Bedingung 
genügen, dass für je zwei korrespondirende Punkte derselben 

1 1 

ft.«' ~ft(j.«v 

ist, muss auch 

aa‘. au" — ßß‘ . ßß" 

sein ; jedem Rechtecke des Netzes auf der ersten Fläche entspricht 
ein gleich grosses Rechteck des Netzes auf der zweiten Fläche; 
somit lässt sich die eine auf der andern ahbilden; hiermit wäre 
der zweite Satz von Gauss bewiesen: 

Wenn bei zwei Flächen das Krüminungsmass 
in je zwei k o r res p o n d irend en Punkten gleich ist, so 
lassen sie sich auf einander abbilden. 

Der Gauss’sche Beweis gründet sich auf einen allgemeinen 
Ausdruck von ^ mittelst der eben genannten zwei Variabelen. 
welcher aber so komplizirt ist, dass er in seiner ursprünglichen 
Form bis jetzt noch keine weitere Anwendung fand. Andere (ana- 
lytische) Beweise desselben Satzes von Bertrand, Puiseux 
und Liouville findet man bei Monge, Application de l’Ana- 
lyse ä la Geo m e tri e. Sine ed. IVmc Note de M. Liouville, 

wo der Letztere auch einfachere Ausdrücke für gegeben hat. 

a und o' sind zwei unendlich nahe Punkte auf einer Fläche, 
a und a' sind die korrespondirenden Punkte auf einer anderen 
Fläche (nicht auf einer Kugel); die Normalen der Flächen in a 
und a sind einander parallel, wie auch diejenigen in a‘ und a‘. 
Die beiden Ebenen, welche die erste Fläche in a und a‘ berühren, 
sind also auch den Tangential 'Ebenen der zweiten Fläche in a 
und a' parallel, mithin ist auch der Durchschnitt des ersten Paa- 
res von Ebenen, oder die konjugirte Tangente des Elements aa 1 , 
parallel dem Durchschnitt der beiden anderen Tangential-Ebenen, 
oder der konjugirten Tangente des Elements an'. Hieraus folgt 
der allgemeine Satz: 

12. Wenn zwei Linien auf zwei beliebigen Flächen 
in einer solchen Beziehung zu einander stehen, dass 
die Flächen-Nor malen in je zwei entsprechenden 
Punkten beider Linien einander parallel sind, so sind 
in diesen Punkten auch die konjugirten Tangenten 
der Linien unter sich parallel. 
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Wir bezeichnen das Element aa' mit da und aa' mit ds; der 
Winkel, welchen die Normalen der ersten Flüche in a und a' mit 
einander bilden, ist gleich a, so ist derjenige zwischen den Nor- 
malen der zweiten Fläche in a und a' auch gleich co ; qo ist der 
Winkel zwischen den konjugirten Tangenten in a; f der Winkel 
zwischen den konjugirten Tangenten in u; g und r sind die Krüm- 
mungshalbmesser der Normalschnitte der Flächen, welche durch 
die Elemente aa' und aa' gehen ; ö und d sind die Poldistanzen 
dieser Elemente (wenn man die Gerade zieht, welche auf den 
Flächen -Normalen von a und a' zugleich senkrecht steht, so ist 
der Punkt, wo sie die erste Flächen -Normale trifft, der Pol des 
Elements aa' und die Entfernung des Pols bis zum Punkt a die 
Poldistanz von aa')- Wir haben nun folgende Gleichungen: 


e 


da 

’ sin (p 


cotg co , 


ds 

r = sW- cotgo,; 


3 — da. sin rp . cotg ro , 


d = ds . sin f. cotg to ; 


da^-.ds 2 = g5:rd. 

13. Bei den in 12. genannten Linien verhalten sieb 
die Quadrate zweier entsprechenden Elemente wie 
die Produkte aus den Poldistanzen dieser Elemente 
und der Krümmungshalbmesser von den durch sie ge- 
henden Normalschnitten der Fläche. Spezielle Fälle die- 
ses allgemeinen Satzes sind folgende: 

Die Eine dieser Linien ist eine Krümmungslinie der Fläche, 
so ist r = d = Rji = dem derselben entsprechenden Hauptkrüm- 
mungshalbmesser der Fläche, also: 


do:ds=V gS-.Rp. 

Die Eine der Linien liegt auf einer Kugel, deren Halbmesser 
= 1, so ist r = d = 1 , also : 


da 

ds ~ 


Vpd. 


14 Wenn man nach der Gauss’schen Methode zu 
einer beliebigen Linie auf einer Fläche die entspre- 
chende sphärische Curve konstruirt. so ist das Ver- 
hältniss derElemente beidcrLinien inentsprechenden 
Punkten gleich der Wurzel aus dem Produkt der Pol- 
distanz des Elements der ersten Linie und des Krüm- 
mungshalbmessers von dem durch dieses Element ge- 
henden Normalschnitte der Fläche. 
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Böhlen: Untersuchungen über die Theorie 


Wenn die erstere der genannten Linien eine Kriimmungs- 
linie, die andere eine sphärische Curve ist , so folgt aus unserer 
Proportion : 

da:dt = ti: I, 


welches der Satz 9. ist. 



5 - 3 . 

Die Linien des Systems («). 

Wenn wir die Eigenschaften der Linien auf den Flächen durch 
Betrachtung der korrespondirenden sphärischen Curven untersu- 
chen , so beginnen wir am besteu mit solchen Linien, welchen die 
einfachsten sphärischen Curven, also grösste Kreise, entsprechen. 
Ist nämlich auf einer Fläche eine Linie gegeben von der Art, 
dass die Normalen der Fläche, welche durch die einzelnen 
Punkte dieser Linie gezogen werden, Einer Ebene parallel sind, 
so liegen die parallel gezogenen Kugelhalbmesser auch in Einer 
Ebene, und treffen somit die Kugel in einem grössten Kreis. 
Solche Linien auf den Flächen nun, welchen ein 
grösster Kreis entspricht, nennen wir Linien des Sy- 
stems (a), oder kurz Linien (a). Sie haben folgende Eigen- 
schaften : 

15. Die Tangential-Ebenen der Linien des Sy- 
stems (a) bilden einen Cylinder, dessen Erzeugende 
auf der Ebene des grössten Kreises senkrecht stehen. 

Jede Tangente einer Linie ( a ) und die durch den Berüh- 
rungspunkt gehende Erzeugende des Cylinders sind konjugirte 
Tangenten der Fläche. 

16. Die konjugirten Tangenten der Linien des Sy- 
stems (a) sind unter einander parallel und senkrecht 
auf der Ebene des der Linie entsprechenden grössten 
Kreises der Kugel. 

Da alle Flächen-Normalen, welche durch die einzelnen Punkte 
einer Linie (a) gehen, Einer Ebene parallel sind, so stehen auch 
die Geraden, welche zwei auf einander folgende Normalen senkrecht 
treffen, und mithin die kürzeste Entfernung dieser Normalen angeben, 
auf jener Ebene senkrecht, und sind folglich unter einander parallel. 
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17. Die Geraden, welche die kürzeste Entfernung 
zwischen je zwei auf einander folgenden Flfichen-Nor- 
malen einer Liniedes Systems (o) angeben, sind unter 
einander parallel, und stehen, wie die Erzeugenden 
des Cylinders, der die Fläche in der Linie (a) berührt, 
auf der Ebene des entsprechenden grössten Kreises 
senkrecht. 

18. Zieht man durch einen Punkt einer Fläche vier 
beliebige Linien (a) und konstruirt die entsprechenden 
grössten Kreise auf der Kugel, so sind die Doppelver- 
hältnisse der Sinus von je vier Winkeln, welche die 
Linien (a) in ihrem gemeinsamen Schnittpunkt mit ein- 
ander bilden, gleich den DoppelverhältnissenderSinus 
der entsprechenden vier Winkel, welche die grössten 
Kreise in ihrem Schnittpunkt mit einander machen. 

19. Werden durch einen Punkt auf einer Fläche 
vier Linien (n): a, ß, y , <5 gezogen, so dass die Glei- 
chung stattfindet: 

sin (ay) sin (ord) 
sin (ßy) sin (ßd) ’ 

so bilden dieselben einen harmonischen Strahlen- 
büschel. Die entsprechenden grössten Kreise bilden 
ebenfalls einen harmonischen Strahlenbüschel, weil 

sin (AC) sin(,4/>) 

sin (BC) sin (BD) 

ist. 


Auf einer Kugel, deren Mittelpunkt O ist, liegt ein Punkt M. 
durch welchen vier grösste Kreise geben , die von einem fünften 
grössten Kreise in den Punkten A', ff, O, D‘ geschnitten werden. 
Wir bezeichnen, wie vorhin, die vier ersten Kreise mit A, B, C, D 
und die Winkel, welche sie unter einander bilden, mit (AB) u.s. f., 
so ist nach einem Satze der sphärischen Trigonometrie: 

sin A'C 1 
sin B’C 
sin A'D“ 

&\x\B'iy 

A'C, B'C u. s. f. sind die Bögen zwischen den Schnittpunkten 
A' und C‘ , B' und C u. s. f. Es ist auch sin A'C — sin A'OC ' , 
sin B'C' =sinB'OC'. 


sin(.4C) 

1 sin (BC) 

sin (.ID) 

.sin (BD) 
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BOklen: Untersuchungen über die Theorie 


Auf einer Fläche ziehe man durch einen Punkt m vier belie- 
bige Linien (a): a, ß, y, S; »reiche von einer fünften Linie (a) in 
den Punkten n', ß', y“, d' geschnitten werden. Die Normalen der 
Fläche, deren Fusspunkte ß‘, y\ 6' sind, bezeichnen wir gleich- 
falls mit <*', ß‘, y‘, d' und die Winkel zwischen je zwei solchen 
Normalen mit (a'ß‘), ( a‘y ') u. s. f., so ist offenbar: 

( a'ß' ) = A'Oß' , a'y' = A'OC' u. s. f. 

indem A', B‘, O, ü' die entsprechenden vier Punkte auf der Ko- 
gel sind. Wir haben also mit Rücksicht auf die vorige Gleichung 
diese Relation: 

sin (ay) sin(a'y') 

si» (ßy) _ sin ( ß‘y‘) 
sin (ad) sin (a'6‘) ’ 

sin(ßä) sin(ß'ä') 

weiche folgenden Satz enthält: 

20. Wenn vier von einem Punkt ausgehende Linien 
(a) auf einer Fläche von einer fünften in vier Punkten 
getroffen werden, so ist das Doppelverhältniss der 
Sinus von vier Winkeln jenes Strahlenbüschels gleich 
dem Doppelverhältniss der Sinus der vier Winkel von 
je zwei solchen Flächen- Normal en, die durch die auf 
diesen Strahlen liegenden Schnittpunkte gehen. 

21. Auf einer Fläche sind zwei Linien (a); auf der 
ersten liegen die Punkte a‘, ß‘, y‘, d'; auf der zweiten 
a",ß",y" ,d"; die Winkel zwischen den Flächen-Norraa- 
ien «' und ß 1 , a‘ und y‘ u. s. f. werden wie vorhin bezeich- 
net durch (a'ß'), ( a'y ') u. s. f.; wenn die Doppelverhältnisse 

sin (a'y‘) sin (a 'y") 

sin(fty) _ sin (ß''y") 

sin(«'d') sin(a'’d") 

sin (ß'ö‘) sin (ß"S") 

einander gleich sind, so schneiden sich die durch die 
Punkte af und a", ß' und /?", /'und y" , 6' und d" bestimm- 
ten vier Linien (a) in Einem Punkte. 

Vier harmonische Punkte auf einer Linie (a) sind solche, bei 
welchen 

sin (a'y') si n (a'S‘) 

sin (ßY) sin (ß‘d‘) 

ist. 
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22. Jede Linie des Systems (n) auf einer Flüche 
wird von einem harmonischen Strahlen bfischel aus 
Linien (a) in vier harmonischen Punkten geschnitten. 
Sind auf jeder von zwei Linien (o) vier harmonische 
Punkte gegeben, und man verbindet je zwei entspre- 
chende dieser Punkte durch Linien ( a ), so konvergiren 
diese in Einem Punkte. 

23. Wenn auf einer Fläche zwei ha r monisc h e Strah - 
lenbüschel mit verschiedenen Centre n gegeben sind, 
wovon zwei entsprechende Strahlen in der Verbin- 
dungslinie ihrer Centren vereinigt sind, so liegen die 
Durch sch ni tlsp u nkte d er drei an d eren Paare von ent- 
sprechenden Strahlen uuf einer Linie (a). 

Durch zwei Punkte a und ß einer Fläche ziehen wir eine 
Linie (a) und die Normalen der Fläche. DerWinkel zwischen die- 
sen Normalen heisst derder Linie orjSentsprechendeNorinalen-Winkel. 


§• 4 - 

Dreiecke und Transversalen, gebildet von Linien de« 
System« (o). 

Auf einer Fläche ist ein Dreieck ctßy aus Linien des Systems 
(a) gegeben. Man ziehe drei sich in Einem Punkt schneidende 
Transversalen ««', ßß\ yy', so entspricht dieser Figur auf der 
Kugel ein sphärisches Dreieck ABC mit drei sich in Einem 
Punkte schneidenden Transversalen (nach 4.) AA\ BB‘, CC‘; 
da nun 

sin /IC', sin Ä/I'.sin CB ‘ = sin CB .sin A'C. sin B'A, 

so ist auch, wenn wir die Bezeichnung der Winkel zwischen den 
Flächen-Normalen in a und a‘, ß und ß‘ u.s.f. nach 21. beibehalten: 

sin oy'-sin/}«' .sinyß' =: sin y'ß . sin a'y. sin ß‘a. 

24. Auf einer Fläche ist ein Dreieck mit drei sich 
in Einem Punkt schneidenden Transversalen, sämint- 
lich Linien des Systems (a), gegeben. Es entstehen 
dadurch auf jeder Beite zwei Abschnitte, im Ganzen 
sechs, wovon dreinichtan einander liegendegetrennte 
heissen. Das Produkt der Sinus von drei Normalen- 
Winkeln, welche getrennten Abschnitten entsprechen, 
ist gleich dem Produkt der Sinus der drei übrigen 
Normalen-Winkel. 

TheU XXXIX. 15 
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Die folgenden Sätze sind einfache Uebertragangea von be- 
kannten Theoremen der sphärischen Trigonometrie: 

25. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks, von 
Linien des Systems ( o ) gebildet, drei Punkte an, so 
dass das Produkt der Sinus von drei getrennten Sei- 
ten- A bschni tt en entsprechenden Normalen-Winkeln 
gleich dem Produkte der Sinus von den drei übrigen 
Normalen-Winkeln ist, welche den drei anderen ge- 
trennten Seiten - Abschnitten gegeuüberliegeo, so 
schneiden sich die von den Ecken des Dreiecks nach 
diesen Punkten gezogenen Transversalen des Systems 
(a) in Einem Punkte. (Converse von 24.) 

26. Zieht man eine Linie (a), welche die Seiten 
eines Dreiecks oder deren Verlängerungen auf einer 
Fläche schneidet, so bilden die drei Schnittpunkte auf 
den Seiten im Ganzen sechs Abschnitte. Das Produkt 
der Sinus von drei, getrennten Seitenabschnitten ent- 
sprechenden Normalen-Winkeln ist gleich dem Pro- 
dukt der Sinus von den drei anderen Normalen-Winkeln. 

27. Werden auf einer Seite eines Dreiecks aus 
Linien des Systems (a) und den Verlängerungen der 
beiden anderen, oder auf den Verlängerungen aller 
drei Seiten Punkte angenommen, so dass das Produkt 
der Sinus von drei, getrennten Seiten-Abschnitten 
entsprechenden, Normalen-Winkeln gleich ist dem 
Produkte der Sinus von den drei anderen Normalen- 
Winkeln, so liegen diese drei Punkte auf Einer Linie 
des Systems (o). (Converse von 26.) 

28. Wenn man drei sich in Einem Punkt schnei- 
dende Transversalen eines Dreiecks von Linien des 
Systems (a) zieht, und die Fusspunkte von zweien die- 
ser Transversalen verbindet durch eine Linie (a), so 
wird diese durch die dritte Transversale und die dritte 
Dreiecksseite harmonisch getheilt. 

Die beiden Transversalen eines Dreiecks von Linien <(«), 
weiche durch eine Ecke gehen und den inneren sowohl als den 
äusseren Dreieekswinkel halbiren, bilden einen rechten Winket 
mit einander, also sind sie in Verbindung mit den von der glei- 
chen Ecke ausgehenden Dreiecksseiten ein harmonischer Strah- 
lenbüschel, somit bestimmen sie auch auf der Gegenseite vier 
harmonische Punkte. 
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29. Wenn man die Fusspunkte von drei sieb in 
Einem Punkte schneidenden Transversalen eines 
Dreiecks aus Linien des Systems («) verbindet, so lie- 
gen die Durchschnittspunkte der Verbindungslinien 
mit den Gegenseiten des Dreiecks wieder auf einer 
Linie des Systems (a). 

30. ln einem vollständigen Viereck aus Linien des 
Systems (a) auf einer Fläche schneiden sich die Dia- 
gonalen gegenseitig harmonisch. 


§• 5. 

Die Linien des Systems (6). 

Auf einer Fläche liegt eine Linie, durch deren Punkte wir 
die Normalen der Fläche ziehen ; parallel mit denselben durch 
den Mittelpunkt der Kugel gehen die Halbmesser. Wenn letztere 
in Einer Ebene liegen und die Kugel also in einem grössten Kreise 
treffen, so ist die gegebene Linie auf der Fläche eine solche, 
die wir Linie des Systems («) genannt haben. Bilden die Halb- 
messer aber einen Kegel zweiten Grades und treffen somit die 
Kugel in einem sphärischen Kegelschnitt, so nennen wir die Linien 
auf der Fläche Linien des Systems (6) oder kurz Linien (6). 

Jeder sphärische Kegelschnitt hat zwei Brennpunkte und jeder 
Kegel zweiten Grades zwei Fokal-Linien. Die Summe der Win- 
kel, welche eine Erzeugende mit den Fokal-Linien bildet, ist kon- 
stant. Hieraus schliesst man : 

31. Jede Linie des Systems (6) auf einer Fläche 
hat zwei Brennpunkte; die Summe der Winkel, welche 
eine Fläehen-Normale eines Punkts der Linie mit den 
Fläch en-Normalen der beiden Brennpunkte bildet, ist 
konstant. 

Die beiden Ebenen, welche durch eine Erzeugende des Kegels 
und die Fokal-Linien geben, biiden mit der durch diese Erzeu- 
gende gehenden Tangential ■ Ebene gleiche Winkel. Wir nehmen 
nun auf der Linie des Systems (6) den Punkt a an, dessen Flä- 
chen-Normale parallel seiner Erzeugenden ist, so ist die der Linie 
(6) in a konjugirte Tangente senkrecht auf der genannten Tan- 
gential-Ebene. Ziehen wir ferner zwei Linien (a) von a nach den 
Brennpunkten, so sind die konjugirten Tangenten dieser Linien 
im Punkt a senkrecht auf den beiden, durch die Erzeugende des 
Kegels und die Fokal-Linien gebenden Ebenen; mithin bilden diese 

15 * 
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Bö k len: Vntersuchnngen über die Theorie 


konjugirten Tangenten mit der konjngirten Tangente der Linie ( b ) 
in a gleiche Winkel. 

32. Man ziehe von einem l’nnkt einer Linie des 
Systems (6) nach den Brennpunkten zwei Linien des 
Systems (o), so bilden die konjugirten Tangenten der 
letzteren in dem genannten Punkt mit der konjugirten 
Tangente der Linie (6) gleiche Winkel. 

In dem speziellen Falle, wo die Linie (b) eine Kriiramungs- 
linie der Fläche ist, erhält man mit Hülfe des Satzes von Dupin, 
vrornach die konjugirten Tangenten in einem Punkt einer ('lache 
zugleich die konjugirten Tangenten eines Kegelschnitts (der in- 
dicatrice) sind, folgendes Corollar: 

33. Wenn eine Linie des Systems (b) zugleich Krüm- 
mungslinie der Fläche ist, so bildet sie mit den von 
einem ihrer Punkte nach den Brennpunkten gezogenen 
Linien (a) gleiche Winkel. 

Wenn auf einer Kugel zwei feste Punkte gegeben sind, und 
um dieselben zwei Bögen grösster Kreise sich so drehen, dass 
sie sich rechtwinklig schneiden, so beschreibt ihr Durchschnitts- 
punkt einen sphärischen Kegelschnitt; hieraus folgt: 

34. Wenn auf einer Fläche zwei feste Punkte lie- 
gen, und um dieselben zwei Linien des Systems (a) 
sieb so drehen, dass ihre konjugirten Tangenten im 
Durchschnittspunkte rechtwinklig zu einander sind, 
so beschreibt dieser Durchschnittspunkt eine Linie 
des Systems (b). 

Jedem grössten Kreise auf einer Kugel entspricht ein Pol; 
der nach dem Pol gehende Kugelhalbmesser ist senkrecht auf 
der Ebene des grössten Kreises. Ebenso entspricht jeder Linie 
des Systems (a) auf einer Fläche ein Pol; die Normale der 
Fläche, welche durch den Pol geht, ist parallel mit den konjugir- 
ten Tangenten der genannten Linie (u). 

Bewegt sich ein grösster Kreis so, dass er einen sphärischen 
Kegelschnitt umhüllt, so beschreibt sein Pol auf der Kugel eben- 
falls einen sphärischen Kugelschnitt. 

Wenn auf einer Kugel zwei feste Bögen grösster Kreise ge- 
geben sind, und man lässt auf ihnen die Endpunkte eines grössten 
Kreises gleich einem Quadranten sich bewegen , so wird dieser 
einen sphärischen Kegelschnitt umhüllen, und sein Pol also auch 
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einen sphärischen Kegelschnitt beschreiben. Hiernach scblies- 
sen wir: 


35. Auf einer Fläche liegen zwei Linien des Sy- 
stems (n). Man nehme auf jeder einen Punjit an, so 
dass die Flächen-Normalen in beiden Punkten zu ein- 
ander rech t w ink lic h sind, so wird der Pol der durch 
diese (beweglichen) Punkte bestimmten Linie des Sy- 
stems (er) eine Linie des Systems (b) beschreiben. 

Auf einer Kugel sind zwei Punkte O und O'; durch O gehen 

grösste Kreise A, B, C, /) ; und durch O' gehen die Kreise 

A', B‘, C, ly .... Zwischen diesen beiden sphärischen Strahlen- 
büscheln findet die Beziehung statt, dass das Doppelverhältniss 
der Sinus von je vier Winkeln des Einen Büschels gleich ist dem 
Doppelverhältniss der Sinus von den entsprechenden vier Winkeln 
des anderen Büschels, also z. B. : 

sin (A(J) sin ( A'C ‘ ) 

sin (HC) sin 

sin (AD) sin ( Ä'D’ ) 

ain(BD) sin (B‘D‘) 

Wenn nun in dem grössten Kreise Oü“ zwei entsprechende 
Strahlen vereinigt sind, wie A und A\ oder B und B‘ u. s. f, so 
liegen die Durchschnitte von je zwei anderen entsprechenden 
Strahlen beider Büschel , z. B. von C und O, l) und /)’ u.s.f., auf 
Einem grössten Kreise. Sind aber in dem grössten Kreise OÜ‘ 
nicht zwei entsprechende Strahlen vereinigt, z. B. A und B'\ so 
liegen die Durchschnitte von je zwei entsprechenden Strahlen 

A und A' , B und B' auf einem sphärischen Kegelschnitt. 

Dieser Satz lässt sich direkt auf die Linien der Systeme (a) und 
(6) übertragen : • 

•36. Auf einer Fläche liegen zwei Punkte, von denen 
St rah I en b iis c h el aus Linien (ci) ausgehen, welche in 
der Beziehung zu einander stehen, dass das Doppel- 
verhältniss der Sinus von je vier Winkeln des Einen 
Büschels gleich dem Doppelverhältniss der Sinns von 
den vier Winkeln der entsprechenden Strahlen des 
anderen Büschels ist. Sind in der Verbindungslinie 
beider Punkte zwei entsprechende Strahlen vereinigt, 
so liegen die Schnittpunkte von je zwei anderen ent- 
sprechenden Strahlen auf einer Linie (n). Sind aber 
in dieser Verbindungslinie nicht zwei entsprechende 
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Strahlen vereinigt, so liegen die Schnittpu niete von je 
zwei entsprechenden Strahlen auf einer Linie (6). 

Hier schliesst sich nun unmittelbar folgender Satz an, dessen 
Beweis aus. dem Hauptsatz 136. ebenso abgeleitet wird , wie der 
entsprechende Satz der Kegelschnitte aus den Eigenschaften der 
projectivischen und harmonischen Strablenbüscbel : 

37. Gegeben ist ein Punkt p auf einer Fläche und 
eine Linie (6); man ziehe von p aus zwei Linien des 
Systems (a), welche die Linie ( 0 ) tangiren, verbinde die 
Berührungspunkte durch eine Linie (o); so wird jede 
durch (fi) gezogene Linie (a) durch diese Verbindungs- 
linie und die Linie (6) harmonisch getheilt. Zieht man 
in den Schnittpunkten mit der Linie (6) an letztere 
zwei tangirende Linien (a), so schneiden sich diese 
auf der genannten Verbindungslinie. 

Wir könnten nun noch eine Menge von Sätzen der neueren 
Geometrie anführen, die sich auf die Linien der Systeme (a) und 
(6) übertragen lassen, begnügen uns aber mit den bisherigen. 

Unter den Linien ( h ) gibt es eine besondere Gattung, welche 
nur Einen Brennpunkt haben. Denselben entspricht auf der Ku- 
gel ein Nebenkreis. Sie haben folgende Eigenschaften : 

38. Dieje n i gen Li n ien (6), weit- h cn ei n N e benkr e is 
auf der Kugel entspricht, haben einen Brennpunkt. 
Jede Normale der Fläche, welche durch einen Punkt 
der Linie geht, bildet mit der Flächen-Normale des 
Brennpunkts denselben Winkel. Zieht man vom Brenn- 
punkt aus eine Linie des Systems ( a ) nach der Linie (6), 
so stehen im Durchschnittspunkte die konjugirten 
Tangenten beider Linien auf einander senkrecht. 

Die Linien (a) gehören ebenfalls zu der genannten speziellen 
Gattung von Linien (6), auch sie haben einen Brennpunkt, wel- 
chem wir aber den besonderen Namen Pol gegeben haben; und 
die Satze über die Linien (6) und ihre Strahleubüschel lassen 
sich mit geringen Modifikationen auf die Linien (a) ausdehnen. 


«• 6 . 

Anwendung auf die Flüchen zweiten Grades. 


Die Linien (a) sind bei den centrischen Flächen zweiten 
Grades Diametralschnitte , bei den Paraboloiden sind sie ebenfalls 
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ebene Curven, deren Ebenen der Aie der Fläche parallel siod. 
Die Sätze der §§ 3. und 4. können direkt aur die Flächen zweiten 
Grades übertragen werden, wenn man statt Linien (a) Diametral- 
sehnitte, oder solche Schnitte, deren Ebenen der Axe parallel 
sind, setzt. 

Zu den Linien ( 6 ) gehören bei den Flächen zweiten Grades 
die Krümmungslinien ; ihre Brennpunkte sind die Nabelpunkte der 
Fläche. Der Beweis dafür liegt in dem bekannten Satze: Wenn 
man durch den Mittelpunkt einer Fläche zweiten Grades Linien 
parallel mit solchen Normalen der Fläche zieht, deren Fusspunkte 
eine Krümmungslinie bilden, so sind diese Parallelen die Erzeu- 
genden eines Kegels vom zweiten Grade, dessen Fokal-Linien 
parallel den Normalen der Nabelpunkte sind. Jeder Krümmungs- 
linie entspricht somit ein Kegel; den Krümmungslinien beider 
Systeme entsprechen zwei Systeme bomofokaler Kegel, welche sich 
gegenseitig senkrecht durchkreuzen. Unter den verschiedenen 
Sätzen, ivelche wir nach dem Vorhergehenden für die centriscben 
Flächen zweiten Grades anführen könnten, mögen die folgenden 
weniger bekannten namhaft gemacht werden. 

3'J. Man ziehe auf einer Fläche zweiten Grades ein 
Dreieck von Diametralscbnitten und nehme aufjeder 
Seite des Dreiecks oder dessen Verlängerung einen 
Punkt an, so dass diese drei Punkte ent weder aufEinem 
Diametralschnitt liegen, oder dass die von ihnen nach 
den Gegenecken gezogenen D i amet ralsc bn i tte sich in 
Einem Punkte schneiden, dann ist das Produkt der 
Sinusvou drei solch en Normalen - Winkcln.welchedrei 
getrennten Seitenabschoitten entsprechen, gleich dem 
Produkt der Sinus von den Nor malen- Win kein, welche 
den drei übrigen Sei ten a bs chnit teil entsprechen. 

40. Auf einer Krümmungslinie (oder auf einem 
Diamctralschnitt) einer Fläche zweiten Grades sind 
zwei Punkte gegeben, durch welche zwei Strablenbü- 
schel von Diametralscbnitten gehen, die sich paar- 
weise wieder auf der Krümmungslinie (oder auf dem 
ersten Diam-e t ralsc h nitt) schneiden; dann ist das Dop- 
pelverhältniss der Sinus der Winkel zwischen je vier 
Strahlen des ersten Strahlenbüschels gleich demDop- 
pelverhältniss der Sinus der Winkel zwischen den 
entsprechenden Strahlen des zweitenStrahlenbüschels. 

41. Auf einer Fläche zweiten Grades ist ein Punkt 
und eine Krümmungslinie (oder ein Diametralschnitt) 
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gegeben. Man lege durch den Punkt beliebig viele 
Diametralschnit'te, welche die Kr ürani u ngs I i o ie (oder 
denerstenDiametralschnittjjein zw ei Punkten schnei- 
den. Di e Durchsch n it tspu n k te d er Diainetralsch nitte, 
welche die Krümmungslinie (oder den ersten Diarne- 
tralschuitt) in zwei sulchen Punkten berühren, liegen 
ebenfalls auf einem Dianietralschnitt der Fläche. 

42. Jede Krümmungslinie einer Fläche zweiten 
Grades bildet mit den beiden von einem ihrer Punkte 
nach den Nabelpunkten gezogenen Diamctralscbnitten 
gleiche Winkel. Nach dem Satze von Michael Robert» 
bildet eine Kriinimungslinic mit den von einem ihrer Punkte nach 
den Nabelpunktcn gehenden geodätischen Linien gleiche Winkel. 
Hieraus folgt aldo: 

43. Zieht man von irgend einem Punkt einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades nach den Naheipunkten 
zwei geodätische Linien und zwei Diametralscbnitte. 
so bijden die ersteren mit den letzteren gleiche 
Winkel. 

Verschieden« Sätze über homofokale sphärische Kegelschnitte 
(hinsichtlich der Begründung derselben, sowie einiger anderen 
Sätze dieses Aufsatzes verweise ich auf meine Analytische 
Geometrie des Raumes) führen zu weiteren Resultaten: 

44. W enn an eine Krümmungslinie auf einer cen- 
trischen Fläche zweiten Grades berührende Diametral- 
schnitte gelegt werden, welche eine zweitcKrümmungs- 
linie je in zwei Punkten schneiden, so liegen die 
Durc hsch nitts pu n k t e von jedem Paar solcher Diame- 
tralschnitte, welche die zweite Krümmungslinie in den 
genannten Punkten berühren, auf einer Linie des Sy- 
st e m s ( b ). 

45. Wenn man aueine Krümmungslinie einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades einen tangirenden Dianie- 
tralschnitt legt, welcher die übrigen Krümmungslinien 
je in zwei Punkten schneidet, so liegen die Durch- 
schnittspunkte von jedem Paar solcher Diametral- 
schnitte, welche jede Krümmungslinie in den g e n a n n - 
ten zwei Punkten berühren, auch auf einem Diametral- 
schnitte, der die e rste Kr ii m ai u ngsl ini e i m Berührungs- 
punkte senkrecht trifft. 
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Bewegt sich die Spitze eioes von zwei grössten Kreisen auf 
einer Kugel gebildeten Winkels, welche einen sphärischen Kegel- 
schnitt berühren, auf einem zweiten, homofokalen, sphärischen 
Kegelschnitt, so bilden sie mit dem letzteren gleiche Winkel ; 
hieraus folgt: 

46. Bewegt sich die Spitze eines von zwei Diame- 
tralscbnitten auf einer centrischen Fläche zweiten 
Grades, welche eine Krümmungslinie berühren, auf 
einer zweiten Krüm munglinie, so bilden sie mit der 
letzteren gleiche Winkel. , Dieser Satz ist eine Verallgemei- 
nerung von 43.; er gilt auch, wenn man geodätische Linien statt 
Diametralschnitte setzt; wir schliessen desshalb: 

47. Zieht man von einem Punkte einer Krümmungs- 
linie auf einer centrischen Fläche zweiten Grades an 
eine zweite Kriimmungslinie sowohl zwei berührende 
Diametralschnitte als auch zw ei berührende geodätische 
Linien, so bilden letztere mit den ersteren gleiche 
Winkel. 

In einem von vier homofokalen sphärischen Kegelschnitten 
gebildeten Viereck sind die Bögen grösster Kreise, welche zwei 
Gegenecken verbinden, einander gleich: 

• 

4S. In einem Krümmungslinienviereck auf einer 
Fläche zweiten Grades ist der Winkel zwischen zwei 
durch Gegenecken des Vierecks gezogenen Flächen- 
Normalen gleich dem Winkel zwischen den durch die 
beiden anderen Gegenecken gezogenen Flächen-Nor- 
malen. 
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XV. ' 

Ueber die Formeln der sphärischen Trigonometrie. 

Von 

Herrn Dr. E. VF. Grebe, 

Kector der Healuchule za Ca« sei. 


Wenn man bei sphärischen Dreiecken nicht die Winke) selbst, 
sondern deren Supplemente mit drei Buchstaben bezeichnet, die 
den Winkeln gegenüberliegenden Seiten aber mit denselben nnr 
durch veränderten Index unterschiedenen Buchstaben, so erhält 
man Gleichungen, in denen es gleichgültig ist, welche Gruppe von 
Buchstaben man Seiten und welche man Supplemente der Win- 
kel bedeuten lassen will. Mögen zu diesem Zwecke die Bucb- 
stabengruppen a l ,b l ,c l und a t , b t , c t verwandt sein, möge auch 
j, =i(n, +6, +e,), r* = i(n 4 +A, + c s ) gesetzt sein; so ist, weua 
wir uns zunächst auf die für die Dreiecksberecbnung wichtigsten 
Formeln beschränken : 


[1] 


cos b 2 co« c 2 — * cos 

COS «I = — t ; ? 

1 sin sin r 2 


[ 2 ] 


. 4 / sin^sm^a — 

sin ia, = V i—r — . > 

* 1 1 stno 2 sinc 2 


cos Ja, 


8 i 


sin (** — b»)sin ( 1 , — Cj) 


sin sin 


*r sin «2 sin (ij — a*) 

n S»°i \ gin^ — 6*) sin — Cg)’ 


Digitized by Google 



Grebe: Heber die Formeln der sphärischen Trigonometrie. 227 


sin in, cos iA, 

sin (»,—«,) 

sin |c, 

sin c 2 ’ 

cos in, sinift. 

sin (j, — A,) 

sin Je, 

sine* ' 

cos}n, cos i6, 

sin — C,) 

cos Je, 

sinc 2 

sin in, sin i A, 

8i ns 2 # 

cosi c, 

sine*’ 

cosifn, + 6,) 

cos i (a* -f 6*) 

cos ic, 

cos jc 2 

sin i(n, +6,) 

cosifn,— -62) 

sinic, 

cos ic, ’ 

sini(n(— 6,) 

sinifn,— 6,). 

sinic, 

— sin ic 2 ’ 




tansi(q 1 -t-6|) _ cos jfn, — 6») 
tangic, — cosifn, + b t ) ’ 

tangjfn, —6,) _ sin jfn,— &,) . 

~tangic, ~ sin i(n, + 6,) ’ 

sina, __ sina, 
sin 6! sin 6* 

V T on diesen Formeln stellt jede, welche sich bei Vertauschung 
des Index selbst reproducirt, ein Gesetz, jede andere zwei Ge- 
setze dar. Die unter [4] enthaltenen Gaussischen Formeln er- 
scheinen hier auf drei Formeln reducirt, da die mittlere deren 
zwei vertritt. Aus den Gaussischen Formeln mögen hier noch 
einige weitere bemerkenswerthe Formeln hergeleitet werden. 

Unternimmt man es, [1] mit den Gleichungen [4] durch Ad- 
dition und Subtraction zu verbinden, so erhält man unter Weg- 
lassung von Wiederholungen: 

cos i j 2 cos £ (j*— C*) 

COS Jcj ’ 

cos i(s%~at) cosjf« ,— »t) 

COM jc 2 

sin jp,— n,) sin j(ia-*a) 
cos Je* 

cosjQ, — a t ) sin j(r, - 6,) 

sinn 



°i )cosj(«i 
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Aus den Formeln [7] lassen sich nun auch leicht Ausdrücke 
für die Functionen von j*, herleiten. Namentlich ergibt sich sin j*i, 
wenn mau die beiden ersten Formeln multiplicirt, sodann durch 
die umgesetzte dritte Formel in [3J dividirt und schliesslich die 
Quadratwurzel nimmt. Wir haben dann: 

[ 8 ] 


»in 


=v r 


cos js.i cos j, (»» — «z) cos 4(»g— 6») cos 4(i a — c^) 
cos i<ii cos cos |c 2 


Ferner ergibt sich cos4ii, wenn man die umgesetzte erste For- 
mel in [7] mit der dritten multiplicirt und dann gerade so wie 
eben weiter verführt: 


[9] 


sin }s 2 si 


sin j (r 2 — a 2 ) sin 4 — A a ) sinK**— c*) 


COS flj w 1 jr T 

V C0Si« 2 C0S ib 2 COS 

Wird [9] durch [8] dividirt, so hat man: 

[10] 


Cot 4», = V" tang tang *(j 2 — Oj) tang 4 (r 2 — tang 4 (x* — c*). 

Dass in [10] die Formel von L’Huilier enthalten ist und 
dass auch die Formeln [8] und [9] auf den sphärischen Excess 
bezogen werden können, ist ohne Weiteres klar. Aus [10] folgt 
übrigens noch: 


cot 4„« cot 4h *= °» ) tan gj ^ V tans ' *> , 

tang 4** 

und da der Ausdruck links sich bei einer Vertauschung des Index 
nicht ändert, so ist auch : * 


[»] 


tang 4(», — o I )tang4(f , - b t ) tang j( x, — c,) 

tang 4*i 

. tangxf»» — Q 2 )tang4(z 2 — 6 2 )tang4(i, — Ct) 
tang 4*a 


Aus den Formeln [7] ergeben sich durch eine der obigen sehr 
ähnliche Ableitung Ausdrücke für die Functionen von 4(*i — c,). 
Wir erhalten : 


[ 12 ] 


sin4(*i 


— Ci) = V" 


cos4« t sin4(» 2 — Q 2 )sin4 (x 1 — by) cos4(i 2 — c t ) 
sin Jn 2 si » \/) 2 cos 


t 
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[13] 


,, , 1 r »in 4*« cos j (i, — at) cos j(i, - b t 

co8 *( , l c O~JI sin Jdjsiii j6 2 cos jC 


— 6 t ) sin 4(»s — Cf) 

4«* 


[14] tang4(i, 

Aus [14] folgt sodann : 


_ « \ / *^j? 4 <f» — n a) tangKs,— 6») _ 

c t>-y taug iij tang 4(»* — Cj) 


[15] tangi(i, -o^tangK», -6,)=tangi(*j— c^cotiij, 

[16] tang i(i, —n, ) cot 40, —6, ) = cot i(i,—a t ) tang4(* 1 -6 1 ) , 

[17] tang«*,— a,) tang l(s t — a t ) 

= tang J(i, — 6, ) tang i(** — 6 a ) = tang i(», — c, ) tang i(*, — c,) 
= coti«, cot 4»j, 




[ 18] tang }i, tang i(*i — c, ) = cot 4 s t cot 4(j* — c t ). 

Eine Verbindung der Formeln [7] unter einander durch Divi- 
sion liefert aber auch noch folgende Resultate: 

cos 4 (» a — Hg) cos j (t, — bi) 
sin 4*»»i»4(*a— c*) 

COS 4i-2 COS j(s 2 — C a ) 

sin 4 (j 2 — fi 2 )sin i(s 2 — 6.J ’ 

1 J j tang4(t, — c,) sin 4(r a — o 2 )sin 4(* a — l>t) , 

I tang 4c, sin4* s sin4(* 1 — c*) 

tang 4(*, — c,) _ cos4 r a cos4(< a — c a ) . 
cot 4c, ~ cos4(*j — a t ) cos4(r a — 6*)’ 

von welchen eine Rückkehr zu früheren Formeln, namentlich tu 
der dritten Formel in [2] und zu [14] leicht müglich ist. 


tang 4«, 
tang 4c, 

tang 4*, 
cot 4 c, 
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XV I. 

Bemerkung zu Schlümilch’s Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichungen *). 

Von 

Herrn Dr. G. f. Meyer 
in Hannover. 


I. 

Heisst die aufzulösende Gleichung des vierten Grades 
1- x* + ax t + bx-i-c = 0, 

so kann man diese nach Schlömüch in eine reciproke von der Form 

2 . y* + ay a + ßy* -f- «y + 1 — 0 

verwandeln, indem man statt x schreibt: • 

„ b 

3 . x = qy + j t - 

Die Coeflicienten a und ß werden dabei detinirt durch die Glei- 
chungen : 

46 66* -f 4 ni* # 

4 “~V’ ^ (ÄjrT)* - ’ 

und fBr die Grössen q und s erhSIt man die Beziehungen : 

5. 

4 

9 = \f ( 5 ) + a (ly + b i, + c = l V^6H4o6V + «*V + 16««, 

*) Siehe Zcilechrift für Math ein. und Phyailt von Schlö- 
uiilcb, Canlor und Witzechel. Jahrg. 6. Heftl. S. 50— 51. 
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6. * s + 2ai* + (a*-4c)* — 6* = 0. 

Sind auf diese Weise die nüthigen Werthe ermittelt worden, so 
hat man bekanntlich zur Bestimmung der neuen Unbekannten y 
die beiden quadratischen Gleichungen zu lösen: 

7. 9}» + oq + jS— 2 = 0, y + ^ = »j; 

nach deren Entwickelung bi„.i die Unbekannte x mittelst der 
Gleichung 3. ergiebt. 

Vergleicht man diese, dem Principe nach zwar sehr bemer- 
kenswerthe, wegen der vielen Hülfsrechnungen aber etwas mühe- 
volle Auflösungsweise der biquadratischen Gleichungen mit der 
vortrefflichen Euler’schen Lösung; so sieht man, dass sie mit 
dieser die Resolvente 6. gemein hat. Es durfte daher die Frage 
nahe liegen, ob nicht etwa Euler's Lösung aus der obigen ab- 
geleitet werden kann. Soll dies möglich sein, so muss offenbar 
die Beziehung gelten: 

b 

qy + 2~t = ^ Vu + * v ’ t ’ + 


d. b. 


y = i£- [*Vu + r Ve + zVto — 6] , 


wo u, v, tc die drei Wurzeln der Gleichung 6. ausdrücken. Be- 
stimmt man aber y aus den Gleichungen 7., so entspringt: 

y=|± iV?=4. 

d. i. wegen q = — ^±4^8 — 4/S-f u*: 

y = 4 f- !± 1 ^8-40 -k?) 

Und mit Benutzung der Werthe ftir a und ß erhält man hieraus : 


=2«,[“*±'V 2 9 «-a-J£± V [~b±t\f 2q*-a-~ 


StP-V**]- 
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Setzt man nun voraus, dass 'i ^* — a — ^ eine der Wurzeln un- 
serer Resolvente ausdriickt, also z. B. =m ist, so ergieht sich: 

y = 2^[— V( — 6 dt jv'n) 1 — 4?*»*] 

= [ — * i * V« ± V^A* ^ 24* Vu + r*a — 4^*j*j. 

Nun finden aber die Beziehungen Statt: 

-2a = u + c-f w, 4® = uvtc, 9* = | + |+£*i 
daher nach einigen leichten Reductionen: 

V =^ t [— b±tVu±srfv + u>T2-- t - Vcw]. 

Aus dieser Gleichung erkennt man jetzt sofort, dass man bei der 
Bestimmung von q für s den Wurzelwerth u zu nehmen hat, uro 
für y einen Ausdruck von der Form 

y = 2 ^ [- 6 ± * V« db * (V» T Vre)] 

zu erzielen. Wenn sonach die Beziehung u = ‘2q* — a ~^h gilt» 

so ist es in der That möglich, aus Scblömilch’s Aullüsungs- 
tveise der Gleichungen 4ten Grades Guler’s Lösung abzuleiten — 
und umgekehrt. Unter welchen Bedingungen aber ist 

6 ® 

“ = V-«-2? » 

Soll diese Gleichung Statt haben, so muss offenbar 

A 4 4® 4* _ m* o® A 4 au 4® n4® 

(2ü) 4 + a 4u* + 2u ' c— 4 + 4 + i6u 4 + T + 4« + 4^* 

sein. Dies giebt: 

u® o* 2un 4* 
c ~ 4 + 7 + _ 4 4u 

oder 

(« + «)* 4* „ 

c = “4 ÜT 


•) Mit Benutzung dieses Wcrthes von c folgt, wie man sich Auch 
durch eine directe Rechnung überzeugen kann, immer für * = tt ans 
Gleichung 5. : 
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Da aber diese Bedingung auf «® — 4c ur -f utc + tnc zurück- 
führt, so lässt sich auch stets aus der Scblömilch’schen die 
Euler'sche Auflösung herleiten. 


2 . 


Wir haben oben für t den Werth u gewählt; weil aber s drei 
Werthe annimmt, so könnte man glauben, bei der SehlÖtnlleh* 4 
sehen Auflösungsweise würden im Ganzen 12 W’erthe als Wur- 
zeln der biquadratischen Gleichung gewonnen. Man weisg nun 
freilich im Voraus, dass immer drei Wurzeln identisch sein müs- 
sen; indessen kann man die Bedingung stellen, dass diese Wahr- 
heit unabhängig von dem bekannten Theoreme über die Anzahl 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung bewiesen werde. 
Dies soll im Folgenden geschehen. Setzt man t=v, te, so folgt 
nach dem Vorhergehenden : 

y = [ — i + M^r + rfVB-FV»)] 

nnd 

y = ^ [— * ± ttV'w-iitriVv T V">)]. 

Daher erhält man überhaupt für x die drei Gleichungen; 


9 * = t/21 + „ . 11 V-' + - • 

H J 16u 4T 4m iT 2u ■ 4 

— _L V" 6* -f 4ah*u* -f (2ou*)* -f 4« 3 [6* -f 2av‘] -f- (2b*)*. 


4 w 


oiler 


?"• V>® + , A. h . 9 4 =^ + |+|- 


Mitbin wtKtr 


< r h‘ t / 6* . . 6* 

V 2o’ — o — ■ = V h rat u — o -= 

T ■‘V 2u i V 2u* T ' 2u’ v 

nnncli • — v, K , n 


” 2u* f ~ 1 ” “ 2 m* 

Setit man demnach .« = t>, ir . so entspringt hcziehurtgroeisc : 


6 * - O . D i/" •» 

- V 2 7 * — a — — r- 

o. " ' 2i>* 


- V 1 ' • 


6* a w 6* 

o a — 4 I-- , V 2o* —o = 

* 4ir a *2*2 * Y 2«* v 


Theil XXXIX. 


16 
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?y + ^,=± IV« ± (4 Ve T 4 Vto) , 

W + ^ =±4V»± (4 V« T 4 Vto), 

+ ^ = dt 4Vw + (4 Ve T 4 V«) ; 

d. b. man gewinnt respective aus der ersten, zweiten und dritten 
dieser Gleichungen die Werthe: 

= 4V« + 4Ve — 4Vu>, 

= 4 V« — 4Vt> + 4 Vto , 
x s =— 4Vu + 4 V» + 4 Vto, 
x A =— 4Vm — 4Ve— 4V«e; 

*,'= 4v» + 4v«— 4v«o. 
x,'= 4Vo — 4Vu + 4V«o, 
x t '= — 4 V® + 4V« + 4v«c, 
x 4 ' = — 4 Ve — 4 V«— 4 Vto ; 

X l "= 4V«o + 4Vo — 4 V«, 
x,"= 4Vto— 4VO + 4V«, 
x 8 "= — 4 Vto + 4v« + 4 V«, 
x A "= — 4Vto— 4Vo — 4 V«. 

Hieraus aber ergiebt sich, dass 

XyXZX | X j \ — Xg — Xj i Xg — • Xg Xg '. Xg~Xg — Xg*. 


3 . 

Die in dem Vorstehenden gefundenen Werthe gelten bekannt- 
lich, wenn b positiv ist. Bezeichnet aber b eine negative Zahl, 
so sind sSmmtliche Werthe mit den entgegengesetzten Zeichen zu 
nehmen. Soll auch diese Wahrheit an unseren Formeln sichtbar 
sein, so hat man sich zu erinnern, dass, für ein negatives 6, t ent- 
weder = u, e oder to gesetzt, die Gleichung 

y = [- * db» V* ± V[-6±*V*]*-vr* 

übergeht in 

y = ~- t [b±,Vt± V[>±.V*] ! -V?, 
woraus z. B. schliesslich folgt: 
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y ~ 2^ü uVu ^ ^ v =*= “V'«)]- 

Man erkennt aus dem Obigen noch, dass man auf die Viel- 
deutigkeit von q keine Rücksicht zu nehmen braucht. 


XVII. 

Bemerkung zu Clausen’s Behandlung des Casus 
irreducibilis. 

Für Studirende. 

Von 

Herrn Dr. G. F. Meyer 

in Hannover. 


Wie man weiss hat Th. Clausen für den irreducibelen Fall 
der Gleichungen dritten Grades den Wurzelwerth mittelst der 
Kettenbrüche zu finden gelehrt *). Bekanntlich läuft bei dieser Me- 
thode die ganze Betrachtung darauf hinaus, die cubische Gleichung 

1. x * — ax — 6 = 0 **), 

in welcher die positiven Zahlen a und 6 der Bedingung 276* <4a* 
genügen müssen, in die einfachere 

2. y* — 3y — 2c — 0, 

wo c < 1, zu verwandeln; diese dann wieder in eine neue von 
derselben Form umzusetzen u. s. f. Oes Interesses wegen, was 
ohne Zweifel dieser Methode zukommt, wird es hoffentlich zu 
entschuldigen sein, wenn ich in dem Folgenden zu zeigen ver- 


•) St. a. meinen Aufaatz über die achiine und aelir verdienatlich« 
Arbeit dea Herrn Clauaen in Tbl. II. S- 446. G. 

**) Diese Gleichung kann bekanntermaaaacn ata Kornalfall betrach- 
tet werden. 
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suche, wie man, bloss von dem Streben geleitet, den Wurael- 
werth einer Gleichung von der Gestalt I. auf die leichteste Weise 
durch einen Kettenbruch darzustellen, gerade die Form 2. als die 
geeignetste hierzu findet. Zu dem Beliufe setzen wir in Hinblick 

ff 

auf die Entstehungsweise eines Kettenbruches *) zuerst x — m + 

wo m und n noch näher zu bestimmende Constante und y eine 
neue — ebenfalls noch näher zu bezeichnende — Veränderliche 
bedeuten. In Folge dieser Substitution geht offenbar Gleichung I. 
über in: 

(m* — am — b)y 3 + (3 m* — n)ny * -f- 3 mn*y + «* = 0. 

Diese Gleichung nimmt augenscheinlich die reducirte Form an, 
indem man 3m* = a setzt und ausserdem mit m s — am — b divi- 
dirt ; man erhält so : 


y* + 


III 3 


3m» a m» 

— am — b^ m* — am — b 


Ein Blick auf diese Gleichung zeigt nun aber sofort, dass sie 
die einfachere Gestalt 


3 n* n* 

ä + 6»-2 + 6 : 


annimmt, wenn man m = l, also n=3 wählt. Und schreibt man, 
was geschehen darf, n*=2 + 6, d. i. ncsV^i + i; so folgt: 

Soll diese Gleichung aber zum irreducibeltn Falle gehören, so 
muss die Beziehung Statt haben: 


1 > 


2 + 6 


2 > 6 . 


Bezeichnet demnach c eine Grösse, die kleiner als 1 ist, so kann 
man 6 = 2e, sonach n = V 2(1 +e) = 2 V 4(1 + c ) setzen, wo- 
durch sich ergiebt: 

y 3 — üy — 2 V|(l +o) = 0 oder y 3 — 3y — 2c, =0. 

Die Gleichung x 3 — 3ar — 2c = 0 oder — was dasselbe sagt — 
y 3 —3y — 2c = 0 besitzt mithin die gewünschte Eigenschaft, dass 

sie durch die Substitution y = 1 + ^ = 1 + — über- 

,. . .. .y« * 

geht in die neue: 


•) Man vergleiche heiepicUweisc : Stern, Algebraische Ana- 
lysis. S. 2ö4. 
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lh*— %i— 2c t =0, 

io eine Gleichung als* , die — wie aus dem Gesagten sofort er- 
hellt — durch die Substitution : 


’/i 


in die folgende 


j . 2 ^i( l +g.) _ [ . ^ 

y% v* 

yt 3 —tys--ct = Q 


übergehen mqss p. s. f, 

Anmerkung. Sind die Werthe von a und b in der Glei- 
ebuog 1. nicht die vorhin gefundenen, wie das fast durchweg der 
Fall ist; so darf man in dieser statt x nur ry einschalten, wo- 
durch lur p der bekannte Werth r 
entspringt. 


■Vi- 


mithin c> 


b _ b /3\t 

? = 2W 


6 

: 2r* 


XVIII. 

iVJ i 8 c e 1 1 e n. 

Schreiben des Herrn E. Bacaloglo in Bucarest an den 
Herausgeber. 

Heute erhielt ich die mir von Ihnen gütigst zugesandten zwei 
Extraabzüge meiner Notiz über den sphärischen Excess (Theil 
XXXVIII. S. 220.). Da weder auf dem Couvert, noch sonst wo, 
irgend ein Datum zu sehen war, so kauu ich uicbt urtheilen, wie 
spät ich nach der Abseudung derselben antworte ; so viel ist aber 
gewiss, dass ich diess unmittelbar nach deren Empfange thue. 

Ich danke Ihnen verbindlichst für die Aufmerksamkeit, welche 
Sie meiner Notiz gewidmet haben und überhaupt für Ihre rück- 
sichtsvolle Ausdruckweise in Hinsicht meiner. Ich bin auch mit 
Ihnen vollkommen einverstanden, wenn Sie sagen, dass wenn 
auch durch die Zerlegung des Ausdruckes 
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Miscellen. 


sm ? 


E V sinpsinfp — g)sin(p — 6)sin(p — c) 


a o c 
2 cos 2 cos 2 cos 2 


in zwei Faktoren, wie folgt: 


E 

sin 2 " = 2 


V 


. P * P — a p — 6 ' p — c 

sin^gm ^ sin — sin — 


cos ^ cos 2 cos ^ 


V 


p 

COS 2 COS 


p — a p — b p — c 

2 cos 2 COS “— 2 


C08 2 COS 2 COS 2 


und durch den Beweis, dass die Summe der Quadrate dieser 

J£ 

zwei Faktoren =1, dargethan wird, dass der eine = sin-j, der 

4 

£ 

andere aber = cosj- ist, so folgt doch nicht unmittelbar daraus. 

E E 

dass auch wirklich der erste =sin-^ und der zweite = cos sein 

E 

muss, nicht aber auch umgekehrt der erste = cos-j- und der 


zweite = sin sein kann. Indessen gestatten Sie mir zu bemer- 
ken, dass ich, als ich in meinem Aufsätze behauptete, dass 


. E 

«in J = 


cosj = 


V- 

V 


p — a . p — 6 , p — c 
- 2 ~ sin Sink- 


ens 2 COS 2 cos 2 


p 

COS 2 COS 


p — g p — b 


. P-C 

• COS •— ö— cos ^“ 2 — 


COS q COS q COS 


es nicht ohne Weiteres, sondern erst dann gethan habe, als ich 
mich überzeugte, dass für E=0 der obere Ausdruck, nicht aber 
der untere sich auf Null reducirt; ich hielt es aber für unnütbig, 
diese Bemerkung beizufügen, wodurch, wie ich glaube, mein Be- 
weis mangelhaft erscheinen dürfte. 

Sollten Sie nun durch diese Bemerkung zu der Ueberzeu- 
gung gelangen, dass mein Aufsatz nichts Willkübrtiches enthält, 
so bitte ich Sie, aber nur in diesem Falle, meinen Namen, als 
den Verfasser jenes Aufsatzes, zugleich aber auch obige Berner- 
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Irang in beifolgender deutlicherer Form der Oeflentlichkeit gütigst 
Obergeben zu wollen. 

Nach der Zerlegung des Ausdruckes 


. £ 
*' n 2 = 

in die Faktoren 


V sinpsin(p — a ) sin ( p — 6)sin(p — c) 
a a b c 




und dem Beweise, dass die Summe ihrer Quadrate =1 ist, folgt 

£ 

unmittelbar, dass der eine derselben =gin-j, der andere aber 

E 

= cos-^-- Um zu entscheiden, welcher von beiden Ausdrücken 

E 

= Bin-j ist, braucht man nur zu ermitteln, welcher von ihnen 

beiden, für £ = 0, sich auf Null reducirt, welches das Charak- 
teristische für den Sinus eines Bogens ist Ist aber £ = 0, so 
folgt A + B - f 0=180°, das sphärische Dreieck schrumpft in einer 
seiner Seiten zusammen, z. B. in der Seite c, so dass a + b=c 

oder a + b — c = 0 und sin 4 —^— =0. Also reducirt sich in die 
sem Falle der Ausdruck 


V 


V . V — * . P — A , p — e 
sin^ sin'—jj-- sin ~ -g~ sin 0 


cos ^ cos ^ cos g 


auf Null und hiermit repräsentirt derselbe den Sinus von , in- 

4 

£ 

dem der zweite Faktor =cos-j ist. 

Bucarest den 13./25. Juli 1862. G. Bacaloglo. 


Mit Rücksicht auf die in Thl. XXXVIII. Kr. XVIII. S. 220. vorläufig 
ohne Nennung des Namens des Verfassers mit niner ,, Nach sc H ri ft“ 
von mir veröffentlichte „Notiz über den sphärischen Excese“ 
halte ich mich jetzt für verpflichtet, den vorstehenden, von dem von 
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Mitccllcn. 


mit hochgnachtelen Verfasser dieser ,, Natt*“, Herrn (in es Io gl» in Be- 
rnrot. an inieh gerichteten , ebene» freiindliclien , aUdnrrh anspruchslose 
Beerheidenlieit ausgezeichneten Brief ntif dessen Wunsch zu veröffentlichen. 
Man sehe den folgenden sehr eslienen Beweis Tun Herrn IiObktte. G. 


Schreiben des Herrn Professor Lob.itto in Delft an den 
, Hernusgeber. 

Dans le 38. tome (p. 220.) de votre estimable jouroal on tronve 
une notice qui vous a ete adressee nur une nouvelle demonstra- 
tion de la formule elegante due 4 l'Huilier pour exprimer la 
valeur de l’oxcds sphdrlqne en fonction des troie rotes du triangle. 

Quoique cette ddmnnstration ait snn mente particulier, je 
doute cependant qu elle seit la plus simple qu’on puisse dnnner 
de la formule dont il s'agit. C’est pour cela que je me permet« 
de vous soumettro par la presente une autre demonstration ä la 
quelle je suis parvenu ddjä depuis bien longtems. La voici teile 
que je l’ai exposee dans un petit traite de trigonomdtrie spheri- 
que publid en 1836. En partant de l’dquation 


Sin i(/l + B) 


on en ddduit 


Cos \ ü 

'ItiOP—A— 


Cos J(a — 6) 
Cos ic 


Sini(/l-fß)-Co*iC 

Sini(.4+ß)+CosiC 


_Co.(‘ 8 Q0 -/- B )—CostC_ 


Cos{(u-Ä)-Cos{r 


Cos 




t:»s4(a-6)+Co«jr 


ou bien, en vertu de la relation connue 

SpTcS f * + 9) T*i(V~P ) * 

TgiilSfr+C-^-ÄjTgiC^+ÄfC-lBÖOj^TgKa+c-öjTgife+M« 

Cot i ( 180° + A + B- C) Tg iE = Tg i(i - b) Tg i<* - o). (I) 

... .. Co8i(rl + /f) Cq#i(rt+ft) . 

L dquatiou ■ -- ö ; — — p — i conduira de tndrfte 4 


Sin 46’ Cos 4c 

Cos (90° — iC) - Cos 4(^4 + ß) 
Cos (90° + IC) + Cos i(A + B) 
ou bien 


i . . . • , . il , 

Cos 4c — Cos 4(n + b) 

' Cos 4c + Co»4(« + b) 


Tgi(180° + ^< + B — C’)Tg4E= Tgifa +6 + c)Tg|(o-f 6 — e) 

= Tg4iTg4<*—c). i (11) 

Multipiiant les dijuations (1) et (II), on parvient immediatement 
ä la formule de l’Huilier: 


Tgi£= V|Tg4»Tg4(f— <?)Tg4<i— 6)Tg4(«^c)|. 

Je m’en rapporte 4 votre jugement pour ddeider si la ddroonstra- 
tion prdeddente peut egalement meriter une place dans votre journal- 

Delft, ce 8. Octobre 1862. R. Lobatto. 

\ 
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XIX. 

Ueber bestimmte Integrale. 

(Fortsetzung von Thl. XXXIX. Nr. EX.) 

Von 

Herrn Dr. L. Oettinger , 

(irossh erzogt ich Badischem Hofralhe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zn Frei bürg i. B. 


II. 


§■ 19 - 

In §. 5. wurde folgendes Integral entwickelt: 

1) 

/ > Ir|l 1 2 .1 r 

o 

das man anch in folgende Form umsetzen kann : 

2 ) 


/ 


1 l'l» 


Dort wurde bemerkt, dass m eine positive, ganze und gebrochene, 
r aber nur eine positive ganze Zahl sein kann. 

Diese Integrale wurden vielfach und namentlich von Kule r 
und Legendre, von letzterem unter der Benennung ,.EuIer- 
scbes Integral zweiter Art“, untersucht. Sie lassen Be- 
trachtungen zu, die bisher nicht bervorgeboben wurden. Sie sollen 
hier in Kürze nachgetragen werden. 

Thtll XXXIX. U 
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Beide Integrale gelten auch, wenn r eine gebrochene, positive 
und negative Zahl bedeutet. Diess zeigt sich durch Umformung 
des bekannten Integrals 


/ 


xf~ l e~* 1 8x — . 


Setzt man nämlich : 

3) 

e - ** = y , 

also x’t = — Igy, so wird 

x = (— lgy)v und 3x = — -(-lgy)v 

Durch Einführung dieser Werthe in das vorstehende Integral er 
hält mau : 

4) 


i p ?-i 

— i J (-'sy)' fy- 


Die Grenzen, zwischen welchen dieses Integral genommen wer- 
den muss, bestimmen sich auf folgende Weise. Für x = x 
wird e- x? = 0. In diesem Falle ist auch ^ = 0. Wird aber 
x = 0 gesetzt, so ist r ~ **= 1 und in diesem Falle muss auch 
y = 1 sein. Das umgeformte Integral Nr. 4) muss daher zwischen 
den Grenzen 1 und 0 genommen werden: Hiernach erhält man 

/ * - 1 p 0 ?_1 1 /*! ?_1 

' xr-'e- 1 da r= — -J (- lg»)? 8jr = - J (—lg»)? 8jf 

O 1 f» 

V 

Setzt man hierin p-\-q statt p, so entsteht nach den nütbige» 
Reductionen: 


f 


lsy)'dx 1? 4 ' 1 1 1 = Iv 1 \ 


oder 


r 


S) 

? ? El 

(ig.v)*<)y =(—)*.!* 
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das auch in folgende Form umgesetzt werden kann : 



Formt man nun das Integral 



x?—ie~ x 11 Sx = 



auf die gleiche Weise um, so erhält man : 


7) 

/> l JL JL JL 1 1 

f — (— )-».!-* » 

O 

8 ) 


/ i I i -£-ti 

Os -)"’% = 1_? • 


Da p und q unabhängig von einander sind, so kann jede 

J) 

ganze und gebrochene positive, — - aber nur eine negative ge- 


brochene Zahl bedeuten, denn für eine ganze negative Zahl wird 
Nr. 7) und 8), also auch Nr. 1) und 2), unendlich gross. In die- 
sem Sinne sollen die obigen Integrale hier in Kürz$ betrachtet 
werden. 


§. 20 . 

'Wir wählen hiezu das Integral Nr. 2) §.19., weil hiebei das 
Zeichen nicht zu beachten ist. Die sich ergehenden Resultate 
sind reell, während die aus Nr. 1) sich ergebenden in bestimmten 
Fällen auf imaginäre Werthe führen. 


Setzt man r-|-- in Nr. 2) § 19., so erhält man folgende all 
gemeine Fornrt 


17 * 
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I) 


/ * 1 r+- l' 

* m-1 (lg-) + «3x = - 


r+^U lf 




1« (l+^) r| * 

r+H i 


_ (y + n) r H. 1? ' 1 _ (w-j-q>)(n+2i?) ....(« frg) .1« ' ' 


9 r '» r+1 V m« 


ff.mrVy/- m j, 


worin alle hierher gehörige integrale enthalten sind, ist 
so ist = und man erhält: 

2 ) 

/** a*-i{|gi)ef40* = 1M4 'V» _ 1 ■3.6....(2r -f 1)V» 
,/ ' x (2m) r + , Vm (2m) r +'v'm 


Für m = 1 entsteht: 


Sx 


3) 

rriVn, 


/Y'7' 

0 

o 


1 3a: — 


3Vn: 

~4~ ’ 


0 

Hiermit sind die Resultate zu vergleichen, welche Euler in sei- 
ner Integralrechnung Bd. IV. S. 91. mitgetheilt hat. 

Setzt man -=i, 80 erhält man aus Nr. 1): 

4) 

r «--KlgWr = = 471 0- (3r-f !).»!> 

o 3 r .m r +Vm 3 r . m’+Vm 
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Hieraus erhält man für m — 1 folgende Integrale : 

5) 

/‘te* = 1 “ , ' 

0 

0 

/\ig>\fig;S*=fi*''. 

0 

J <»g >g; s *= — 3 hft = 3?n 


Eben so einfach ergeben sich die besonder!) Fälle für das In- 
tegral Nr. 4), wenn man m in die Darstellung mit den entsprechen- 
den Werthen aulnimmt. Hierin ist 

li 1 1 =0, 89297951 16 und lg D l 1 = 0,9508414945945 - 1. 


Für -=f erhält inan: 

9 


f X m - J (lg ^) r +10^ = ; 


5'iMt l 1 5.8. ll....(3r-f 2). Hl 1 

3 , '» r+ Vm* 3 Mn'+Vm* 


Die besondern Fälle leiten sich hieraus leicht ab. ln dieser Dar- 
stellung ist 

l*i> = 0,9027452928 , lg II i » = 0,95556523262835—1. 


Setzt man - negativ in Nr. 1), so ergibt sich: 


1 " 1 1 
ä 1 1 


P x i/i * ,r- ! „ (o — n) r 1 1. V »i"l v 

) *--* dgj) V ; m r+i 
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Hieraus leiten sich folgende Integrale ab: 

8) 

/ * 1* ,,, l r l*.V^£ 1.3. 5. ...(2r — l)V~^t 

0 

9) 

/" 1 , .. 2'l*. Vm . 1-*' 1 2.5.8...(3r-l)vBi.l-il‘ 

J * ( l g^’~-* 8;r = 3 r; m r+i ~ = — 

0 

10 ) 


3 r . 7<l r l 1 


/ » 1 Ir i s y 

_1 (ig -) r-,s * = — jjr 


V I 'Ym». 1-* 1 1 1.4.7... .(3r-2) V7»*.I~1 1 


mt+* 
ii. s. w. 


3t . m r + 1 


Hierin ist 


l-tu = 1 ,3541179392, lg 1-1 1 1 =0,13163649168403, 
l-lii = 2,6789385348, lg 1-1 1 » =0,42796274931426. 


Diese Darstellungen lassen sich leicht weiter fortsetzen, und 
specielle Fälle aus ihnen ableiten. Euler hat diesen Gebilden 
eine grosse Aufmerksamkeit geschenkt und seine Untersuchungen 

auch auf die Brüche ^ = «> s> J u. s. w. a. a. O. ausgedehnt 

und mit vielem Scharfsinne Sätze aus der Lehre der Facultäten. 
die er als unentwickelbare Grössen bezeichnet, aufgestellt, wie 
dort nachzusehen ist. Da aber die Darstellung der besondern 
Fälle, wie sich zeigt , keine weitere Schwierigkeit bietet, so ver- 
folgen wir sie nicht weiter. 


Setzt man nun — r — - statt r in Nr. 2) 6. 19., so entsteht 
V 


f 


•-10.Z 


r _?|l 1 5' ,(| — -)-'l l.nr.V 

1 1 f 


„ 1 r+! — r— " f 1 

(lg-) « m i 


und hieraus, wenn die Facultät mit negativem Exponenten in eine 
mit positivem umgesetzt wird: 
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I 


1 x m ~*dx 

('Ri>' + * 


, (»”y) r - 1 i 11 . y (wg) y .V~7»".I 1 




ra.n r l« — ' ' 'm.n(n + 9 ) (n + rq — q) 

Diese Darstellung gibt eine reiche Ausbeute für die Anwen- 
dung. Setzt man ~ = i , so erhält man 

12 ) 

» x?*- x Sx (2 m) r . V rö 1 _ , (*2m ) r . V mit 

j — ^ r '~ m.l r l* ~ m .1.3.5. ...(2r — 1)' 


/ 


Für m = l erhält man folgende Integrale: 

13) 

* 0.Z_ 

yf^l 


/ 

0 

/■ 

0 

/ 

0 

/ 


= Vre , 


Sx 




= — IV n, 


Sx 


«•? 


W"i 


= iVn, 


Sx 


(lg 


l>V*i 


— — fiVn , 


/ 


dB 


Sx ' , „ 2’V* 

■ ]r | » 




Ferner erhält man: 
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14) 


/ 


-«ftr , w (3m)'Vm. 1-*H , x (Sm^.Vm.l-il 1 

(lgj)r+‘ m - lr|S ~ ( } ro.l.4.7....(3r-2)’ 


«I 


/ 


15) 


i Sr (3m) r . V m». 1-» l 1 _ , x (3m)'. V"m*. 1~» I » 

( l g i)r+» _( )r m.2.5.8....(3r-l) 


Hieraus gewinnt man leicht eine Menge besonderer Fälle, die man 
mit den von Euler und andern aufgefundenen vergleichen kann- 

Setzt man, da auch m eine gebrochene Zahl sein kann, 

k 

m + - statt m, so erhält man aus Nr. 2) §.19.: 

16) 

J x '^V ÖX - (mp + fc)'+i- 

Ebenso erhält man aus Nr. 1), 7) und 11): 

17) 


r x< -dg -Y+ Sa, = , 

* . ..r+l+ü 

18 ) 




q'(.pm + Ä) r+I+ « 


f 1 ^i-dg y'«-»" 11 , 

</ * . r+l-5 


q r (pm -f k ) T ^ 1 9 


19) 


f = (-y X (m P + A) V T r i- , 

o (lg ^)* * 9 g r 1 ^ 9.n r I 9 


Hieraus lässt sich eine Menge besonderer Integrale ableiten. 


Digitized by Google 


Oe ttin g e r: Veber bestimmte integrale. 


249 


k k 

Setzt man - = i, - = i, un d fär m und r allmälig die Werthe 


0, 1, 2.... in Nr. 17), so entsteht: 

20 ) 

/'« 


Vx 


-dx 


= V2n, 


/ 

o 

f 

0 

f 


1 4 


dx =^, 

Vx 3v3 ’ 




x a 3 V 2 jz 
Vx ~ 25 VS ’ 


1 ^ s (»g 

. , - . VX :tiO. ,e-t 


Vx' 


243V7 ’ 


/ 


* x-CIg^^ig | 


0a: = ■ 


lr+i i > . 1.3.5....(2r f 1) V 2* 


, Vz (2m+l)r+*V r 2m+l C2m+l)'+‘V2m+l’ 

u. s. w. Diese Integrale lassen sich beliebig, vermehren. 


§• 21 . 


Eine ausgedehnte Gruppe von Integralen gewinnt inan durch 
Verbindung der in §. 19. angegebenen Ausdrücke mit dem Bino- 
mium (1 fz»)’. Man erhält: 


J — a:5)"(lg j:) r öx 

= J' (zt^KIgz)' — narPt»- l (lgx) r + (») t xl , + a v- , (lg j) r — . . . ,)dx. 


O 

Werden die einzelnen Glieder nach Nr. 1) § 19. integrirt, so 
entsteht: 
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/ m 

xP— ] ( 1 — x»)"(lg x) r dx 

O 

= ( _ y in.fJL ! . W* Ws . 

' ’ \p r +* (/> + 9) r + 1 + (P +2y) r + 1 , (p + 3f/) r + l + / 


(n)u 


— / y Ir I 1 Ejnf \o.. v . 

_( ) .1 .A 0 ( ) ( p + tlg y+l’ 


(»)« = 


n(n — l)(n-2)....(n— n+1) 
1.2.3... .t< 


bedeutet. Die Glieder der eingeschlossenen Reihe bilden den 
nten Unterschied von jedoch in umgekehrter Ordnung. Man 

kann daher dieses Integral auch so darstellen: 

2 ) 

/ i ) 

xP ~ *(1 — xl)*^ x) r dx = ( — ) r +”. l r I , 

bei der Zunahme q. Auf gleiche Weise erhält man: 

3) 

j' + x«) B (lga:) r 0x 

O 

= (-)M' I + (p + 9 )r+l + (p + 2 9 )r+ 1 + " ) 

= <->'• ,r 1 ‘ ^ • (7 T^+l = ( - )r Ar " i ^ Ff 

Denn die Glieder der eingeschlossenen Reihe bilden die nte Aul- 
stufung von jyyi bei der Zunahme q. Man kann auf beide Dar- 
stellungen die Gesetze anwenden, welche von dem nten Unter- 
schied oder der nten Aufstufung gelten und daraus eine Menge 
besonderer Integrale ableiten. Sie werden jedoch nicht Gegen- 
stand unserer Untersuchung sein. 

Setzt man — n statt n in Nr. 1) und 3), so entsteht: 
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(4) 


f 1 xT r '^ x l dx _ ,_ )r , r , i(JL . " . _ink_ . 

,J ^*+(p +? rM + (p + 2 V )-+> 

o 

— ( Y Ir | 1 vsc f"J“ 

_( ,_ 0 . (F + W9)r + 1- 


5) 


/»» xP-HIgjT g * + M«___ 

,/ (1+.T*)" 1 ; \p r+1 (p + </) r+,+ (p+ 29 ) r +' 

w- 


= (—)'. RI 


(? + «9') r+1 


Hierin ist: 


) 

) 


w- = 


n(n + 1)(« + 2)....(n + a— I) 
1.2.3....» 


Aus der Gleichung Nr. 2) 
Stellungen : 


§. 19. ergeben sich folgende Dar- 

6) 


j' +a-»)"(lg^) r 3x 

( 1 - r » , («)» 

Vp r ‘ * + (/» + >/)'+' + (p + 2 ? )r+ 1 



f 


?) 




0X 


— Jr| l( 

- U r +* 


[«]* 


(p I </) r + 2 (p + 2v) r +* 




Oie Formen in Nr. 1) — 5) und in Nr. 6) und 7) führen die glei- 
chen Zahlenwerthe und unterscheiden sich nur durch das Vorzei- 
chen. Die geraden Potenzen von r führen auf gleiche Zeichen. 
Da aber die Ausdrücke in Nr. 1) — 5) bequemer darzustellen sind, 
so werden sie hier berücksichtigt werden. Aus den für jene ge- 
fundenen Resultaten kann man leicht auf die in Nr. ß) und 7) zu 
erhaltenden übergehen. 

So lanee n^l ist, sind die Reihen in Nr. 1) — 5) zur Aus. 
wertbung nicht geeignet, da sie wenig convergiren. Man kann 
zwar die in meiner Lehre von den aufsteigenden Functionen an- 
gegebene Methode anwenden, um diese Reihen zu summiren. 
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Sie fuhrt aber zu sehr zusammengesetzten Ausdrücken. Wir 
beschränken uns daher auf den Fall, wenn n = l ist, zumal sich 
auch hier noch immer eine reiche Ausbeute bietet. In diesem 
Falle erhalten wir folgende zwei Darstellungen : 

8) 


/ » a:P" l (lRx)r 1 1 . \ 


r 


£P+*(lgX) r 

1-fx« 


dx 


= (— )M r l *.S(p, v) r+1 , 
9) 

— ( )r Jr| l ( -J L 

-l > v +1 (P+9 


1 


f» r+1 (p+v) r+1 (/»+ 2 ?) rfl 


-) 


= (— ?)'M. 


Hier ist zur Bezeichnung des Sumraenausdrucks der unendlichen 
reciproken Potenzreihen mit einerlei Zeichen das Symbol S(p, y) r +‘ 
und der mit abwechselnden Zeichen das Symbol S'(p, 9 ) r + l ge- 
wählt. Sämmtliche Elemente, welche zur Bestimmung der ßeibe 
nüthig sind, nämlich das erste Glied ( p ), die Zuuahpie (q) und 
der Exponent der Glieder (r-fl), sind darin aufgenommen. Diese 
Bezeichnungsweise dürfte geeigneter erscheinen, als andere, 
uud namentlich die vou Legendre gewählte, bei welcher die 
reciproken Potenzreihen mit abwechselnden Zeichen, die gleich 
wichtig sind, nicht berücksichtigt sind. 

Bei der Anwendung ergeben sich aus den Elementen p und 
q so viele verschiedene Reihen als q Einheiten enthält, und so 
lange p sich höchstens bis zu q erhebt. Wird p—q, so erhalten 
diese Darstellungen folgende Form: 

10 ) 


/** xT l (*S- r ) f p — /_ y |r I \( * x. i J. _JL L ^ 

J l-xe dr ~ ( ' U‘ 1 + (2p) r + , + (3prf i + "-7 

in» , l 1 1 

— y-pr-tt^ + Or+l + + 4rfl +••••). 


ID 


f *7 dx - (_)f - ,r 1 1 (;< r + 1 Vpy+' + (3/?) r +* - •) 

o 

_ V 1 1 1 1 1 

— — ^T» + 3r+> — + 
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Hieraus leitet sich folgendes Gesetz ab: 

12 ) 

S(p, p)r+i = ^- 1 S(l, l)r+l, 

S'(p,p)r+i= 1)'+». 

(Jeberhaupt erhält man, wenn p und q einen gemeinschaftlichen 
Faktor haben, was häufig vorkommt, folgende Reductionsformeln: 

13) 

, -S(*P, /tqY+ 1 = S(p, y)r+» , 

S'(kp, kq) r + l = j* +1 S'(p, 9 ) r + 1 . 

Ferner ergeben sich aus Nr. 8) und 9) folgende Ableitungen, 
die im Folgenden viele Anwendung finden werden, wenn p— 1 
und 9 = 1, 2, 3.... gesetzt wird: 

14) 

f X ^~a*=(-) r .i r i , s(i, i) r +‘. 

o 

f ^£^8* = (-)r. Ir I 15(1, 2)r+l , 

o 0 

f ^^,0* = (— ) r - lr 1 IS (J- 3)r+ l . 

O 

u. s. w. 

15) 

l)r+l, 

o 

f ^^0* = (-)'• l r 1 »S'd. 2 )rf >, 

O 

f = (_)r - ,r 1 is ' (i) 3)r+i ■ 
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§■ 22 . 

Man kann die in Nh 8) und 9) §. 21. gewonnenen Gleichungen 
zur Ableitung einer bestimmten ( lasse von Integralen brauchbar 
machen, wenn man die Werthe von p und q, die unter einander 
unabhängig sind, in bestimmten Zusammenhang bringt. Setzt man 
nämlich p statt q und (m -f l)/> statt p in Nr. 8) §. 21-, so ent- 
steht mit Rücksicht auf Nr. 13) : 


/ 


l r i •/ 

= (-)'• l 


1 T m f+P~ l (\gx) T 
1 — XP 

1 


8x 


r i y L . ^ L L \ 

/r'+'V!;» -f- l) r + l (m + 2) r + l ^ (rn -f 3) r -M 


In der eingescblossenen Reihe fehlen die m ersten Glieder. Er- 
gänzt man sie und schliesst sie nieder aus. so geht obige Dar- 
stellung über in 

1) 


/ 


ar"r+J>-i(lgar) r 
I — xP 


8x 


=(-r 


*(>■ iy+K-Y+* • + äi-, + 3 4i + - 

Auf dieselbe Weise erhält man aus Nr. 9) §. 21.: 


r» r t l) ' 


/ 


»1 x mp+p- I(|gj-)r_ 

1 ~ S * 


= (-)' 


Rl> 


'I L _J . L I. 

*L(m + l) r +* (m + 2) r + 1 * (rn + 3) r +* ""J 


Auch hier fehlen die rn ersten Glieder. Bei der Ergänzung hat 
man auf den Zeichenwechsel Rücksicht zu nehmen, und das vor- 

zusetzende Zeichen so einzurichten , dass das Glied , 
für sich betrachtet, positiv wird. Es wird daher 


/ 


2 ) 


Ri » i i i I 

( _)m+r+l ^q-,(I — 2^+i + 3^+i - JTm • ^t1 )- 
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Unterscheidet man aber, was hier eintritt, zwischen einer gera- 
den und ungeraden Zahl, so ergeben sich folgende zwei Darstel- 
lungen : 

3) 


/ 


I x 2m P‘^P~ l (]sx) r - l r 1 1 

— a*=(-)r._ sum« 


DU 


1 


1 


( 2r+ l+ 3'M 4r+l"‘- — (2m)r+l) 


" 4 r M ’ * 


1 


/ 


4) 

1 x tm P+*r-mex) r „ DM 

—i + ,T J ■ fh s'd, ir+ i 


u i r n (i i _ i i i 

(— ) r • pTi (1 -f+i + 3 r M — Fm- •• • + (2m -f ljr+i) • 

Eine andere Form von Reihen bekommt man, wenn 2 p statt q 
und Imp + p statt p in Nr. 8) und 9) §.21. gesetzt wird. Auch 
in diesem Falle lässt sich p aus der Reihe ausscheiden, um! es 
entsteht: 


/ 


5) 

1 jc 2m P±r- l (\f’x) r 

I — 


dx 


DM/ 1 1 1 \ 

- ( ~ )r ‘ pr+i\,(2m + 1 ) r + l + (2m -f 3F»- 1 + (2m + 5)U i+ ' J 


DM 


DM 


= (-)' r -T'C- +3T.+i^+-jSifTpp>. 


/ 


DM/ 


1 


6 ) 

1 j: 2m P+P“ 1 (lg;f) r 
1 + X*P 

1 


dx 


p , + I V(2m f l) r M (2m + 3) r + 1 ^ (2m + 5) r +* 
dm DM l 1 


1 


•) 


= (-)-+ r • FM *'(>> *^(-rwi.^p(i -~ + Fm— ■ 


‘-(2m— l)r+> ) ' 
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Diese Art von Reihen lässt sich in eine allgemeine Form brrn 
gen, vrenn man kp statt q ond mkp f p statt p schreibt : 

7) 



• r n.t p +p-><lg:r) r „ 

l-x*J- 


Rl*r I I 1 

- ( - )r >H-iL(m*+I)r+‘ + (mA + A+J)r+> + (mÄ+2A+l)'-+ 1 + ~ 

= (— Y • S(mk + I , i) r + 1 , 

8) 


./ 




l + X*P 


RI* 

= (— )'• — 


r. 


1 


p r ^ l l_(mk -f 1 ) r * 1 {mk 


+ H1)H‘+ •••] 


= ( — + *> k) T + l . 

Auch hier lassen sich die Anfangsglieder ergänzen and man 
erhält: 

f») 


/' krv 


RI l 

P + 


(k + ])-•+* + (2A + 1)*+» + ((m— 1)* + lr+»i 


10 ) 

> 



x"*rtr-*(lgx)r _ _RI» 

1+X*T dX_l ’ V+* 


S’(l, /■)'+> 


(_)".) rfl.^Jl (A . + |y + l+ (2 j t+ l )r+ i “ ( )" 


1 


(mit— A-+l) r + l 


Diese Gleichongen werden später zu mancherlei Anwendungen 
dienen. 


§. 23. 


Die Auswerthung der hier in Frage stehenden Integrale be- 


Digitized by Google 


Oellinger: lieber bestimmte Integrale. 


257 


ruht, wie man sieht, auf der Darstellung der Summen der reci- 
proken Potenzreihen mit gleichen und abwechselnden Zeichen, 
und bei verschiedenen Anfangsgliedern und Zunahmen. 

ln einer Abhandlung, welche im 26. Bande dieses Archivs 
S. 1 u. ff. abgedruckt ist, habe ich die Gleichungen angegeben, 
wie die Summen der reciproken Potenzreihen mit gleichen und 
abwechselnden Zeichen bei jedem Anfangsgliede und jeder Zu- 
nahme dargestellt werden können. Bezeichnet man das erste Glied 
durch rn, die Zunahme durch k, so hat man zur Darstellung der 
Summe einer Reibe mit einerlei Zeichen folgende Gleichung: 

•) 

S(m, k)V —— p + („ 1 + Ä)J) + (m + 2*)P + " • • 

2.JL i i i 

mV (m -f k)v ”■ (m + 2A)P ^ * ' ’ * (m -f nk — k)v 

, i , i . p t [ p]»** _ 

T ( p — l)(m+nA-)i ,-1 .A + 2(m+nX-)P ‘ 6.2(m+nÄ)P+ 1 30.4(n»+nA)P+* 

. [pla* a fplr* r , W! 

^42.6(m + 30.8(m -f- uä)p+ t 66. IO(m -f- 7i£)P+® 

Das Fortgangs -Gesetz der begleitenden Reihe liegt deutlich vor. 
Die Vorzahlen der einzelnen Glieder sind die Bernoulli’schen Zahlen: 

I 1 i 1 i 5 69J_ 7 3617 

2' 6’ 30’ 42’ 30‘ 66’ 2730 ’ 6’ 510’ 


Die Summe einer reciproken Potenzreihe mit abwechselnden 
Zeichen bestimmt sich durch folgende Gleichung: 


2) 

•S (m, k)v )nI , j ln + (m ~p 'lk)V (m + 3k)r + • • • • 

11 1 1 

~ mV (m + Ä)P + (m + 2Ä)P”’^ ** (m + nk - k)r 

, r L . P* _ [p]»** , [p]»** 

’ |_2(nt + nk)v ' 4(m -f A)p * 1 H(m -f k)vl 3 ' 4(m + nA)P+ s 


l^Plr* 7 , 31 W _ 091 [_£]»**«_ 

16(m-f nk)v+ r * 4(»i f nk)r I g 8(m -f- mAJpT 11 


Die Vorzahlen der begleitenden Reihe sind die Vorzahlen 
Theil XX* IX. 18 
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, , 1 1 I 1 17 31 

der Glieder der ersten negativen Aufstufung 2 » 4’ g’ 4’ |g’ ~i‘ 


691 4361 
8 ’ 4 ’ 


Bei Anwendung dieser Gleichungen wird es zweckmässig sein, 
die Zahl (rn -+«/:) in der begleitenden Reihe so zu wählen, dass 
sich die hohem Potenzen, worauf sie führt, bequem darstellen 
lassen, wozu sich die Zahlen 10, 20, 30.... und auch 25 ganz gut 
, 1 4 

eignen, da 05 = fi)Ö 


Obgleich die Glieder der begleitenden Reihen nicht vollstän- 
dig convergiren , so lassen sie sich doch ganz gut gebrauchen, um 
bei schicklicher Wahl von (m -f nk) den Werth des Summenaus- 
drucks beliebig genau zu bestimmen, indem man so weit fortgehen 
kann, bis die Convergenz auf hört, was dadurch erkannt wird, 
dass man bei dem Portschreiten der Glieder Werthe erhält, die 
theils kleiner, theils grösser als der gesuchte Summenausdruck sind. 

Man kann eine Reibe mit abwechselnden Zeichen in zwei 
Reihen von einerlei, aber entgegengesetzten Zeichen auf fol- 
gende Weise zerlegen: 

3) 

S'(m, k)f = S (m , 2 k)v — S(m + k, 2 k)f, 

und dann nach der Gleichung Nr. 1) verfahren. Dadurch wird 
aber nichts gewonnen, denn die Arbeit verdoppelt sieb. 

Da im Folgenden die Summen der Potenzreihen mit verschie- 
denen Anfangsgliedern und Zunahmen nüthig werden, so sollen 
hier diejenigen bestimmt werden, welche die Grundlage zur Auf- 
findung anderer bilden, wodurch sich das hier zu beobachtende 
Verfahren verdeutlicht. Um die Summe von S(2, 3)® zu bestim- 
men, hat man »n = 2, « = 6, k = 3, p = 2 in Nr. 1) zn setzen. 
Hiernach ist: 

4) 

o,, . J . 1 . J_._L._L .UL 

*) — 2*^5*t 8 j+ |7*t- 2 _ 20^2. 20* + 6*.2. 20* 

4.3» 6.3» 8.3 T . 10.5.3» 12.691.3*» 

30.4.20» ^ 6.42.20» 30.8.20» + 66. 10.20»» 2730.12720»* 


Werden die angezeigten Werthe berechnet und zusammenge- 
zählt, so entsteht: 
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5) 

S( 2, 3)*=2 + g-, + + .... = 0,3404306010308... 

Ebenso erhält man : 

6) 

SU 3i»-i +i +i + 1 . 1 . 1 , 3 3 

{ ’ ' ~ 2® + 5» + 8®' 1 ' "" 17® "*" 2. 20*. 3 + 2.20* + 6.2.20« 

10.3® 21.3® 36.3* , 65.5.3» 78.691.3*« 

30.4. 20« + 6 . 42.20® 8 . 30. 20>°+66 . 10. 20« “ 12 . 2730.20“+ 


und hieraus : 


7) 


S(2, 3) 


2 i 

— 2* + 5® 


1 

+ 8 ® + 


=0,1367562326834.... 


Aus Nr. 2) erhält man für dieselben Werthe: 

8) 

S f2 + i ! 1 , 2.3 4.3® 6.3» 

2 * 51 +a*-- 17» + 2.20* + 4.20® 8.20* + 4. 20* 

17.8.37 t 31.10.3» 691.12.3« 

~ 16.20» + 4.20*» ~ 8.20*® + "" 


= 0,2204350059284.... 


9) 

s -(2 3)®-i -2 + 1 _± + _L + ^_io^ + HL3 s 

2 * 5» + g *—. 17® + 2.20® + 4.20* 8.20« + 4. 20» 

36.17.3* 31.55.3» 78.691.3« 

~ 16.20*° + 4.20“ 8.20“ + , '*‘ 

= 0,1184387784250.... 

Setzt man m = l, k — 4, n = 6, p= 2,3 in Nr. 1), so entsteht: 

10 ) 

Sri 11»- 14 . 2 4.1 4- 1 , 1 , 1 , a .4 4 . 4 » 

; ~ , + 5 I + 9 » + 21* 25.4 + 2. 25* "*"6.2. 25* 30.4.25® 

6.4» 8.4* 10.5.4» 

+ 42.6.25* 30.8.26» + 60.10.25« - 

= 1,0748330721566.... 

\ 

IS* 
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11 ) 

5(1 ’ 4)8 = 1 + 5 >+ 9* + 2l* + 2.25*T4 + 2.25» *2.6.28« ~ 3074.25* 

21.4» 36.4* 55.5.4» 

+ 42.6.25» 30. 8. 25»° + 66. 10.25« "" 

= 1,0103729682620.... 

u. s. w. Die Werthberechnung dieser Summenausdriicke ist, wie 
man sieht, mit viel Mühe verbunden, namentlich wenn sie weiter 
ausgeführt und auf die verschiedenen Summen einer und dersel- 
ben Zunahme ausgedehnt werden soll. Es wird daher gut sein, 
noch weitere Methoden anzugeben, welche ihre AufGndung erleich- 
tern und die Arbeit auf ein Minimum zurückbringen. Diess soll 
im Folgenden geschehen. 


§. 24. 


Wir betrachten zuerst die reciproken Potenzreihen mit einer- 
lei Zeichen und verschiedenen Zunahmen. Da die Zunahme jede 
ganze Zahl bedeuten kann, so kann man für jede so viele in's 
Unendliche fortlaufende Reihen bilden, als die Zunahme Einheiten 
enthält, so dass die Summenausdrücke sämmtlicber so entstan- 
dener Reihen zusammen so gross sind, als der Suraroenausdruck 
der reciproken Reihe von der gleichen Potenz besagt, deren Zu- 
nahme die Einheit ist. Hiernach hat man für die Zunahme 2 fol- 
gende Zerlegung: 

5 ( 1 , 1) I ’=1 + 2 p + 3 * + 4 ?+"” 

= l + är + tir + " + i + & + ""* 


also nach Nr. 12) §. 21.: 


1 ) 


1 


5(1 , l)i’= 5(1, 2)r -f 5(2, 2)f = S(l , 2 )p -|-^ S(l, I)p 


oder 


2 ) 

S(l,2)P = (l-±)S(l,l)r, 


und man kann 5(1, 2 )p durch 5(1, l)? darstellen. Für die Zu- 
nahme 3 erhält man folgende Zerlegung : 
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S(l, l) p — + ^ + + -- 

= ,+ 4p + 7p + IÖp + - " 

i 1 l 

+ 2p + 5p + 8p + "" 

1 1 , 1 

3p ^6p 9p ^"■ - 

Hieraus folgt • 

3) ' . 

5(1 , 1)p = 5(1, 3)p + 5( 2, 3)p + gji S(1 , 1)P, 

1 4) 

(1 - äj) 5(1 . Di* = 5(1, 3 )p + 5(2, 3)p. 

Ist nun eine der Summen S(1,3 )p oder 5( 2, 3)P bekannt, so 
lässt sich hieraus die andere, und somit alle drei der Zunahme 3 
zugehörigen Summen bestimmen, da die Werthe für 5(1, 1)P bis 
zur lösten Potenz aus der oben angeführten Abhandlung bekannt 
sind. Für p = 2 ist aus Nr. 4) und Nr. 5) §. 23.: 

5) 

S(l, 3)* = (1 — J)5(l, 1)*- 5(2, 3)* = 1,1217330139364 

S(3, 3)* =0,18277045 18720251 

Eben so erhält man aus Nr. 7) §.23. und Nr. 3) dieses Paragraphen: 

6) 

S(l, 3)* = (1 — iV)5(l, I)*— 5(2, 3)* = 1,0207800444332 — , 
5(3, 3)> = 0, 0445206260429 .... 

Für die Zunahme 4 ergibt sich folgende Zerlegung : 

7 ) 

5(1 , 1)P = 5(1 , 4)p + 5(2, 4)p + S( 3, 4)p + S(4, 4)P 

= 5(1 , 4)p + ~ S( 1 , 2 )P + 5(3, 4)r + 1 S(1 , I)p, 

und hieraus mit Rücksicht auf Nr. 2) : 

1 8) 

(l — «S<1- 1 )p=S(1,4)p + 5(3, 4)P. 
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Es zeigt sieb , dass alle vier hierher gehörigen Summen bestimmt 
werden können, wenn einer der Summenausdrücke S(1,4 )p. 
S (3 , 4)P bekannt ist. 

Die Fortsetzung dieser Untersuchung führt zu folgendem Ge- 
setze für die Zunahme k : 

9) 

5(1, 1)p=S(1, k)r + 5(2, k ) p + S( 3, k ) p + .... 5(A— 1 , A-)p + j~ 5(1, 1)». 

Diese Gleichung zeigt, dass vorerst nur zwei Summen aus den 
übrigen ( k — 2), beziehungsweise nur eine abzuleiten sind. So 
lange k eine Primzahl Ist, bleibt dieser Satz in voller Geltung, 
wie diess bei der Zunahme 5,7,.... der Fall ist. Ist aber k 
keine Primzahl, dann werden noch weitere Reductionen zu machen 
sein, namentlich dann, wenn schon Summen für kleinere Zunah- 
men bekannt sind. Diess wird sich an den Summen für die Zu- 
nahme 6 zeigen. Hiefür ist: 

5(1, 1)p = 5(1, 6)p + 5(2,6)p;+ 5(3, 6)p + S(4, 6)p + 5(5, 6)p + 5(6, 6)» 
= S(1 , 6)P + *- S(l . 3)P + ^ S(l, 2)p + ^ S(2, 3)p + 5(5 , 6)p 

+ £ä(1.i* 

Nun ist aus Nr. 2) und Nr. 4) : 

^S(l,2)p=^5(l,l)P-^!5(l,l)e, 

~ (5(1 , 3)p + 5(2, 3)P)= I S(1 , 1)p - i 5(1 , 1 )p. 

Werden diese Werthe eingeführt und geordnet, so erhält man: 

10 ) 

o- + i -i - b 5(1 ■ ,)p = Ä(l - 6)p + 5(5 ■ 6)p - 

Ist einer der Werthe S(1,6 )p oder S(5,6 )p bekannt, so lässt 
sieb hieraus der andere finden, und es sind beide bekannt. Nun ist: 

11 ) 

5(2, 6)p = 2p *S(1 , 3 )p = ^ (1 + ^ + Yv + Töp + 

= .^S(1.6)p+^5(4,6)p. 
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Wird nun dieser Werth in die oben angegebenen Gleichungen 
eingefiihrt und wird geordnet, so entsteht: 

12 ) 

(I-~)Sd, 1)P=(1+^)S(1, 6)»- + S(5, 6)e + (J +^)S(4,6)«-. 

Hieraus kaDn S( 4, Ö)P gefunden «erden. Ist auch dieser Werth 
gefunden, so lässt sich aus Nr. 11) auch der von S(2, 6)»> finden. 
Es ist daher zur Hestimmung der zur Zunahme 6 gehörigen Sum- 
men ausser 5(1, 1 )** nur die AufGnduog eines der Werthe S(l,6)r 
»der S(5, ö)p nöthig. 

Diese Methode ist aber, wie man sieht, nicht für alle Fälle 
zureichend. Es wird daher sacbgeniäss sein, noch eine andere 
Methode anzugeben, »eiche die Darstellung dieser Summen min- 
destens auf die Hälfte der Arbeit reducirt und die zugleich den 
Vortheil der Controle genährt. Sie ist folgende. 


§• 25. 

Geilt man von der bekannten D»|)pelreihe 

I) 


„_I4._L4._L 

' — m + n» + * + m + 2 ä 






-G-', 


+ 


2A-m + 3A 


D 


aus und differenzirt wiederholt nach m, so erhält man die ver- 
schiedenen Potenzen der beiden in Nr. 1) angegebenen Reihen 
nebst den dazu gehörigen Summenausdrücken, «eiche durch Dif- 
ferenziation des Ausdrucks auf der rechten Seite entstehen. Hier- 
nach ist: 

2) 


dM 

dm 


( 1 1 1 \ 

~ L* + (m+*)* + (ro+2Ä)* + - 7 
1 


-(L 


m)* T (2A— m)* + (3A 
= - S(nt, A)* - S(k — m, A)* = - 


:-m)* + -) 
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3 ) 

r 

8 *^=1.2S(m:, A)»-1.2S(A-ro, k) 3 = '' 7t3 * 


(dm)* 


k 3 


/c- 

(Sin -j-y 


4) 


0 s jtf 


(0m) 


- 3 = — J.2.3S(m, k )* — 1.2.3S(A— m, A)* 

jr 4 

~k* 


d*M 


(dm )* " 


[ 


re 

- 4 1 

L(Sinf) 

/0 . m7t ' „ 1 ' 
(Sin. )*J 

5) 


1 l S(m, k) 3 — 

1«H5(*-«, k) 3 

, 0 , n mn 
24. Cos -jt- 

8 Cos -| 

• (Sin k )• 

(Sin 7 ^)*J 


d 3 M 

(dm) 3 


6) 


= — 1*1 *.S(m, k) B — 1*1 1 S(k — m, k) 3 


-_"T- 


120 


120 


16 


d 3 M 

(dm) 


(Sin ~k~)* ( Si " X) 4 (Sin 
• ?) 

, = 1« i * S(m, k) 7 - 1« U S(k - m , k) 7 


] 


--. A 77I7C , Ann 77t 71 _ .. 77)71 

!tr f“720Cos 480 Cos 32 Cos x - 1 

~ A r | mn mit + nm I’ 

•— (Sin -r-) 7 (Sm-r-)» (Sin -; ) S -J 


d 7 M 

(dm) 7 


8) 


= — 1*1 ‘ S(m, k)* ~ 1* I 'S(k-m, k) 3 


__l J 

“ * 8 L~ 


5040 


0720 + 201 0 


64 

m:i , 


(Sin-^-)« (s ,d x > 6 < Sio x ) 4 < Sin x)*: 


]• 
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#) 

S" s, *" s(n,, * ), ~ ,8i,s( * _M,A) * 

T ,p40320Cos^ 40320 Cos 8064Co8^ 128Cos~ 

— A 9 | i»*,. mn ^ nur mn 

*- (Sin ~jr) 9 (Sin ^-) r (Sin ~j^) b (Sin -jp) 1 


171 

H 

i* -J 


o. s. w. Diese Gleichungen findet man, wenn man bei der Ent- 
wickelung der verschiedenen Differenziale (Cos , -^-) 4 = 1 — (Sin -£-)* 

schreibt, so oft (Cos^ 1 ) 4 erscheint, und dann die Differenziation 

fortsetzt. Geschieht diese Reduction nicht, so erhält man viel 
ausgedehntere Ausdrücke. 

Nach den hier aufgestellten Gleichungen reducirt sich die 
Auffindung der Summenausdrücke auf die möglichst geringe Arbeit. 
Setzt man. um diese zu zeigen, k = 5, m= 1, 2,3, 4 und p — 2, 
so entsteht ans Nr. 2) : 

10) 


S(l, 5)*+ S(4, 5)*= 


5 4 (Sin) 7t) 4 


2(5 + V5)ti* 

: 5» 


S(2. 5 )*+ 5 ( 3 , S)*= gfi(sfeji = —5^- - 

<la Sin § = 2~;2 V~5— V5 und Sin g " = V" 5 + ^5 ist. 


Hiernach hat man nur zwei Werthe zu bestimmen, um die 
vier Summen S(1 , 5)*, S(2, 5) 4 , S(3,5) 4 , S(4, 5)* zu erhalten, 
da S(5, 5)* bekannt ist. 

Ist k = 6, p = 2 und m=l,2...., so entsteht aus Nr. 2): 

H) 


5(1 , 6) 4 + S (5, 6)»= — = w > 

6* (Sing) 4 

5(2, 6)* +5(4, 6) 4 = - — = £■ 

6* (Sin i“) 4 


Da nach Nr. 11) §. 24.: 
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S(2,6)* = iS(l,6)* + iS(4,6)* 
ist, so ergibt sich durch Einführung dieses Werthes : 

12 ) 

Ä(4,6)*=~-*S(1,6)*. 


Ist daher >$(1,6)* bekannt, so lässt sich hieraus 5(5,6)*, dann 
5(4,6)* und S(2,6)* finden 1 . Die übrigen Werthe S(6,6)' 
= ^5(1,1)* und S(3,6)*=JS(1,2)* sind bekannt. 

Bei der hier gezeigten Alethode ist jedoch zu bemerken, das.’ 
die verschiedenen Potenzen der reciproken Reihen nicht nach 
derselben Gleichung, wie diese bei der in §. 24. gezeigten de 
Fall ist, behandelt werden können. Für jede Potenz werden be- 
sondere Formeln entstehen. Die Entwicklungsweise bleibt aber 
die gleiche. 

Man kann nun die gefundenen Gleichungen leicht zu weite- 
ren Darstellungen benutzen. Setzt man £ = 2, m — 1 , so wird 
Sin|n=l und Cosin=0, und die Summen der ungeraden reci- 
proken Potenzreihen gehen in 0 über, können also anf diesem 
Wege nicht bestimmt werden. Die beiden Reihen vereinigen sich 
aber in dem vorliegenden Falle in eine, und es entstehen die 
geraden Potenzreihen mit den ungeraden Zahlen. Hiernach ist: 


13) 


5(l,2)»=l+^ + p + ... 

7t* 

””"8 ' 

S(l,2)*=l + p + p + ... 

ii 

S(l, 2)<>=1 + p + ^+... 

rr® 

•“960’ 

S(1 , 2)* — 1 +p + 78+.--- 

17rr 8 
32 . 5040 

u. s. w. 


L Nr. 2) 




ist, so erhält man hieraus und auB Nr. 13): 
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14) 

Ä(l. 1)*=» + ^ + ^ + 

Ä(1 . I) 4 = • + 2« + 3‘4 + 
S(l, l)* = l+ij+ p + 
«fl. 1)*= I + 2i + 3a + 


3t® 

— 6 ’ 

B 4 

~9Ö’ 

B« 

“948' 

_ jt» 

“ 9450 ’ 


§. 26 . 

Bei Untersuchung der reciproken Reihen mit abwechselnden 
Zeichen hat man zwischen einer geraden und ungeraden Zunahme 
zu unterscheiden und die Bemerkung festzuhalten, dass alle Glie- 
der, welche gerade Zahlen in der Reibe S'fl, I )P fuhren, das 
negative, und die, welche ungerade führen, das positive Zeichen 
haben. Für die Zunahme 2 hat man daher folgende Zerlegung : 

S'(1,1)p= 1 — ^ + 3 p 4 j> + 5s —• 

~ 1 + 3p + 7p + ""~ (‘2p + 4p + 6p + •")’ 
woraus sich folgende Gleichung ableitet : 

1) 

S'(l, 1 )p = S(1,2)p-^5(1, 1)p. 

Für die Zunahme 4 und 6 erhält man folgende Zerlegung : 

2 ) 

S'(l, 1 )p=S(I,4)p-5(2,4)p + .S(3,4)p-j ( ,S(1, 1)p, 
S*(1,1)p= 5(1, 6)p— 5(‘2,6)p+5(3,6)p - S(4,6)p+5(5,6)p- ^5(1, I)p 
u. s. tv. Dies» führt zu folgendem Gesetze für die Zunahme 2 k : 

3 ) 

■V(I, I)p = 5(1, 2 *)p - Ä(2, ik)p + S(3, 2A)p— .... 

+ S(2A - 1 , 2 k)p - 5(1 , 1)p. 
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Nach diesem Gesetze lassen sich die reciproken Potenzreiben 
mit abwechselnden Zeichen und geraden Zunahmen auf die mit 
einerlei Zeichen zurückfuhren. Ihre Auffindung unterliegt daher, 
da die von S'(l, 1)p bis zur düsten Potenz bekannt sind, dem in 
dieser Gleichung ausgesprochenen Gesetze. Die Methode fällt 
daher mit der in §. 24. und §. 25. angegebenen zusammen. 


Anders verhält es sich mit den Potenzreihen von ungerader 
Zunahme. Für die Zunahme 3 erhalt man folgende Zerlegung : 


1.1 1 I 


’ 2p 1 3p 4p ^ 5p 6p t 7p 


I -?n 1 in • 7n 1 


ri i_ UI 4 

\2p 5p 4 8p IOp^ /^3p 6p ^ 9p 12p"“ 


4p’ 7p 10p“ 


lliess führt zu folgender Gleichung: 


4 ) 

S'(l, 1 )p = 5' (1 , 3)p - S' (2, 3)p + jJ, S'(l , 1 )p. 

In gleicher Weise erhalt man : 

5) 

S'(l, 1 )p=S'(1,5)p — S'(2, 5)p + S'(3, 5)p — S'(4, 5)p + N'fl, I)r 


11 . s. iv. Hiedurch wird man zu folgendem Gesetze geführt: 

6 ) 

S 1 (1 , I )p = S' (1 , U + 1)p — S 1 (2 , 2* + 1)p + S 1 (3 , 2/fc+ 1 )p — .... 

-S'&k, 2*+») p + ( -2ÄTdP S ' (l * ,)P - 

Die Reiben mit abwechselnden Zeichen und ungeraden Zu- 
nahmen lassen sich daher nur in Reihen mit abwechselnden Zei- 
chen nach dem vorstehenden Gesetze zerlegen. Die Methode 
kommt hiebei nach den in §. 23. gemachten Bemerkungen zur An- 
wendung. Es wird daher auch hier sachgemäss sein, noch eine 
andere Methode für die Entwickelung der Summen dieser Reiben 
anzugeben. Ehe diese jedoch geschieht, setzen wir noch einige 
Satze über Ableitung der Summenausdrücke von Reihen mit höhe- 
ren Zunahmen aus denen mit niederen her. Es ist: 

S(1 , lc)P = 1 + (7q^j?+(i + 4Ä)P + + (1 + /;)P + (i+3A) + (T+5/t)P " 
= S(1,2A)p + S(I + A,2A)p, 
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denn S(l, fc)P lässt sich in zwei Reihen zerlegen. Hieraus hat 
man : 

7) 

S(I , 2 k)v = 5(1, k)f - 5(1 + k, 2ä)p. 

Auf gleiche Weise erhält man: 

5' ( 1 , k)v = 1 + + (1 + ik)f + ÖT6 W + • ‘ ■ 

— ((TTÄ)*' + (1+3Ä)P + (1 +6 k)P + • = - S(1+*,2A)P, 

und hieraus : 

8) 

S(1 , 2ä)p = 5'(1, k)p + 5(1 + *, 2A)p. 

Durch Vereinigung von Nr. 7) und Nr. 8) entsteht: 

9) 

5(1 , 2ä-)p = 45(1, k)P + jS'(l , k)P. 

Ist k ungerade, so erhält man aus Nr. 7) und Nr. 8): 

10) 

S(1,4A+2)p=S(I,2ä + 1)p-.^S(ä+1,2A+1)p, 

11) 

5(1 , 4A +2)p= S'( l , 2k + 1) + ^ S(Ä + 1 , 2A + 1)p. 

Diese Gleichungen fördern in Verbindung mit den bisher ge- 
zeigten Methoden die Auffindung der Summen der reciproken Po- 
tenzreiben sehr und dienen unter sich zur Controle. Setzt man 
i=l in Nr. 10) und Nr. II) und £=3 in Nr. 9), so hat man: 

12) 

5(1, 6)p = 5(1, 3)p — ^ 5(2, 3)p, 

5(1,6)p = 5'(1,3)p + ^5(2,3)p, 
5(l,6)P=iS(l,3)P + i5'(l,3)P, 

und man kann auf dreierlei Art 5(1, 6)p aus den Summen für 
die Zunahme 3 ableiten. Eben so ist: 
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13) 

5(1, 10)p=S(I,5)p-^S(3,5)p, 

5(1, 10)p = S'(1,5)p f is(3,5)P, 

5(1, 10)p = iS(l,5)p + iS'(l,5)p, 
u. s. w. 


§. 27. 


Die im vorigen Paragraphen angedeutete Methode ist fol- 
gende. Legt man die Doppelreihe zu Grunde: 

1) 


iV=--— \-L + 


1 


' m m -f k m-\-2k 


+ A:- 


1 + 1 


k—m 2 k—m 3k— m 


n 

k 


m*i 

Sw T 


und diflerenzirt wiederholt nach m, an erhält man: 


2) 

m r i l i 

Sm~ Vm* (m + A)* + (m+‘2A)» 

r (k — m)* (2k— m)*^ (3k — m)® 


Cos 




3) 


= 1 .25' (m, *)» + 1 .2S'(k - m, k)*= g |_ 


(Sin--)» Sin”!” 


] 


d*N 

(3m) 




s = _l»l 1 S'(m , k)*+l»\iS'(k-m, k)* 


7t* OT7t 

=-Ä* Cos X 


r 6 

1 1 

L (Sin~)« 

fSin 
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5) 


8*JV 

(dm)‘ 


- 4 =l*i'S'(m, k) 6 + 1®I *S'(t-m, k) 6 


_ ü! r _ 
~ * 4 l /0! 


24 


20 


— 

mn ! 


c 6 N 

(dm) 6 


(Sin^)® (Sin™)» Sin^ 


6) 


=— 1®I *5' (m, k) 6 + l»l'S'(A-»n, A)® 


ji® , mnl 120 60 1 1 

~ A® 08 k L msr — mn mrr I ' 

( Sl "ir) (Sin-T-) 1 


7) 


S«iV 


(8m) 6 


= 1® I * S'(m, W + 1® I » S' (k — m, k) T 


r 720 

840 182 

> 1 

L,„. »in: 

(Sin-j-) 7 

/c- '""mi * 

(Sm —jr )® (Sin-^-) 3 

c . mnj 

Olli ~~m 

k 


«) 


0*iV 


(8mf 


= - l'H 5' ( m , *)» + 1 * 1 1 S' (k— m , k) 6 


= — r» t08 ir 


[ 


5040 


4200 


546 


271 


1 


(Sin ~jjr) 8 (Si'i'f) 6 (Sin"~)* (Sin™)*- 

a. s. w. Diese Differenziale entstehen, wenn man 
(Cos™)»=l-(Sln™)» 


schreibt, so oft (Cns-^ )* erscheint. 

Die Anwendung der hier aufgefundenen Darstellungen auf Sum- 
mirung der reciproken Potenzreihen mit abwechselnden Zeichen 
geschieht auf die in §.25. angegebene Weise und unterliegt keiner 
weitern Schwierigkeit. Das Auffinden der Summenausdrücke für 
eine bestimmte Zunahme wird auf die Hälfte der Arbeit reducirt. 
Setzt man k = 2, m = l, so gehen die Summenausdrücke für die 
geraden Potenzen in 0 über, da Cosire = 0 ist, und man findet 
nur die der ungeraden Potenzen. Hiernach erhält man: 
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9) 

S'(l,2) =l-| 

S'(l,2)»=l-i + I-i 

®*(1» -) s= 1 JS+ gj fi 
U. 8. W. 


4 ' 

_ Ä * 

-• = 32 ’ 

_5.rc» 

1536’ 

61 rr 7 

184320' 


Für den Zusammenhang der reciproken Potenzreihen mit abwech- 
selnden und einerlei Zeichen bei der Zunahme 1 gilt folgende 
sich leicht rechtfertigende Gleichung: 

10) 

S'(l,l)r = (l-^_)S(1, \) p . 


Für die Ableitung weiterer Reihen aus den hier und früher 
Gefundenen gilt die Gleichung Nr. 9) §. 26., und man hat, wenn 
£ = 2 gesetzt wird: 

11 ) 

S(1 , 4)» = 1 + p + p + .... = + JS(1 , 2)*, 

S(l, 4)»= I +p + p +....=^‘ + iS(l,2)», 
u. s. w. 

Hiebei kann man noch folgende Gleichung benutzen : 

12 ) 

S(l,2)p = (l-i)S(l, I)P. 

Wir stellen nun die Summen einiger Reihen, die später zur An- 
wendung kommen werden und die nach den angegebenen Metho- 
den für verschiedene Zunahmen berechnet sind, hier zusammen: 

' 13) 

S(l, 2)* = 1,233 700 550 136 1698, 

S(2, 2)* = 0,411 233 516 712 0566, 

S(1 , 2) s = 1,051 799 790 264 6451 , 

S( 2, 2) s = 0,150 257 112 894 9492, 
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5(1, 3)» = 1,121 733 013 0364, 

5(2, 3)* = 0,340 430 601 0308, 

5(3, 3)* = 0,182 770 451 8720, 

S(1 , 3) 3 = 1,020 780 044 4332, 

S(2, 3) 3 = 0,136 756 232 6834, 

5(3, 3) 3 = 0,044 520 626 0429, 

5(1, 4)* = 1,074 833 072 156, 

5(2 , 4)* = 0,308 425 137 53404 , 

5(3, 4)* = 0,158 867 477 980, 

S(4, 4) 3 = 0,102 808 379 17801 , 

S(1 , 4) 3 = 1,010 372 968 262 0071 , 

S(2, 4) 3 = 0,131 474 973 783 0806, 

5(3, 4) 3 = 0,041 426 822 002 6380, 

5(4 , 4) 3 = 0,018 782 139 111 8717, 

5(1 , 6) a = 1.036 625 363 6765, 

S( 2 , 6)* = 0,280 433 ‘253 4841 , 

5(3, 6) a - 0,137 077 838 90401 , 

5(4, 6)* = 0,085 107 650 2599, 

S(5 , 5)* = 0,059 997 347 5556, 

5(6, 6) 8 = 0,045 692 612 968006. 

S(I, 6) 3 = 1,003 685 515 3478, 

5(2, 6) 3 = 0,127 597 505 5541, 

5(3, 6) 3 = 0,038 955 547 7875, 

5(4, 6) s = 0,017 094 529 0854, 

S(5 , 6) 3 = 0,009 158 727 1294, 

5(6 , 6) 3 = 0,005 565 078 2553, 

5'(1,2)*= 0,915 965 594 176, 

S'(2, 2) a = 0,205 616 758 35602, 

5'(1, 2)*= 0,968 946 146 259 369 380 ^ ^ , 
5' (2, 2) 3 = 0,112 692 834 671 21 19, 

5'(1,3)*= 0,951 517 713 4165. 

S'(2,3) a = 0,220 435 905 9284, 

S'(3, 3) 3 = 0,091 385 225 9360, 


Theil XXXIX. 
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S'(l , 3)*= 0,986 590 986 2624, 
S'(2, 3)®= 0,118 438 778 4250, 
S'( 3, 3)* = 0,033 390 469 53221 , 
u. s. w. 


§. 28. 


Die in §. 25. und §. 27. gefundenen Resultate dienen noch zc 
andern Anwendungen. Nimmt man das Integral 

/ * x m — 1 — x m t .T^i m t 

rrj* •••• 

/ , x ik ~ m \ 
\k — rn 2A — m ' äA — m ""/ 

zwischen den Grenzen 0 und 1 und bringt es mit No. I) §. 25. 
in Verbindung, so erhält man: 

1) 


M=f 


j^m-l — x k— m-I 

— 3*=-^+— Vt + 


1-ar* 


1 3 

m 1 m-f A * m+ 2Ä ml 

*^ST 


-Gr*= 


_!_ + _ 
2A — m + 3A 


^ -) 


Wird nun die Darstellung Nr. 1) nach m wiederholt differenzirt. 
so entsteht mit Rücksicht auf die in §. 25. gefundenen Werthe : 


dM p 1 

dm 


2) 


x m ~ l -|- x k ~ m ~‘ 


YZ x k Igar&P = — S(m, £)* — S(k — m, k )* 


ri* 

k* 


mn 

(Sin-j-)* 


(dm)‘ 


W' 


3) 


-(lgx)*3a:=: l.2S(m, A)® — 1 .2S(A -m.t) 1 


2re®Cos 

k 

A*(Sin’y)»’ 
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4 ) 

. 

-(lga:) s 0ar 

-1*1* 5(m, A) 4 — 1*1 1 S(k-m, A) 4 =— ~| - 

^ L (Sin” 

5) 

8*yW /* 1 a:"'- 1 — x h-m-i 

(M*J ~ T-x* (| g' r )* Sx 

O 

= l 4 1 1 S(«j, A) 6 — l 4 1 1 S(A — m, A)» 
24 8 
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-l 

- 6 

4 1 

A 4 ! 

-(Sin*^) 4 



Jt* mit 

~P Coa J 


r 


(Sin^)» (Sin 


.. mre J’ 
»»-E-) 


6 ) 


d t lU p 1 a m — 1 -f x*— ■— 1 / 

1—x* ( 


~ x i (lg*)*0x 

= - 1» 1 1 S(m, A)«— I» I » S(A — m, Ä)« 

7i»| 120 120 16 | 

*®L.o.. mn 77771, J ’ 

S ,n ~k )* ( b,n l)! (Sm-jj-)* 

7 ) 

3 ö jM /* 1 j 1 »“ 1 — x *~~ m ~ 1 

(3^ = j — — es*)*®* 

o 

= 1*1 ‘«(w, A) T - 1*1 *S(A— m, A) T 
£ 720 480 


7t 7 mn 

' F Co8 T 


~ 720 480 32 l 

7777C 777 7C . 7»7t ,J ’ 

(Sin-T-) 7 (Sm-x-)» (Sin-r-)* 


8 ) 


0m) T J 


l _J_ jJc—m—l 


f_ x i (lgJ?) r 3ar 


= — 1 T I * S (tu, A)* — l r l *<S(A — m, A)« 


7t«i 5040 

6720 

2016 64 

Ä*L /0 . mn ~ 

(Sm £-)* 

mn + 

(Sm -£-)« 

/c; /O* 1 

(Sm-~j-) 4 (Smy) 1 
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9) 

d*M 


(dm) 1 


/ * — x k ~ •»— 1 1 

1-x* “ 


(Igx) 8 3x 




r 40320 

40320 

1 

8004 

128 1 

L./0» 771 

W7C xr 

(Sin -T-)^ 

(Sm-r-)» 

(Sin -T-)» 


U. 8. W. 

§. 29. 


Nimmt man das Integral 

/ X™- 1 + X*-”- 1 x m\nk xttk-m 

~ T+* * 0 x= + s. (-i—ani; 

zwischen den Grenzen 0 und 1, so erhält man mit Rücksicht«: 
Nr. 1) §.27.: 


I) 


/* 1 — 1 _l sgk — m — 1 | 

rrs* Sx=S'(m, A)* + S'(A-m, A) = | — 

Sin T 

Wird diese Gleichung wiederholt nach m differenziirt, so entsteht: 


SN 

dm 


2) 

/ I j-m—l — glc—m— 1 

P + X* 1 g*Sx= - S'(m, A) 2 f S'(A — m, A)* 

O , 

771 7C 

2 v08 • 

7t z k 

~ A 2 mn ’ 

(Sin 

3) 

8®iV Z 1 1 x m_1 +x <: -'"- 1 

(8m ) 2 ~ J i +x k (»S*)*ö* = 1 .2(S'(m, A)*+ .V( A-», A) 2 ) 

= gr — ? — T 

A 3 L /t! . mir nur. I 

(Sin-^-)* Sm-j- 

4) 

0 8 iV /* 1 x m ~ x — x k — m ~ l 

(dm)s = / r+x* (lg^) 3 3*=-» s 1 l (S'(m, A) 4 — S'(A-m, A) 4 ! 

u 

7t 4 ,, mTi [ 6 I “| 

- ~ *.4<,os X I mTt “ mn \ ’ 

(Sin-^-) 4 (Sm-^-) 2 
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5) 


a*iv 

(9m)' 


\*=f' £!L 4~^- - , ( | g^) 4 3x=l« 1 »(«' (»«,*)»+ S'(£-m, *)•) 


— —t 

~ Ä 4 I 


24 


20 


(Sin^-) 4 (Sin—) 4 Sin'" 


-L-l, 

m». I 


«) 


8*7V 

(3»i) 


MX " ‘ a;i t m 1 ( l g^) s Sj:=-l 4 l H.S'(m,k)*-S'(k-m, k)>) 


/ l *«-»_* 


st® m?t 

- - F' Co, T 


L 


120 


(Sin^-)® (Sin ~ 
7) 


00 1 i 

. m* mrr.J 

m-r-)® (Sin-r-)* 


3®jV 

(3m)® 


/ I _7-m — 1 1 — m — 1 

jX— (|g*)<9*= 1® I Ä) 7 +S'(A— m , kf) 

O 

_ n* r 720 840 182 1 ~| 

— Ä r L /e . mn mn + mit mnj’ 

(Sin-r-) 7 (Sin-r-) 4 (Sin-v-)* Sm-^- 


8 ) 

Pj 7 jyj /i 1 'ftn — 1 __ «.Ir— m— 1 

jfäf=J —~T +X k 0g*) T 9*=-l r '* (S'(m,k)*-S'(k-m,k)*) 

O 

n 8 ^, mnl 5040 4200 546 1 

~~~ k 8 ° k | mit mit mn mn l’ 

(Stn-r-) 8 (Sin -r-)® (Sin-r-)® (Sin-r-)*^ 


k 

u. s. w. 


«■ 30. 


Setzt man non r = ti so erhält man aus den Gleichungen 

§.28., da die geraden Potenzen von Igx ausfullen, «eil Cos§n = 0 
ist, folgende Integrale: 

1) 



lg xSx n* 

1=** — ~ "8 ’ 
(lg:r) a ß.x n® 

1 — ar» — ~16’ 
(lgx) 4 ßx n® 

1 — ar* 
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f 


' (lg x) T 8j 
~T—x* ~ ' 


17*» 
32 ’ 


„ , /*' (lga?) r 8a; 79a« r • v 

Euter gibt J = ”32” a ' a ‘ an > was au ' emein '*■ 

sehen zu beruhen scheint. Aus §. 29. erhält man unter der näm- 
lichen Voraussetzung folgende: 

2) 



/' 

O 

/' 

/ 

o 

/' 

r 

r 

o 

Aus §. 29. entsteht: 

J 

O 

f 


■5 1+** “ 

' 256 ’ 

U. 8. W. 


ergibt sich aus 

§.28.: 

3) 


dx 

7t 

1+z+z* 

~ 3^3’ 


4a* 
~~ 27 ’ 

(lga:)»8a: 

8a» 

) - \-x-\-x 2 

— 81. v3’ 

(l+*)(lgar)*8ar 

16a 4 

1— a:® 

- 3» » 

(lg x)* dx 

32a» 

1 -f-a:+a:* 

— 3».v3’ 

(1+ar) (lga:) # 8a: 

832a« 

1 — X* 

= — 5 ff" 

u. s. w. 


4 

4) 


’* 8a: 

2 7t 

1 — ar+a:* 

-3V3’ 

' 1 1 . - 

2a* 

l + xt \^dx-. 

- — 27 ’ 
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/' 

O 

f 


(lga:)*Sx_ 
1 — i + i 1 


10 ** 


~ 3«.V3’ 
(1 — x)(\gx) 3 dx 14* 4 

r+x 3 3» ’ 


Diese Darstellungen können beliebig fortgesetzt werden. Man 
erkennt jedoch aus dem hier Mitgetheilten, dass die Formeln, so 
interessante Aufschlüsse sic auch im Einzelnen geben, grosse 
Lücken lassen, und dass die meisten, in Frage kommenden Inte- 
grale nicht auf dem gegebenen Wege gefunden werden. Diess 

bestätigt sich noch mehr, wenn man J, 1, statt setzt. 

Es entstehen dann noch grössere Lücken. Zur Entfernung dieser 
Schranke wird die nachfolgende allgemeinere Methode dienen. 

(Fortsetzung in einem der nächsten Hefte.) 


XX. 

Elementare Beweise einiger Sätze, welche ftir die 
Lehre von den regelmässigen Polygonen von Wichtig- 
keit sind. 

Von 

Herrn Professor Dr. Hessel 

in Marh n r«f. 


§. i. 

Aufgabe. In Taf.III, Fig.l. sei BEUL ein Rectangel, M sei 
sein Schwerpunkt, durch ihn seien die Linien A G und DQ parallel 
den betreffenden Seiten gelegt und ay sei eine andere durch ihn 
gelegte gerade Linie, welche die Seiten BL und EK schneidet. 
Es ist gegeben MA = MG = r und MD = MQ = b und Winkel 
o MA — A oder dessen Tangente, so dass tgzd = r ist; man soll 
den Abstand ot = x von AG und den Abstand ol — y von der 
■r-Axe DQ bestimmen, wenn o der Schwerpunkt von aBEy ist. 

Auflösung. Man ziehe durch a die ae parallel mit BE, 
so wird der Flächeninhalt F von aBEy in ein Rectangel f—uBEe 
und in ein Dreieck <p = aey zertheilt. 
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Es ist dann: 

' 1) f= 2 r.(b — rtgrf)= 2 r.b — 2r*.t, 

und 

2) <p = |(2r .2r tg 4 ) = 2 r* tgz/ = 2r». v. 

Dabei haben die Abstände des Schwerpunktes e fBr f von 
der y -Axe und von der x-Axe die Werthe: 

3) — o.V = ida 4 i«/? 

= rtgrf+i(b — rtgJ) 

= i (6 4 rt) , 

4) ip, =0: 

und die AbstSnde des Schwerpunktes t des Dreiecks q> von den 
genannten Axen die Werthe: 

5) | 4 = »^ = i4o=ir.tg J — ir.x, 

Q) 4> 2 = iv = \MG = Ir. 

Nach den elementaren Gesetzen der Statik hat man aber filr 
die betreffenden statischen Momente die Gleichungen: 

7 ) (f+<p).x =/■.£, 4 <M 2 . 

8) (f 4 <p).y = f.tfi + <p ■ tff 

Setzen wir in diesen zwei Gleichungen, statt der darin ver- 
kommenden Grössen, ihre bereits gefundenen Werthe, so ist die 
Aufgabe gelüst. Wir erhalten dabei die Gleichungen : 

•J) x = ib — .t*, 

10) 3 ,=i*.t. 

§. 2 . 

Aufgabe. In einem Kreise vom Mittelpunkt ßl und vom 
Radius ft (Taf. III. Fig. 2 .) ist ein regelmässiges 2 nseitiges Po- 



•) Dam« diese Gleichungen, durch Elimination von r, sn einer Glei- 
chung zwischen X und y führen, ans der man sofort erkennt, dass, wäh- 
rend das äussere Ende a des Strahles Ma «ich von L bis B bewegt, das 
äussere Ende o des StrahleB Mo eine Parallel beschreibt, deren Scheitel 
in der J*-Axu MD liegt, mag hier bloss erwähnt werden. Vergleiche die 
Abhandlung lieber gewisser statische und raechnnischeEigen- 
schäften <1 e r R u 11 n» g e li i I d c , w e l c h e c I u e u S c h w c r |» u n k t haben. 
Von Hessel. Marburg. 1862.“ 
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lygon beschrieben, BL und EK sind zwei parallele Seiten des- 
selben; DQ ist der, diesen Seiten parallele, AG der zu ihnen 
senkrechte (sie halbirende) Durchmesser, dessen Länge 2 r — 

360° ' • 

2Äcos-j^- = 2ßcosa ist; ay—H ist ein anderer Durchmesser 

des Polygons, welcher die erwähnten Seiten schneidet; r, n (alsoo) 
und Winkel cuVA = A, mithin tg^ = r, sind gegeben, man soll 
für den Schwerpunkt o der in aBDEy liegenden Hälfte des Po- 
lygons, sie heisse F, die Abstände ot — x und ol — y desselben 
von den betreffenden Coordinatenaxen AG beziehungsweise DQ 
finden. Auch soll daun der Abstand des Schwerpunktes o von 
der Theilungslinie cty für jeden Werth von A, der ^ 0 und ^ n 
ist, insbesondere aber für jene beiden Falle bestimmt werden, in 
welchen die Theilungslinie ay entweder mit dem kleinsten Durch- 
messer AG=2r, oder mit dem grössten Durchmesser BK zu- 
sammenfallt. Ausserdem aber soll für jene Fälle, in denen 0 
und ■< a ist, der Abstand des Schwerpunktes o der berücksich- 
tigten Polygonhälfte von demjenigen Durchmesser A bestimmt 
werden, der zu dem theilenden Durchmesser ay senkrecht ist. 

Auflösung. Man ziehe BE, so wird F zertheilt in das 
Paralleltrapez aBEy=q> und in den Tbeil, welcher in BDF, 
liegt, den wir = f setzen wollen. 

Es ist dabei: 

1) q> = ABEG — 2r.rtga = 2r 2 tga, 

2) f=F — q> = 2n.ir*tgo — 2r 2 tg a = (n — 2)r*tg«. 

Es bat dabei der Schwerpunkt a von f einen Abstand von 
der y - Axe , dessen Werth ist: 

I, = *M, 

und einen Abstand ip, von der x-Axe, dessen Werth ist: 

=0 = Null. 

Ebenso aber hat auch der Schwerpunkt i von <p seine Ab- 
stände f-j = iq und if>, = io von den Coordinatenaxen AG und DQ. 

Beachten wir, dass b in der vorigen Aufgabe = Aß, also 
hier =rtga, und dass x und y in der vorigen Aufgabe hier =£, 
beziehungsweise = ip a sind, so haben wir sofort: 



19» 
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r® 

2) — 1 -- 7 — T = jr.coto.T. 

’ rtgo 

Nehmen pir nun vorerst f, als bekannt an, so würden (nach 
den bereits von uns benutzten Lehren der Statik) die Gleichnnsw 
gelten : 

3) (/■+ <f)x = /\|, + gj-k. 

4 ) (f+<p).y = f-Vi + 

und auch in diesen beiden Gleichungen ausser x und y lautx 
bekannte Grössen vorhanden sein. 

Beachten wir, dass 

f -{■ <p = (n — 2)r®tgo + 2r®tg« = «r*tg a 
ist, so haben wir aus 3) und 4) die Gleichungen: 

nr® tg a . x = (n — 2)r* tg a.J, -f 2r* tg a [‘ r ^ 3>g t ga < ^ )l’ 

also: 

5) nx = (n — 2)|, f 1 ’ 

und : 

nr® tga .y = 2r® tga . (jrcot a . t) , 

6) n .y — ^rcota.r. 

Berücksichtigen wir nun, dass der Schwerpunkt o von F zwar 
nicht hei jeder Lage, welche der das Polygon theilende Durch 
messer ay annehmen kann, in einem zu ihm senkrechten Radio« 
MoS liegt, dass diess aber, wegen der regelmässigen Beschaffen 
heit des Polygons, dann der Fall ist, wenn ay die Lage eine« 
kleinsten Durchmessers wie AG, oder die Lage eines grössten 
Durchmessers, wie BK, hat, und dass, wenn ay mit BK zusam 
menfällt, der Winkel oMD = a ist, so dass für diesen speciellen 
Fall, wenn wir für ihn ot = . r, und ol = y, und r = tga setzen 

7) y, = x t . tg oMD = x t . tg a 
und (gemäss 6) auch: 

2 2 

8) y, = ;jn r.cot«.tg« = ;l; r, 
also: 

9) . x ‘=3Vt^ = i rco,a 
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ist, so können wir, wenn wir in 5) statt x den Werth t= tga 

2r 

und statt x den Werth ar,= j-.cota setzen, sofort linden. 
Es ist nämlich dann: 


2r 


3tg a* — tga 2 


n. 3 -cot« = ( n-2) 5l+ ir. ^ 

also: 

2f 

10) £i = 3 ^—- ^ (cot a — tg n). 

Man hat daher aus 5) und 10). 


II) x — 


n— 2 


2r 


» •3(^_-2 ) (cot«-tga) + ^. tga 


r 3 tg fi a — r 2 
3n 


so dass für jeden Werth von x, der ^ 0 und ^tgaist, dieWerthe 

von x und y gemäss 11) und 6) bestimmt sind durch die zwei 
Gleichungen : 


12 ) 



[(cota \ i tg«) — Jcota.T 2 ], 


y 


2r 

3n 


.cota.T. 


Drücken wir hier cota aus durch 
leichter Reduction : 


J 

‘gP 


so haben wir nach 


12 , 1 ) 


! & 3n.tga’ " T 


Es ist hierdurch der eine Theil der Aufgabe gelöst. Um nun 
aber auch den Abstand des Punktes o von der Tbeilungslinie ay 
allgemein gültig zu bestimmen, haben wir, wenn wir ihn mit i 
bezeichnen, sofort aus Taf. III. Fig. 2. den Werth: 


I = Mo. sin oMf — jWo.sin (oMt -(- tMy), 


also, wenn wir den Winkel oMt mit «o bezeichnen und beachten, 
dass tMy = A ist: 

z — H y* (sin io . cos A -f cos re . sin A) 


— Mx*\y l {^ 


- ■ - .cosA f 


Vi’ + J» 




sinz/), 
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i = x.conA + y . sin A — (xA-ytgA)cosA 

1 

= (*+»•’> 

= a— - (2 + tga*- r* + 2t*) 7- 1 — , 

•in tg a v T 5 T V^l+t* 

13) 

Es ist dieses der gesuchte, für jeden der oben angegebenen 
Werthe von t gültige Werth von t. 

Um nun insbesondere jene beiden Werthe von z zu finden, 
welche den Fällen entsprechen, in denen o y entweder mit AG 
oder mit BK zusammenfällt, so setzen wir lür den ersteren dieser 
beiden Werthe, welcher z, heissen möge, t = 0 und erhalten: 

13 >') *«=3^ (2 + tga2) = 3n (cota + 4tRa) ’ 

und für den anderen, welchen wir mit z* bezeichnen wollen, 
r = tg a , so ist : 

2r(l + tgo*) 

= — , . ■ c oso , 

ontga 


2r cosa 2 r 1 2r 

.im sinacosa «in sma 3n 


Bezeichnen wir nun den Abstand des Schwerpunktes o von 
dem zur Theilungslinie ay senkrechten Durchmesser h mit g, so 
ist: 

g — Mo. cos oMy = Hin. cos (w + A) — Mo. (cos te cos/4 — sin (esin^t). 


o = V"x* + «*( - ^ — r- cos A - —OL- — sin A ) 

y VV^* + y* / 

= ycos A — xsin A = (y — xtg A)cosA 

= = 3» tg « • (2t ~ (2r + tga ' t - r *))’ 
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3n <g a ‘ 

e =-3~ s (tga*-tg^*)sin^*). - 


$• 3. 

Aufgabe. Ein regelmässiges Polygon von gerader Seiten- 
zahl 2»**) ist durch seine n Eckdurchmesser in 2n gleichschenklige 
Dreiecke Z), , Z) a , Z> s — D tn getheilt und von einer beliebigen 
geraden Linie H , z. B. mittelst des Durchmessers ay, so durch- 
schnitten, dass dabei die Dreiecke D x und D n + i durchschnitten 
werden ; es ist insbesondere dadurch das Dreieck ö, =: Ez tt CE l 

so getheilt, dass Winkel E x Cy ^ £i«Cy ist; man soll, wenn der 

kleinste Durchmesser AG des Polygons = 2r und der Winkel 
yCGr=A, also tgrf = T, und die Zahl n, also auch der Winkel 
360° 

GCE t =GCEi n = 4 ^“ =a Begehen ist, von den Schwerpunk- 
ten Oj , Oj, o 3 .... On der Dreiecke D lt Z) a , D 3 .... D n Perpen- 
dikel fällen, einerseits auf die Theilungslinie U, das heisst auf ay, 
und andererseits auf eine zu ay senkrechte Durchscbnittslinie h, und 
die arithmetische Summe 

£ih = Pi +p* + p*.... -f p n 
jener Perpendikel und auch die algebraische Summe 
■£*A = Pt +P, + P,....+P» 

dieser Perpendikel bestimmen, wenn unter der algebraischen 
Summe der letzteren eine solche Summe verstanden wird, bei 
welcher die entgegengesetzt gerichteten Perpendikel auch mit 
entgegengesetzten Vorzeichen in Rechnung kommen. 

I. Auflösung des ersten Theiles der Aufgabe. Be- 
zeichnen wir das Dreieck yCE x mit rf, und das Dreieck 
aCE n =yCEtn mit d*+i und, wenn ay die Umdrehungsaxe ist. 


*) l)cr Umstand, duts p einen negativen Werth hat, giebt an, dass 
der Winkel o.Wy in Taf. III. Fig. 2., obgleich er kleiner ist, alt der 
Winkel Dify, doch, so lange J^O und <a ist, stets grösser als 
ein rechter Winkel ist. Die Figur 2. stellt ihn, aus leicht ersichtli- 
chen Gründen, als einen spitzigen Winkel dar. 

**) Vergl. Taf. 111. Fig. 3, wo n =&, also ln — IO ist. 
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» 

die statischen Momente für die Dreiecke d t , D % , D 3 , D m , 

d „+ 1 mit Ut, , M t , M 3 , 1 W 4 — IU„, Ittnfi, und das statische Mo- 
ment für das halbe Polygon /£,£,£, E n a mit m, so ist: 

1 ) rn=m l + M a + M i + M t ...:+M.+m„ +l , 

so dass, wenn wir setzen: 

->) . m = (Hl, + »!„+,) + a, 

die Grösse a den Werth • 

3) 0 — jtf, f d/j | .1/, • . . . -f- jVq 

hat. 


Bezeichnen wir nun den Flächeninhalt' eines der Dreiecke 
£) t , /),. D 3 .... mit D, so ist: 

4) D = r® . tg o , 
also nach Nr. 13) in der vorigen Aufgabe : 

"i = n . D . z = (n . rt . t g a ) . [j— (2 + 1 g «• + t*) • 

5) tu = ■»!•*. (2 + tgo 2 -|-tgz4*)coszf. 

Ks ist aber dann auch : 

<J = r* . tg a (ft + p 3 + ;j 4 . . . . + p„), 


6 ) o = r*.tga[. 2 ,— p,]; 

folglich , gemäss 2 ) : 

m = (Bl, -Hn,+i) + r*tgfl[^, — p^. 


mithin: 

7) 

Man hat daher die Werthe von Dl, und Bln-f .1 zu bestimmen. 


„ m-(Dt, +»l„ t i) 

Zy "=/',+ r-KiTo ' 


Bedeutet nun £,f7£-zn in Taf. III. Fig. 4. ein solches Dreieck 
wie £|C£ 2 . in Tal’. III. Fig.3 und ist Cy die Theilungslinie, so ist 
in Taf. III. Fig. 4. das Dreieck £, Cy — di und das Dreieck 
EtnCy—dn+i, und man findet für die Inhalte dieser zwei Drei- 
ecke die Werthe: 

8 ) rf, =ir*(tga+tg^), 

9) d = 2 r*(tg a — tg d). 
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Macht man nun Co = \ CG= und zieht man durch o die 
parallel mit E t Em, so schneidet sich die mit Cy 

in einem Punkte i. Wird dann jeder der beiden Theile ie , , rei« 
haibirt, so sind die Halhiruugspunkte t und l die Schwerpunkte 
von E v Cy beziehungsweise von E‘i n Cy, und es ist: 

10) il — iie, = *j£iy = i r(tg a -f- tg 4). 

11) il= lici* — 4 ■ l Et n y = ir(tgo — tg^). 

Fällt man dann von t und von l aus die Perpendikel tk be- 
ziehungsweise Iq auf die Theilungslinie Cy, so ist, weil die recht- 
winkligen Dreiecke tik, liq, cio einander und dem Dreieck CyG 
ähnlich sind, dessen Winkel bei C den Werth zf hat: 


12) 

*** 

?> 

II 

COS d — ir(tg« 1- v)—-, 1 /, 
V 1 + T 2 

13) 

lg = il. 

1 

cos^- Jr(tgo-r) vT ^ 


Es sind daher die statischen Momente der Dreiecke E t Cy 
und EnnCy, welche der Umdrebungsaxe entsprechen (die in ay 
liegt), bestimmt durch: 

Dl, = d,.tk = ir*(tgn + r).ir(tgn+t)^i^. 

14) Dl, = ^r*(tgn + t) 2 . - 

und ebenso: 

15) HT„ + , = ir 3 (tgn— r)*.^i=| 

Man hat daher: 

16) DI, + Din fi = ir»(tg fl* +t*) - 

Setzt man die Werthe m (aus 5)) und (DI, -pDI„-fi) (aus 16)) 
in die Gleichung 7), so erhält man : 

= + 3 T ~ fl [(2 + tg n* + t*) - (tg o» + 1») | , 

mithin, weil auch p t — Jr.sinz# = !r-r==== (siehe Taf. III. Fig.3): 

V 1+T 2 
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17) 2i« = (t + cot o) = J r(cot o + tgzf) cos d. 

Beachtet man, dass diese Gleichung dasselbe sagt, wie die 
Gleichung 


d. b. wie 


_ _ /cos o sin /I \ 

£ih — ’rl + , Jcos d, 

* Vsina caadj ’ 

_ . cos a cos d + sin a sin d 

2m=lr rj— ; . 


so kann man sie auch ausdrücken durch : 

18) £ih= cos(a — d) = ’rcoseca. cos(a — d). 

II) Auflösung des zweiten Theiles der Aufgabe. 
Es ist hierdurch der eine Tbeil der Aufgabe gelüst. Um aber auch 
den anderen zu lösen, bezeichnen wir, wenn der zu ay senkrechte 
Durchmesser des Polygons die Umdrebungsaxe ist, mit Jtl^, M' t , 
M' ,, M'n, IH'.+i die statischen Momente der Dreiecke 

di, ^3 > ^4"" Dn, rfufl 

und mit m' das statische Moment für das halbe Polygon 
y £,£,£,.... E„a, so ist: 

m' = nr, + + m\ +m 4 ....+ M' n -nr.+t, 

und, weil nach Nr. 13) in der vorigen Aufgabe 


war, und: 


e=- 3 ^ (tßa *“‘ g ^ )sil1 ^ 

m' — h.D.q 


ist, auch: 

m’ = — (nr* tg o) . (tg a*—tgd*) sin d. 


also: 


5,1) m' = — ir*.(tgo* — tgzf*)sinzf. 

Bezeichnen wir dann ferner mit a' die Summe 

q‘ = M\~ f* M't "I" M' 4 . ... f M'n , 

so ist: 
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m‘ = (HI', — HI« fi) + o 1 , 
und es ist dann (analog der Gleichung 6): 

<J' = r»tga(P, + P, + P 4 .... + p«) 1 
6,1) o'^tgafZw-P,], 

mithin (analog der Gleichung 7): 


7,1) 


r*.tgo 


Es ist aber hier 

UI', = d l . CK, 

m 

aber : 


HI', ss d, . CK, . 

f (siehe Taf.lll. Fig.4.), 


CK=ir.^ 2 —itainJ (vergl. Nr. 12). 


Es ist also: 


C*=MSVT+ +T)^p) = 


12,1) CK— i r( 2 — (tg a — t)t) 

und ebenso: 


VT+7*’ 

+ ,7sin ^ = *K2 V 1 + t* + (tg a — t) y==) . 


13,1) 

Cg= ir(2 + t» + r tg a) yi- =ir(2 + (tg o +t)t) ; 

folglich : 

W'. =i^tga+r).ir(2-(tga-T)T)y^, 

14,1) nt', = £r*(2(tg a + 1 ) — r(tg o* — *•)) yJL= 

und 

nt'« + i = J r*(tg a -t) . i (2 + (tga + t)t) 

V 1+T* 

Theil XXXIX. an 
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also: 

1 5,1) Ht'n+1 = i r* [2(tg a — t) + t (tg «* — r®)] ’ 

mithin : 

16.1) OT'i — nt' B+ i = 4 r* [2 — (tg n® — r*) J ^ 

— 4r*[2 — (tga*— tgzf*)]sinzf. 

Es ist daher: 

m' — (UI', — JJI'n+i) = ir*. sin A[— (tg u* — tg J*) — (2— (tg a*— tg <4*))] 
= — ’ r 3 sin /. 1 . 

Da nun P l =Jrcoszf und •£ü = P 1 + ^ — r't%a ~ ) (*ergleicbe 

7,1), so ist: 

17.1) = ! r(cos A — y = * r ( cot ^ — cot a ) 8,n /t - 

Es ist also auch: 


Eu 


folglich : 

18,1) 


/cos A 
’ r (,sin A 


^)sin^ = ! 
sin n / “ 


sin(a — A) 


Ei i= Jreosecn.sin(a — A). 


Es ist dabei zu beachten, dass für A — a beide Formeln 174) 
und 18,1) den Werth En = 0 geben, dass aber, für A =0, di« 
Gleichung 17,1) übergeht in 


En, = *r(cotO — cota) .sinO = ao .0, 


während die Gleichung 18,1) übergebt in 

_ . , , „ sina 

2j-ih — :rcoseca.sin(a — U) = ;r-i — . 

’ sina 

das heisst in 

Etk = }r. 

Soll aber auch für A = 0 das Zeichen En die Bedeutung der 
algebraischen Summe: 


E-ih — Pi + Pi + P 3 • • • • + Pn — Ei M.n) 


haben und setzen wir die algebraischen Summen: 


(Pi + Pa + P 8 ■ • • • + P") + P«+i = + 1). 

(Pt + P s +P4+-- + Ps = **(n-l); 
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«o sehen wir leicht ein (vergleiche Taf. III. Fig. 6,1. und Fig.7,1.), 
dass, wenn P 1 =+ ’r(= Co,) ist, auch P«+i = — |r(=Con+i) ist, 
and dass 

£u(n + 1 ) = Zi h(n — ) 1 = 0 , 

also: 

Stk = Zum = Zu,(n — 1) + Pi = 0 + ? r = ?r*) 
ist. 

Man hat hier also, für ,4 = 0, besonders zu beachten die 
Werthe: 

Zth (n jb I) — 0 und Zu, — Zn,(n) = Jr. 


4 . 

Bedeutung der im vorstehenden Paragraphen ent- 
haltenen Formeln 17) und 18); 17,1) und 18,1). Con- 
strniren wir in einem Kreise vom Radius B —\t ein regelmäs- 
siges 'Inseitiges Polygon, theilen es mittelst eines solchen Durch- 
messers U, der mit einem seiner Eck d urchmesser Winkel 

= zf bildet, die ^0 und = a 8lnt i> und fällen 

wir in der einen der so entstandenen Hälften , von den Eckpunk- 
ten derselben aus, die Perpendikel auf den Durchmesser H , so 
haben diese die Werthe p, , p 2 , p s .... p», und ihre Abstände 

com Mittelpunkte haben die Werthe P, , P 2 , P s P«, und es 

ist die arithmetische Summe 

p l +p,+Pf-+Pn=Ziu=1$.(cQta+tg4)coset=K.cosf;ca.co8(a—J), 

and, für,4>0 und ^ a, die algebraische Summe: 

P, +P*+Ps— -+P* — -S» * = H.(cot4— cotajsinzf = B.coseco.sin(n— ä). 
(V ergleiche Taf. III. Fig. 9. mit Rücksicht auf Taf. III. Fig. 3.) 

Für z# = 0 ist die algebraische Summe : 

P, +P 2 +P s ....+P n = B, 

P| + P* + Pj- • •• +Pn + Ps-ft = 0. 

Ist daher in Taf. III. Fig. 5. die Cy x = H und £gCy x = d 


') Ebenau iat: 

Z tH - Z ik (n) = -£i*(n+l) -P„ + , = 0 — (— jr)=;j r. 

20 « 
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und Cg = fi-cosd = r, , und 21NiCg = W° — a, so ist, weil 
(V, Cfi =iV 1 Cg + gOyi und N l gy l senkrecht zu Cg ist, auch 

N l y l — r, (cot n -f tgd) = H.cos^#(cota + tg d) — 2m- 

Es ist dann aber auch gy x — B.sinz/=r 2 und Cg=gy l .\£gy l C 
= r 4 .cot d. Zieht man daher y,m parallel CN, so ist Z. gmy t 
— 4 ' m gCN—a , also ^.gy t m = 90° — a, und daher 

gm — r t . tgjTy, m — r, cot a , 

mithin: 

Cm = Cg — gm = r*(cot</ — cot«) = -Ti*. 

Ist ferner in Taf. III. Fig. 8. die CI = H und die 
CK = B . cosec n — g und es ist in dem Kreise vom Radius p 
der Cenfriwinkel yiCN = gCN— gCy t = a — d , und man hat 
y,v senkrecht zu CN gezogen, so ist: 

Cv = g. cos(o — d) =B. cosec a . cos(a — d) = 2m, 

und 

vy t = g . sin (n — d) = B . cosec a . sin(n — d), 

also, falls d>0 und ^ a ist: 

vy, = 2-u,. 


§■ 5. 


Sätze, die aus vorstehender Untersuchung sich er- 
geben. 


I) Ist in einem Kreise vom beliebigen Radius B ein 
regelmässiges inseitiges Polygon O beschrieben nnd mit- 
telst eines beliebigen Durchmessers H so halbirt, dass 
dieser Durchmesser mit dem nächstnachbarlichen Eck- 


durchmesser Winkel —d bildet, die >0 und <$ 
d. h. < a sind, so ist 



I) die arithmetische Summe 2ih der, aus den Eck- 
punkten der einen Hälfte von <T* auf den theileöden 
Durchmesser// möglichen Perpendikel sowohl erstens: 
gleich der Summe der in einem Hülfskreise vom Radius 
ri=B.cos d construirten Tangentenlinien der beiden 
Winkel (90° — ei) und d 
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1.1) 2ih = (B cos 4)(cot a -f tg A ) , 

als auch zweitens: gleich der in einem Hülfskreise 
vom Radius g = Bcoseca construirten Cosinuslinie des 
Winkels (a — A); 

1,2) Zitt = (B. coseca).cos(a — A). 

II) Die algebraische Summe Zu, der, aus den Eck- 
punkten der einen Hälfte von d> auf den, zu dem balbi- 
renden Durchmesser II senkrechten Radius sowohl 
erstens: gleich der Differenz der, in einem Hülfskreise 
vom Radius r, = B.sinzf construirten Tangentenlinien 
der Winkel (90 — A) und (90 — a); 

11.1) Z-u, = (S.BinA)(cotA — cota), 

als auch zweitens: gleich der, iu einem Hülfskreise 
vom Radius p ^B-coseca construirten Sinuslinie des 
Winkels (a — A); 

11.2) Zu, = (B . cosecn) . sin (a — A). 

2) Ist irgend ein regelmässiges ‘inseitiges Polygon <P 
vom Eckradius = B mittelst eines grössten Durchmessers 
II halbirt, so ist die arithmetische Summe der Abstände 
der Eckpunkte, in je einer der zwei Hällten des Polygons 
d>, von dem thcilemlen Durchmesser H gleich der dem Ra- 
dius entsprechenden Cotangentenlinlc des halben Cen- 
tri winkeis (vergl. Taf. III. Fig. 7,1), und die algebraische 
Summe der Abstände dieser Ecken von dem zu der Thei- 
lungslinie H senkrechten Durchmesser A, wenn bei jeder 
der beiden Hälften von <P nur einer der beiden in H liegen- 
den Eckpunkte von ® berücksichtigt wird, gleich dem 
Radius; 

wenn aber beide in H liegenden Eckpunkte bei jeder 
der beiden Hälften von <Z> berücksichtigt werden sollen, 
gleich Null. 

Das heisst es ist bei A = 0 : 

I £i h — B .cot«, 

III) ' Zu, = £u,(n) = B, 

( <£**(» + 1 ) = 0 . 

3) Ist ein regelmässiges 2nseitiges Polygon <P vom 
Eckradius =B mittelst eines kleinsten Durchmessers II 
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halbirt, so ist die arithmetische Summe der Abstände der 
Eckpunkte in je einer der beiden Hälften des Polygons 
von dem theilenden Durchmesser II gleich der dem Radius 
B entsprechenden Consecantenlinie des halben Cen- 
tri winkele (vergleiche Taf. III. Fig. 7,2), und die algebrai- 
sche Summe der Abstände dieser Eckpunkte von dem zur 
Theilungslinie U senkrechten Durchmesser h ist dann =Null. 
Das heisst bei A = a ist : 


IV) 


| £i n= B.cosec a, 

( 2 *,= 0 . 


S- 6- 

Vergleichung zweier zu einander senkrechten 
Durchmesser«// und h des 'inseitigen Polygons in frag- 
licher Beziehung. 

Ist ein regelmässiges inseitiges Polygon <2> vom Eckradius E 
mittelst zweier zu einander senkrechter Durchmesser U und k 
durchschnitten und hat U dabei eine solche beliebige Lage in$. 
bei welcher // mit dem nächsten Eckdurcbmesscr Winkel A bil- 
< — /360 V — 

det, die .20 und ^ j d. h. sind, so hat der Winkel. 

den der Durchmesser h mit je einem der beiden ihm nächstnach- 
barlichen Eckradien von bildet: 

1) falls n eine gerade Zahl = 2v ist, einen Werth, der =dist. 

2) falls aber n eine ungerade Zahl = 2v-|-l ist, einen Werth i, 
so dass: 

6 — a — A 

und ^ 0 und a ist. (Vergl. Taf. 111. Fig.9.) 

Es sei daher, um den zweiten dieser beiden Fälle näher tu 
betrachten, das mittelst der zwei zu einander senkrechten Durch 
messer H und h in 4 Quadranten (quadrantenartige Theile) zer- 
theilte Polygon <Z> vom Eckradius B ein solches regelmässiges 
Polygon o t o i o 3 .... o 4 ,-+ 4 , dessen Seitenzahl 'In das Doppelte 
einer ungeraden Zahl , also = 2(2v + 1) ist (vergl. Taf. Ill.Fig.9-). 
Wir wollen diejenigen 2 Ecken, welche dem Durchmesser H zu 
nächst liegen, als die mit o, und 02 „ 4 -i bezeichncten betrachten, 
und der Allgemeinheit wegen annehmen, dass ihr Abstand von H, 
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(i h.Hsin^, grosser als Null sei, und dass der Winkeln klei- 
ner als d. h. <a sei, und denjenigen Quadranten den 

Isten, 2ten, Ilten, 4ten Quadranten 
nennen, io welchem die Ecken 

o t , o» p+l, »tr+*, o«»ti 

liegt. 


Es seien dann in dem Polygon 0 zwei andere Polygone dar- 
gestellt, deren jedes die ungerade Seitenzahl 2v-fl und den 
Eckradius H hat; das eine sei o l o l o t .... o 4 r+i = fi und das an- 
dere 0 2 O 4 o 4 . . . ■ o 4 v \ 9 — f% • 


Man bezeichne daun die Werthe der arithmetischen Summen 
der sämmtlichen Perpendikel, welche aus den Eckpunkten gefällt 
»erden können , 


im Isten, 2ten, 3ten, 4ten Quadranten 


1 

j in f x mit 

i 

Vx, 

X t , 

r,. z.. 

auf H < 

l 

' in f t mit 

r„ 

Zt, 

Xi, V „ 

1 

[ in fx mit 

ei . 

* 1 . 

yi . » 

auf h < 




1 

! in fi mit 

y*> 

H • 

**. »*. 


was wir uns durch folgende zwei Schemata (in denen die Ord- 
nungszahlen weggelassen sind) versinnlichen können: 

H 


x+z 

Y + V 

*+» | J+« 

p+ r 

Z + X 

v +y i\x 


H 


Diess vorausgeschickt, so sind, den vorstehenden Lehren ge- 
mäss, für das 2(2v -f 1) seifige Polygon 0 folgende Gleichungen 
gültig: 


") E s versteht sich 

dabei von sc 

Ihst, dass hi« 

•r 

ii 

ii 

'K 

E, = E 2 ; 

ii 

e, — c 2 ; 

H 

11 

y t = 

h — H 


und 


ist, so das« die Ordnungszahlen (1, 2) nur dazu dienen, auf das berück- 
sichtigte Polygon f x beziehungsweise f %4 mithin auch auf den berück- 
sichtigten Quadranten hinzuweisen. 
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( Ei + E t ) + (Xi -f Zj) = (B. cos z/) . (cot a + tg z/) \ 

— (B. cosec a) . cos(a — A) > = £\h. 
= (B. cosec n).;cosd ' 


( v i + St ) — (*i + H) = (H . sin A) . (cotA — -cot a) \ 

= (B. cosec a).sin(a — A) > = 2;**. 

= (B . cosec a) . sin 6 

Es folgen daraus, wenn A statt H, und ä statt A (und am 
gekehrt) gesetzt wird, die Gleichungen: 

( t, »+»i) + ( 2 i + Xf) = (B.cosd). (cot a-|- tgd) I 

= (B .cosec a). cos (a — d) j = Zu, 

= (B. cosec o). cos A 


(E* + Ei) — = (B. sind), (cot d — cot a) 
= (B. cosec a). sin (a — d) 
= (B. cosec a) . sin ö 


= ZiU')- 


§. 7 . 

Aufgabe. Man soll, unter Beibehaltung der im vorigen 
Paragraphen eingeführten Bezeichnungen, auch für das regelmässige 
Polygon f u dessen Seitenzahl ungerade (=2v+I) ist, dieWerthe: 

Vi + X t =. Sih und e, — ar, = S** 

bestimmen, und auch die analogen Werthe: 

x i +;Vi = Sj* und A', — Y x = Szh 

angeben. 

Auflösung. Denken wir uns, es babe jeder der Eckpunkte 
°i» °j , °* — des an sich nicht schweren Polygons f x (siebe 

Taf. III. Fig.9.) das Gewicht g, so ist, wenn H die Umdrehungs- 
ase ist und für jeden Werth von rn durch p m das Perpendikel 
von o m auf U bezeichnet wird, als Gleichung der statischen 
Momente gültig die Gleichung: 

,9(Pl + Pa + Ps ■ • l • + P*v+ 1) = g(pir±:\ + />2p+5 + p-lr+7 . . . . + 1 ), 


) Man kann aus diesen vier Gleichungen auch folgende Gleichungen 
alileitcn : 


( E, + Ij) = i H + Zzh), (r, + y t ) = i (£u + Z**) , 
(*i + Z*) = *(<£!«-.£*,/), ! (x l + z t ) = i (£ ,*-.£**), 
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oder: 

Pl +Pa + *»»•••• +P*4-1 = />ir+3 + piv+5 + P*rf 7 . . . . + P4r+l. 

Da aber (vergl. Taf.lll. Fig.9.) p ^ s = p, und p^ b = /^u.s. w., 
so ist auch : 

P2»+3 + 7>2r+5 +P<H7 .... + P4r+1 = P 1 + P 4 +/'«••••+ P*r. 

Es ist also auch: 

Pl+P3+Pa--- +/>2r+l =P*+i>4 + ^e 

mithin jede dieser beiden Summen =\Sm, so dass 
Sih = i -£1 fl. 

Es ist daher: 

F, h Jf, = F, + Z, = Sih = i -£ih, 
mithin: , 

I) Sih = i (B. cosec u). cos (a — d). 

Ebenso ist : 

^l+»l = Cl+Jl 

also : 

II) = = . cosec n . cos(o — ö) = J B. cosec o. cond. 

Da nun aber auch demgemäss : 

(*j+yi) — (®i + *,) =0, 

und auch, wie bereits oben gezeigt ist, 

(®i +y*) — C*i + *a) = ■£** , 

so folgt durch Subtraction dieser beiden Gleichungen: 

2(t>, — x t ) = Eit,, 

und durch Addition: 

%, -*,) = ■£**, 

so dass 

'i -1 ! = yi — *1 =4-£«*; t| — y, = Af, — Z|, 

also: 

Hl) Stk — i Etk — lV- cosec n . sind = jB . cosec n. sin (n — d). 
Ebenso ist: 
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r t = z t - 

also: 

IV) Szh = l Xzh — i B . cosec a . sin (o — <5) = {H . cosec a. sind. 

Ist daher in einem Kreise ein regelmässiges Polygon f x von 
ungerader Seitenzahl (2v-f-l) und ein anderes <Z> von doppelt so 
grosser Seitenzahl 2(2 v -f 1) conccntrisch so dargestellt, dass 
die abwechselnden Eckpunkte von diesem zugleich auch die Eck- 
punkte von jenem sind, und es sind beide Polygone mittelst eines 
und desselben beliebigen Durchmessers H des Kreises getheilt, 
so ist 

die arithmetische Summe der Abstände der Eck- 
punkte von dem theilenden Durchmesser H in beiden 
Theilen von f x gleich gross und halb so gross als in je 
einem der beiden Theile des Polygons#; und 

die algebraische Summe der Abstände der Eck- 
punkte von dem, zum theilenden Durchmesser W senk- 
rechten Durchmesser A in beiden Theilen von f t gleich 
gross und in jedem halb so gross als in je einem der 
beiden Theile von #. 

Hat daher der Winkel J, den der theilende Durchmesser H 
mit dem nächstnachbarlichen gemeinschaftlichen Eckradius (Co,) 
= = 360° — 

macht, den Werth d y 0 und **• < °> un ^ der 

Eckradius =B, so hat jene arithmetische Summe den Werth: 
Sih = i Xih — i K. cosec o. cos (a — d), 
und die erwähnte algebraische Summe den Werth: 

Szh— j 2v> = JB . cosec o. sin (a— d). 

Ist J — a, das heisst, ist der theilende Durchmesser H zu 
einem das Polygon f x symmetrisch theilenden Durchmesser senk- 
recht, so wird jene arithmetische Summe zu 

Sih = { B . cosec«, 

und die berücksichtigte algebraische Summe zu 

Sv, = 0 . 

Ist J = 0, d. h. ist der theilende Durchmesser H selbst ein 
symmetrisch theilender Durchmesser für f , so geht die in Rede 
stehende arithmetische Summe über in 
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Sih = jB.cota, 

und die berücksichtigte algebraische Summe in 

Su = Sza(v + 1) = i.2**(2v + 1) = i B. 

Es ist daher z. B. bei einem gleichseitigen Dreieck f x , wo 
n = 30°, also sina = £; cosa = iV3; cot«=v'3 und coseca = 2 
ist, bei ^>0 und < a: 

&ü# = iB.2.cos(a— zf) = B . cos (30°— J) — B.fcoszf.yj-f-isinz/), 
St* =4B.2.sin (a — 4)z=. B.sin(30°— zt) — B.(4cos^ — sin^. vä)- 

Bei d—a, d. h. wenn der theilende Durchmesser H senk- 
recht zu einem symmetrisch theileriden Durchmesser ist: 

Si// = i B . coscc 30° = B = iB + 4 H , 

St* = 0; 

bei d — 0, d. h. wenn H ein symmetrisch theilender Durchmesser 
ist: 

SiH = 4B.cot30° = 4B V3 = BV 1 = B . sin60°, 

S*a = 4B = B— 4B. 

§• 8 . 

Sonstige Beweise der in Rede stehenden Sätze. 
Man kann natürlich die hier auf elementarem Wege bewiese- 

( 360\'‘ = — 

) und für zf ^ 0 und ^ a die 

Gleichungen bestehen : 

sinzf + sin(zf-f 2a)-|-ein(zt-f 4n)-}-8in(z# + 6o).... + 8in(zt-K2v — 1)2«) 
= cosec a . cos (a — z #) , 

coszf + cos(zf + 2a) +cos(zf + 4a)f cos(zf + ti«) ....+ cos ( zt + (2v — 1 )2a) 
= cosec a . sin (a — J ) ; 

sin/d+sin(^+4o)-|-sin(z#-|-8«)....+sin(z/+v.4a)=icosec«. cos(a— zf), 
coszt+cos(zf-|-4«)-fcos(z/-f-8a)....-fco8(z#4-v.4«) = 4co8ec«.8in(a— J); 

und die sonstigen daraus folgenden Sätze (ton denen hier nur 
einige angedeutet worden sind) auch aus den betreffenden allge- 
meineren Sätzen: 
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sin a Min (a -f /3) -f sin (a -|- 2/3) -f- sin (o + 3/3) . . . . Min [a -f (b — 1)/3] 

sinj » ff.sin [ 0 + {(n — 1)/3] 

sin i ß ’ 

cos a + cos (a + ß) + cos (a + 2/3) + cos(a + 3/3) .... + cos [a + (n — I)/3] 

sin Jn(3. cos[«-f- 4(n — l)/3] 

sini/3 


ableiten, welche in den Lehrbüchern der Analysis, z. B. in den 
„Vorlesungen über höh ere Mat h em at i k von Ettings- 
hausen (Wien 1827)“ im ersten Bande Seite 125 Nr. 110. 
bewiesen werden. 

Der interessanteste und noch dazu höchst elementare 
Beweis der beiden Fundamentalsätze, auf die es hier ankomrat. 
scheint mir aber der folgende zu sein. 


Es sei ein regelmässiges 2nseitiges Polygon f— o,o 2 o 3 ... ot, 
(siehe Taf. III. Fig. 9.), dessen Eckradius = H und dessen Mittel- 
punkt C ist, mittelst zweier beliebiger, zu einander senkrechter 
Durchmesser //, und A, durchschnitten, so dass H x mit dem 

/360\ ° 

Eckradius Co, den beliebigen W’inkel et ^ 0 und ) d.b. 

^ a bildet, ln ihm seien von den Eckpunkten o,, o t , o s ....o, 
einerseits die Perpendikel p , , p 2 , p 3 — p* auf H und anderer- 
seits die Perpendikel P, , P 2 , Pj.... P« auf A gefällt. Man cott- 
struire ein anderes regelmässiges 2 b seitiges Polygon F so, dass 
dessen Seiten o, , a t , a 3 .... 0z n der Ordnung nach parallel den 
Eckradien Co,, Co 2 , Co s .... C02 „ in f sind und die Länge 
0 = 11 haben, ziehe in F zwei zu einander senkrechte Durchmes- 
ser //, und A, parallel mit // beziehungsweise mit A, projicire 
dann die Seiten 0 ,, ff*. 0 ,.... 0 B (durch Fällung von Perpendikeln 
aus den Endpunkten derselben auf den betreffenden Durchmesser) 
das eine Mal auf den Durchmesser A, und das andere Mai auf 
den Durchmesser //,. Bezeichnet man dann für die Seiten <r t , 
<s 2 , a 3 0 a die so entstehenden Projectionen ..welche in A, lie- 

gen, mit q lt q 2 , q 3 .... q,, welche in //, liegen, mit Q, , Q t , 
Q s Q n , und den Eckradius in F mit R, so ist allgemein: 


r/m — 0 m .co8(9O° — (z/+[m — l).2a]) = o.sin(z3+ (m — l).2a) 
= H.sin(^+(m — l).2a), ' 


also: 


(Jm — Pm, 
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d. h. 

9i+V*+ '/*■•••+ 9« =Pi+P* + Pi -+P- 
und 

Qm = o m .coa(A+(m— l)2a) = H . cos(zf -Hm — l).2a, 

also: 

Qm — Pni, 

d. h. es ist die algebraische Summe: 

Öi + Q.+<?.~-(?. = Pi+P.+Ps- + P» 

Es sind dabei die in /<, liegenden Projectionen so zu einer 
geraden Linie £m verbunden, dass diese ihre arithmetische 
Summe 91 + 93+93 • ••• +9» darstellt, und man sieht dann aus der 
Construction sofort, dass 

Eih=z R cos(o — A) + R cos(a — A) = 2Äcos(n — A) 
ist. 

Ebenso aber bilden auch die in Hy entstandenen Projectionen 
eine solche Zusammenstellung, in welcher man sofort ihre alge- 
braische Sum me 

Qi + Q*+Q a .. ..+ Q n = P.+P a +P3.... + P» 

in Form einer begrenzten geraden Linie -£-2* erkennen kann, und 
man ersieht aus der Construction sofort, dass 

£th = Rsin(n — A) + Rsin(a — A) = 2ßsin(n — A) 
ist. 


Wäre nämlich das Polygon 0,0,03.... °io> Taf. III. Fig. 9., 
abgesehen von seiner bisherigen Bedeutung, das Poly- 
gon F für einen Fall, in welchem dessen Seitenzahl = 10 ist, und 
wären ojo,, o 6 o 4 , 0*03, o a o t , o,o, der Ordnung nach die Seiten 
<h. Os. «». o«. o*. so würde die arithmetische Summe der 
Projectionen dieser Seiten auf den beliebigen Durchmesser cty, 
wenn dieser die Seite a, ohne dass sie verlängert ist, schneidet, 
gleich sein der Summe CG. cos FCy+CA. cos A Ca und die alge- 
braische Summe ihrer Projectionen auf den zu ay senkrechten 
Durchmesser wäre dann ebenso gleich der Summe 


CG . sin G Cy + CA . sin A Ca. 

W' are nun ay der zu //, senkrechte Durchmesser A, , und es 
bildete <r, mit H x den Winkel A, der y 0 und ^ d. h. 
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^ a ist, so würde 0 | mit A, einen Winkel = 90° — A bilden. Es 

würde aber dann der zu ff, senkrechte Radius mit A, einen Win- 
kel = A einschliessen. Daraus folgt aber, dass der zu A, nächst 
nachbarliche Eckradius mit A einen Winkel = (n — A) bilden 
müsste, dass also Winkel ACa = GCy = (n — A) sein müsste 
Ist aber diess der Fall, so ist auch: 

2ih = 2ß cos (n — A) und = 2ßsin(a — A). 

Da nun aber auch 

R:\a = R:\1H — l:sinn, also ß = iBcnseca 
ist, so ist auch: • 

Sih — 2ßcos(a— A) = B.coseca.cos(a — A), 

2%h = 2 R sin (a — A) = B.coseca.sin(a — A). 


Digitized by Google 


I)ieng er: Allgemeine Form iler Fourier'tchen Kelhen. 303 


XXI. 

Allgemeine Form der Fourier’schen Reihen. Anwen- 
dung auf die Berechnung bestimmter Integrale und 
die Summirung der Reihen. 

Von 

Herrn Professor Dr. J. Dienger 

am Polytechnikum in Karl um he. 


Die Formel, von der ich iro Nachstehenden aasgehen will, 
ist die folgende: 


( 1 ) 

zf* f(z)coa^^—^8z = — i f* ** t flz)dz+cf(x), — c<x<+c. 

—e — c 

Für x=+c oder ~~c muss die zweite Seite dieser Gleichung 
heissen : 




f(z)dz + Jc [/fc) + /l-c)]. 


(!') 


Der Beweis dieser Formeln findet sich etwa in meiner „Dif- 
ferential- und Integralrechnung, zweite Auflage“, 
S. 227. Dabei ist nur zu bemerken, dass, wenn f\x) für einen 
zwischen — c und -f c liegenden Werth von x doppelwerthig ist, 
man auf der zweiten Seite in (1) die halbe Summe beider Werthe 
von f\x) statt dieser Grösse zu nehmen hat. Ist an den Gränzen 
(x = Jt c)/faO doppelwerthig, so ist in (l*) für f\c) oder f[ — c) 
der innere Werth (d. h. der gegen das Intervall — c zu +c 
gewendete) zu wählen. Das ^-Zeichen bezieht sieb auf die Werthe 
von p von 1 durch die positiven ganzen Zahlen bis oo. 
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§• 1 . 

Seien a, ß zwei (reelle) Zahlen zwischen — c und +c, eß dass 

-c<«</S< + c; (2) 

sei ferner f(z) so beschaffen, dass von z = — c bis z=a und voa 
z = ß bis z = +c diese Funktion beständig Null, dagegen von 
z = a bis i = ß immer = F(i); alsdann folgt aus (1), wenn tuan 
beachtet, dass hiernach für z=a und z = ß die /\z) doppelter 
tbig ist: 

<S / F(z) cos dz 

I C 

a 

= — iJ' ß F(z)dz + cF(x), o<.t</J; 

a 

= — i ^ ß F(z)dz +^F(x), x = a oder =ß; 

“ 

= — i F(z)Bz, wenn — c^i<a, (S<ar^+C| 

a / 

wo für x=—c oder x= + c die letzte Gleichung nach (!') noch 
gilt, indem f{c) = f\— c) = 0. 

Ist f\z) nur Null von * = — c bis z = a, dagegen F(z) von 
i = « bis x = -f-c, so folgt aus (1) und (!'): 

l/V(z ) co.'^=f- ) az \ 


> (3) 


(4) 


= — 4 J* ß F(z)dz + cF(x) , a < x < e ; 

a 

= — 1 F(z)dz + ^F(x), x = a und = +c; 

a 

= — \J* ^ F(z)8z , — c<a:<n. 


Ist endlich f(z) Null von z = ß bis t = + c , dagegen F(z) 
von z = — c bis ß: 
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ff ß F(z) cos ^ Z c X) 8t , 

= — i f F(z)dz + cF(x), -c<,x<,ß, 

rß c [ ( 5) 

— F(z)dz + g F(x ) . x = — c oder = ß, l 

a 

= — \f^F(t)dx, ß<.x <c. 

a I 

Bei üoppelwerthigkeit gilt immer die bereits früher schon ge- 
machte Bemerkung. 

In (4) erhält man für x — — c denselben Werth wie füra:= -fc; 
in (5) für x= -f- c denselben wie filr x = — c. 


«• *• 

Man setze in (I): z = z ‘ — a — c, wo a ganz beliebig. Alsdann 
erhält man (wenn man z statt z' schreibt): 


* / > “+ 2c fi7c(z — a—c — x) „ 

ZI / (z — a — c) cos c — - 9z 

lt/ c 

a 

- — ij nz]—a—c)dz+c/(x), — c<a:<+c. 

a 

/ «t*c c 

A*— «—«)&+ 2 [/■(«) +A— *)]> x — ±c. 


Setzt man hier f(u) = <J>(« + a-f c), so ergibt sich: 


ff 


“ + ** . g.n(z — a—c—x)„ 

©(zjcos 1 -— ^ : — - dz 

c 


fl-f2c 



®(z)0z+c<I>(a: + o + c), — c<a:<+c, 
+ 2 [®(" + 2c) + <P(o)], x=z+c. 


Setzt man endlich x — x' — a — c und beachtet, dass die 
Bedingung — c <a:' — a — c< + c jetzt heisst: o<*'<a + 2c, 
so erhält man leicht: 

Theil XXXIX. 21 
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a> 

£ 


(6) 


® /*«+** x)„ 

£ / f (t) cos E — 5 3i 

I i/ c 

a 

/ Or\- 2 c I 

^'(:)0i + c/'(x), a < x < o + 2c, f 
. > 

/ O-f®* /» 

/"(*)& + + 2c ) +/(“)]. 

a 

x — a oder = a + 2c. 


Ist 6 zwischen a und a + 2c, f(i ) Null von z = b liis i = a-|-2c, 
dagegen F( z) von z = a bis z=zb, so folgt hieraus: 


(7) 


= — i F(z)di + cF(x), a<,x<,b, 

a 

ss — i F(:)0z + |F(x), x — a oder =6, 

a 

= — 4 J' F(z)di, 6<x<« + 2c- 


Für x = a+2c erhält man denselben Werth wie für x = a. 
Hier ist b — a<2c, sonst a und b beliebig. 

Setzt man in (6) a + 2mc für a, x+2mc für x, wo m eine 
ganze (positive oder negative) Zahl, so folgt wegen 

u7c(z — x— 2mc) i in(z — x) 

cos c — = cos ■ 

c c 


!/ 


a+ tmc+*r jZT(l — X), 

f(z) COS oz 


a-ftne 
*a+*me+ 2 c 

/"(i) 0i + cf(x -f 2mc) , a <x < a +2c, 

fl-fimc 


/ a-flmc-f- 2 c f I 

f(t)Sz + zj, [f(a + 2mc +2c)+/(a +2me)],l 


> (») 


a-f tmc 


x = a oder = a + "2c. 


Setzt man eben so in (7) a -f 2me für o. 6+2rac für 4. 
x + 2rnc für x, wo noch 6-f-2mc — (a + 2mc) < 2e, so folgt: 
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ftn(z — x) , 


I />» (-Imc 


cos * — 2 dz 

c 


o-fimc 

/ ft-f tmc 

/■(i)Si-f cf(x + 2mc), <z < ar < 6, 


a-f 2mc 


/ 6+*wc c 

f(z)dz 4 g AO* + 2»»c) , x — a oder =6,1 

o+2mc 

/ 6+2mc 

f(z)di, 6<ar<n + 2c. 


(») 


a-f 2mr 


Für x = «4 2c erhält man denselben Werth wie für ar = a. 
Dabei muss b — «<2c sein. 


S* 3. 

Sei Ä>4, j? — 4 = 2jic4p, wo n eine positive ganze Zahl 
(Null eingeschlossen), p zwischen 0 und 2c. Alsdann ist: 

£ / /(z) cos 0z 

1 1/ C 

* f'A+tonc txniz — ar)„ * /*•«<-♦-**<? I ? u7T (z—x) _ 

+ 2 J f(t)coa- — — -0z 4 Z j /(z)cps- - c — ~ 3z. 

Von den Grossen zweiter Seite ist pun die erste nach (6): 

/ A+*c 

fU) dz -f cf(x), A<,x<A +2 c, 

/ .<+*« c 

f(*)Bz + 2 [f(A + 2c) +f(A)J, x = A oder = 44 2c; 

A 

die zweite nach (8): 

/ A+ 4r 

f(z) 0Z 4 ef{. X + 2c), A < x <, A 4 2c, 

S+Zc 

/ A+* o c 

fit) dt 4 4 de)4/'(zd 4 2c)], a; = 4 oder 342c; 


-T-fZr 


21 * 
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die dritte nach (8): 

' A\*c 


— * j ' nz) r ax+cf{x)\ A^x^A + Vc, 

A+i c 


/ ^+6c c 

* =A od. = A+'2c: 

A+4c 


U. 8. W. 


die vorletzte nach (8): 

/ A+2nc 

f(t) 0 z + cf[x + 2 (n — 1) c] , A <, x < A + 2c , 

A+t(n-l)c 

/ A -J-2nc £» 

/W& + g [f\A +2nc) +f(A + 2ne -2c )] , 

A+2{n-l)c 

x = A oder =A + 2c; 

die letzte ist Null, wenn p = 0; dieselbe ist für 0<p <2c nach (9): 
f(x)Bz + cftx + ‘lnc), A-^x <A + q, 


/ « c 

f (i) dz + ^f(x + 2nc) , x = A oder A + p, 

A+2ne 

— \J* f(r.)di, A + p < x < A + 2c, 


A+tnr 

für x — A-\-2c dasselbe wie für x— A; 
sie ist für p = 2c nach (8): 


— i f f( z ) Br + cf(x + 2nc) , A<x <A + ‘2c, 

A+2*c 

i C f( : )Bz + 2 [f(B) +f(A + 2nc)], x = A oder = ,t -f 2c. 

Af-Znc 

Hieraus folgt, dass man drei Fälle: p = 0. <2 c, =2c, unter- 
scheiden müsse, so wie im zweiten Falle x von A bis A + g = 
B—'2nc. und von A + g bis A-{ 2c gehen zu lassen habe. 


Es ist 


I. Sei B — A — 2nc. n positiv ganz. 
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® p B u ji (* — x ) « 

£ J f W cos 3i 

‘ A 

-~\f B /i[i)0r+c[/(ar)+A^+2c)+/'(a:+4c)+...+A^+2nc-2c)] > 

A<x<A+ 2c; 

= ~\f V(*) & + c[t f(A) + + 2c) + + 4c) + . . . . 

.... + /•(/! + 2nc — 2c) + 4 f(A + 2nc)], 
x = A oder = A { 2c. 

II. Sei li-A^lna aber <2(n + l)c. 

Es ist 

® P D utC (l-r), 

£ J /XO cos- 0i 

= -i / B /( I )&+c[/tar)+/t i r+2c)+....+A*+2»c-2c)+/l[x+2nc)], 

A<x <ß—‘2nc; 

= ~i f “ f{z)di\c[f(x)Arfx +2c)+....+A®+2nc-2c)-H/i:*+2«c)J, 
x — B—^nc; 

= -* / B f{i)dz+c[l/{AnflA+‘lc)+...+flAV2nc~ , 2c)+f(A+2nc)], 
x = A oder = d -f 2c; 

= - i J"* f(t) 01 + c[f(x) + /-(x + 2c) + . . . . + f(x + 2nc - 2c)]. 
B—’inc < a: < A + 2c. 

III. Sei H-A =2(« + l)c. 

Da dieser Fall aus I. folgt, wem» man dort « + 1 statt »i setzt, 
so ist er nicht besonders aulzulühren ; doch ergibt er sich ganz 
unmittelbar aus dem Vorhergehenden. 

Will man de« Werth von 

1 / *«,)«. estipäa. 

‘ .V 

lür ein ganz beliebiges x kennen, so bestimme mau x‘ zwischen 
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0 und 2c so, dass x ~ A = 2tc-|-a:', wo t eine ganze Zahl; als- 
dann liegt d-f z* zwischen A und zl-|-2c, und wenn 

x — A = 2zc-j-x', A + a 

so ist: 


0 /> B 

f J f{t)i 


lin(z-x) 


® OB 

= £ J " 


c 


= S /^(,)cos«^=^z. 

I «/ c 


Da man nun letztere Grösse zu bestimmen weiss, so ist auch 
die erste bestimmt (bei beliebigem x). 


§■ -«• 

Der Fall 1. liefert (x = a, A = a, Ä = a-f2nc): 

/ o+Znc 

f(i)8z = 2c[i/'(a) +f(a +2c)+....+/(a+2nc -2c) + 4/(a+ 2nc)J 




0+1 " C C/N »»»(* — 

/(z) cos öz. 


Für den besonderen Fall, dan = l, heisst die zweite Seite 
wegen (6): 


2c [i/Ta) + \f(a + 2c)] - 2 z f f(z) cos ^ q) 8z. 

a 

Setzt man hier 2c = A, a + 2nc = a + nh = b : 


(10) 

,/ rt*>& = Ali/X“) +A« + A) +/r« +2A)+ ... .+ ftb-h) + i f(b)) 

6i ® P b *, * 2fA7t(z — a)^ 

— l 2 J f\z) COS g 02 , 

a 

wo b — a — nh, n positiv ganz ; 


(1») 

f a+h fU)oi = 4 A [/(a)+ / (« + A)] — 2 1 J ' “ ' V(z) cos ‘ 2 ^ ~ o) fo. 
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Uie Bedingung b — a = nh sagt aus, dass h ein aliquoter 
Theil von b — a sein muss. Uie Formel (10) ist die Formel zur 
näherun gweisen Berechnung eines bestimmten Inte- 
grals. Sie rührt ursprünglich von Poisson her. 


Man hat durch theil weise Integration: 

(z — a) 


f F(*)c« 

. 2fi»(2 — a) 


02 


■‘W f (l)8,n — * — 01 


= V f « 8in 


-w/''«- te S= Sfc 


Da 6 = o + 2nc und n ganz , so folgt hieraus : 

<*- 
h 


f 


4 , 2(*7i(i — a) Q 

F(x) cos ^ di 


= S# '(«)] ' (I) ; 

(X 

daraus dann : 

/ >4 „. ,, 2fi7r(z— o), 

f f*(j)cos ^ öx 

M A a /* 4 2 u7C (x — o) - 

= y f w~ 

6 2 * A* P b „ 2uti (x — a)„ 

=p*t p(4) - p( °»-(W FHz)C 0 S ±- r -h, 

0 

U. 8. w. 

Auf diese Weise folgt aus (10): 

/ Vw Sx = A[i/‘(o) + A“+ A) +/^(o + 2A) + . . . . + /(6 — A) + j/(6)l 


0/,2m 1 

• ± <*> - /*—(“)] 


2A« 
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’ 8 .- (>') 

a 

Dabei ist m eine beliebige positive, ganze Zahl. Für m = 0 
hätte man kurzweg die (10). 


Setzen wir noch: 


? J 2 2r - , jr 2r 

,u*r- 1.2... 2 r * r-1 ’ 


( 12 ) 


so ergibt sich endlich: 


(13) 


f * f(z)dz = h[if(a) + /-(a + A) + A« + 2A) + . . . . + A* - A) + 4/1*)] 

a 

- jf J rm- /"(«)] + ox4[/ f *(6 ) -/ r,( «)]—- 

•••• ± •(*)-/*— *W] T K. 


wo Ä durch (11) gegeben ist. Dabei ist m wie oben beschaffen. 

und A = — — • Die Zahlen /?, , /? s ,.... sind die Bernoulli- 
sehen Zahlen. 

Wäre n=l, also A = 6 — a, so würde auf der zweiten Seite 
in der ersten eingeklammerten Summe bloss 4A°) + !/(*) stehen: 
sonst bliebe Alles ungeändert, nur dass natürlich b — a f A wäre. 
Für m = 0 fielen alle Glieder mit den ß lt ß 3 ,.... weg, und R 
wäre mit dem Vorzeichen — zu nehmen, nach (10). 


§. S. 

Wir wollen nun den Werth von K näher untersuchen. Zu 
dem Ende unterscheiden wir zwei Fälle. 

1. /'* m ( z) behält dasselbe Zeichen von z = o bis z = fi und 
bleibt endlich. 

2 uji(z — a) 

Da cos - ^ ~ als äusserste VVerthe +1 und —1 hat. 

so liegt die Grösse 


f 7*» (z) cos '^p a) dz 
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zwischen 

—J f* m (z)dz und + J /■*”(;) 02 , , 

a a 

d. h. zwischen 

— l(/>) — flm-\ ( u j j un( j -f- (6) — /*»-» (a) ]. 

Da dies für alle g in derselben Weise gilt, d. h. für alle g 
die erste Grösse etwa kleiner und die zweite grösser ist als das 
genannte Integral, alle Glieder in R ferner addirt sind, so ist 
offenbar ' 

R zwischen 
und 

+ ^ t f*"~' ~L . 

d. h. wegen (12): 

R zwischen 

- t f %m ~ l <*) -f **- 1 (°) J 

und 

+ f S r^“ -1 (6) ( fl) ]• 

Man hat also folgenden Satz: 

Ist h = ~~~ • wo n eine beliebige positive und ganze Zahl 
(ft>a gedacht), so ist: , 

(•4) 

I f(x)dx — h[f\a) \-f(a+h) + .... + f(b—/i)] + ^[f(b) — f(a)] 

n 

- tt c/" 3 w —/*<«)] 

wenn 0 zwischen — 1 und +1 liegt, m eine beliebige positive 
ganze Zahl ist, und dasselbe Zeichen behält, wenn x von 

n bis 6 geht. 
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Für m = 1 hätte man: 

f*f(x)dx = A [fl«) + . • . . + f(b — A)] + \ [ f(b) - f(a) ] 

a 

- f if w - /» ] + f r (*) -r w ] • 

Für m = 0 liesse sich ebenfalls die Formel bilden; sie bat 
aber dann keinen Werth. 

II. /’*"(*) bleibt endlich von z —’a bis z — b. 


Da 


so ist: 


.j gfr-« -) = , _ 2 , 


2p»(z— a) a /* 6 /■*„., xri o . — a),* 

/ /*”»(:) cos ^ dz = / /"(z)[l— 2 sin* ^ Je: 

« a 

= ~ /■*“-* (a) — 2 ^ * /■*" (*) *'"* — 

a 

Demnach ist: 


2 h lm 1 


UZm 

■ (2 *)*» “ ^ 




und also: 


y > ‘A I )0i=A|/(a)+...+A6-A)]+^[/r6)-/(a)]- : ^4V(*)-/ , («)]+- 

a 

•• • t feS 2 ( / ' 2m_s (ä) (a) i ± **• 


R‘ 


4A*" I 


( 2 *)* 


hr<" 


(:) sin 


. — o) 

in * = 


/i 


0Z. 


u 7y ^2 " Q ) 

Da sin* v stets positiv, so liegt das Integral 
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zwischen 


„ /'* • ,*»*(* — a) C b . .<**(* — a ) r> 

6 / sin* ^ -0z und K I sin* 5 —- ^ -dz. 


d. h. zwischen 


G(b-a) J A(6-« 
2 und 2 


wenn G und K den grössten und kleinsten Werth von /* m (t) für 
z von a bis b bedeuten. Also liegt 

. , 2A 2m (6 — a) „„ 1 , 2A®" 1 (6 — a) „„ 1 

zwischen G£^~ m und 


L ßam-iA* m (6 — a)6 , Äz™— iA*” 1 ^ — a)Ä 

« zwischen , s - „ — und r— ö — — • 

1.2.. .2»i 1.2. ..*2m 

Demnach ist: 

film (/, „) 

R‘ = j- (n + nflA)^ fl zwischen 0 und 1- 


Man hat also, wenn man noch m-f-2 statt m setzt, neben (14): 


(15) 

f* f(x)dx = A [ /"(n) + /■(«+ A) + ... . + / (6 — A) ] 

a 

+ * [/■<*)—/"(«)] - [/■'(*) -/'(«)] + •■•• 

T (/*“-*(*) - /*— » («)] 

wenn /'*’"+ ®(i) von a bis b endlich ist. Dabei ist 6 zwischen 
0 und 1. 

Die Sätze (14) und (15) sind von Malmsten in andererWeise 
aufgestellt worden. , 

Für m = 0 heisst der Satz (15): 
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f 


f{x)dx = A[/'(a) + f(a + A) + 


+ A6-A)] 


+ f[/W -/(<»)] + -«)]. 


nenn f*(x) von a bis b endlich bleibt. 


9- 6- 

Setzt man in (14) a und b positiv voraus, 6 = a+nA, ferner 
f\x) = x r , so folgt daraus: 


(16) 

a' + (a + h) r + (a +2A)' + ....+ (a + nh) r 
(o 4- n/t) r f 1 — a r + l (a + nA) r + a r B Y rh 


(r + 1 )A 


+ _ T2 [(o+ " / ‘ )r_1_ar_1 l' 




flß,rn - 1 r . . . (r — 2m + 2) A 2 ”— 1 


1.2.. .,2m 


— f (a+«A) r-2,n + 1 ■ — o r_2m + 1 ] , 


wo 0 zwischen — 1 und + 1. Ist r eine ganze positive Zahl, so 

-J- 2 

fallt das letzte Glied weg, sobald — g— . 


Diese Formel gilt auch für n=l, wie wir oben gesehen. 
Setzen wir also a = l, A = l, n= 1 und nehmen r als ganze po- 
sitive Zahl, so ist: 

(17) 


rBi , r(r l)(r 2) 

l — 2 (2 1.2.3. 4 Bi(1 !) 


r(r— I)(r-2)(r— 3)(r-4) 

1.2. ..6 


B t { *- 



2 r +* — 1 

r+1 ’ 


aus welcher Formel sich B lt rücklaufend berechnen lassen, 

wenn man nach einander r — 2, 4, . . . . setzt. 


Für 



r= — 1 kann man (16) nicht zulassen, weil 
x r A* ' 

= ^-j setzten, das jetzt = l(x) ist. Demnach: 


wir 
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1 1 
o n +A 


+ 


( 18 ) 

1 1 

a +2 h « + nA 


= i lo Sna{~r)+*(^F*Ä + ö) + B 'lQ> ~a +»A )• 

1(1 I ^ 

\n a ™ (a + nA) 2m / 


.... ± 


ßsm-lA 2 »- 1 


0Rim-i A 2 *"- 1 
2ri» 


(a* m (a+nA)*") ’ 



wo a und A positiv, 0 zwischen — 1 und + 1. 

Wir begnügen uns hier mit dieser Anwendung , die wir nur 
der Formel (17) wegen gemacht haben, welche uns behufs eines 
theoretischen Abschlusses notbwendig war. Unsere Absicht war, 
aus der gebräuchlichen Darstellung der Fourier’schen Reihen, wie 
sie in ihrem Ergebniss in (1) vorliegt, die wichtigen Sätze (14) 
und (15) abzuleiten, wobei wir einer genauen Formulirung der in 
§. 3. aufgeluhrten Sätze bedurften. Die Sätze selbst sind an sich 
nicht neu; ob sie schon in ähnlicher Weise abgeleitet worden, 
wissen wir nicht. 
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XXII. 

Die Anwendung der stereographischen Projection zur 
Entwickelung der Theorie des sphärischen Dreiecks 
und des sphärischen Vierecks. 

Von 

dem Herausgeber. 


§. 1 . 

Wenn auch die Anwendung der stereographischen Projection 
zur Vereinfachung vieler geometrischer Untersuchungen wohl im 
Allgemeinen als bekannt vorausgesetzt werden darf, so glaube 
ich doch, dass namentlich die, jedenfalls besondere Beachtung 
verdienende Anwendung auf das sphärische Dreieck und sphä- 
rische Viereck noch nicht so bekannt ist, wie man im Interesse 
dieses nicht unwichtigen Gegenstandes wüoschen muss, und will 
daher diese Anwendungen im Folgenden etwas ausführlicher ent- 
wickeln, ohne übrigens dieselben erschöpfen zu wollen, indem 
ich vielmehr durch das Folgende nur zur noch weiteren Bearbei- 
tung dieses interessanten Gegenstandes anzuregen beabsichtige. 
Ich werde dabei, wenn auch nicht vollständig, doch im Wesent- 
lichen. dem vielfach ausgezeichneten Buche von Paul Serret: 
„Des methodes en Geometrie.“ Paris. 1855. p. 30. folgen. 

Die beiden Haupteigenschaften der stereographischen Projection : 

1. dass die Projection jedes Kugelkreises ein Kreis ist; 

2. dass die Projectionen der Kugelkreise sich unter densel- 
ben Winkeln schneiden wie die Kreise selbst ; 

müssen im Folgenden als bekannt vorausgesetzt werden. Ich lasse 
jedoch diesem Aufsatze unmittelbar einen anderen folgen, in wel- 
chem ich eine neue analytische Entwickelung der Eigenschaften 


Digilized by Google 



Enlwicket. der Theorie des sphdr. Dreiecks u. des sphdr. Vierecks. 319 


der stereographischen Projection gegeben habe, welche, wie ich 
glaube, mehrere» Eigentümliche enthält, und sich, insofern man 
zunächst bloss die gewöhnlichen Haupteigenschaften der genannten 
Projectionsart kennen zu lernen beabsichtigt, besonders empfeh- 
len dürfte. Ausserdem verweise ich auf meine frühere Abhand- 
lung über diese Projection in Thl. XXXII. Nr. XXV., die aber, 
ausser der Entwickelung der bekannten Haupteigenschaften der 
stereographischen Projection noch eine andere besondere, aus 
ihr von selbst ersichtliche Tendenz verfolgt. Die geometrische 
Begründung dieser Haupteigenschaften ist bekanntlich namentlich 
auch in neuerer Zeit mehrfach mit (i I fick versucht worden, wie 
man u. A. in Thl. XXX. S. 354. und Thl. XXXI. S.2I7. sehen kann. 


§■ 2 . 

ln Taf. III. Fig. 10. sei ABC ein auf einer aus dem Mittelpunkte 
O mit dem Halbmesser r beschriebenen Kugelfläche liegendes 
sphärisches Dreieck, dessen Winkel und Seiten wir wie gewöhn- 
lich durch A, B, C und n, b, c bezeichnen. Durch A ziehe 
man einen Durchmesser der Kugel, bezeichne den Punkt, in 
welchem von diesem Durchmesser die Kugelfläche zum zweiten 
Male geschnitten wird, durch versetze das Auge in 41, und 
projicire das sphärische Dreieck ABC auf die in dem Mittelpunkte 
O der Kugel auf dem Durchmesser AH senkrecht stehende Ebene. 
Ist nun OB'C' die auf diese Weise erhaltene Projection, so sind 
offenbar OB' und OC gerade Linien und die Seite B'C' der 
Projection ist nach den Eigenschaften der stenographischen Pro- 
jection ein Kreisbogen. Die an den Punkten O, B', C' liegen- 
den Winkel des geradlinigen Dreiecks OB'C sollen durch A', B' , C 
und die diesen Winkeln gegenüberliegenden Seiten dieses gerad- 
linigen Dreiecks durch n', h' , c' bezeichnet werden. Bezeichnen 
wir nun die an denselben Punkten liegenden Winkel der Projec- 
tion des sphärischen Dreiecks ABC selbst durch A t , B t , C, ; 
so ist nach den Eigenschaften der stereographischen Projection : 

A, = A, B, = B, C t = C ; 
und ausserdem ist offenbar .4, —A', also auch A' — A. 

ln dem geradlinigen Dreiecke ßB'C' ist nach den Formeln 
der ebenen Trigonometrie: 

BfC*= dß'» + ar*-2.fl#'.i»6\cosÄ'J!C'; 
offenbar ist aber: 
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cos B'MC = 
ferner, nie leicht erhellen wird: 


MB' =r sec je, 

MC — r sec 46, 

Mß*+MC*—BC * 


2. MB. MC 


MB =2rsin4|360'>— (180°+c)| = 2rsin (90°— 4c) = 2rco.«4c, 
MC = 2r sin 4 1360° - (180° + 6)1 = 2r sin (90° — 46) = 2rco«46, 
BC — 2r sin|« ; 


also: 

ww _ cos 46* + cos 4«* — sin4o* 

cos B'MC = i-ä 1 TT — . — , 

2 cos 46 cos 4c 


und folglich nach dem Obigen : 


(r)‘ = sec 46 * + sec 4c* — sec 46 sec 4c 


cos 46* 4 cos 4c* — sin 4« ! 
cos 46 cos 4c 


woraus man mittelst leichter Rechnung sogleich den für das Fol 
gende sehr wichtigen Ausdruck : 


, rsinjo 
cos 46 C 084 c 

erhält. Da nun ferner offenbar: 


OC' = OM. tang 46 , OB' = OM . tang 4c 
ist, so haben wir die drei folgenden. Formeln : 
rsii>4<i 

“ = cos 46 cos 4c ’ ^ =rtang46, c'=rtang4c- 

Der Einfachheit wegen werden wir im Folgenden r als Ein- 
heit annehmen, wodurch die vorstehenden Formeln die Gestalt. 


sin 4 a 


cos46cos4c 

erhalten. 

Aus der Gleichung 


rrzri* 6' 


tang 46 , c' = tang 4c 


, _ rsin4<> 
cos 46 COS 4c 

erhält man nach dem Vorhergehenden offenbar:- 


KC' _ BC ZA)M 2 .OM 
OM -2.0*' MC MB ' 
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also : 

was hier noch beiläufig bemerkt sein mag. 

§. 3. 

Bezeichnen wir den Excess des sphärischen Dreicks ABC 
durch £, so ist: 

E=A + B + C— 180°, 
also nach dem vorhergehenden Paragraphen : 

£ = ,1, +£, +C,-180°. 

Ziehen »vir, wie Taf. III. Fig. 1 J. zeigt, in der Projectionsebene 
durch B 1 und C an den Bogen B'C 1 Berührende, welche sich 
in O' schneiden, und bezeichnen den Winkel B'O'C durch O', 
so ist in dem Vierecke OB'O'C'i 

A y +B, +t\ + 0' = 2.180“, 

woraus sieb, wenn man dies mit dem Obigen vergleicht, sogleich: 

£= 18«o—0' 


ergiebt. Bezeichnen wir die gleichen Winkel, unter denen die 
durch B' und C gezogenen Berührenden gegen die Sehne B'C' 
geneigt sind, durch x, so ist: 


O' = 180° — ‘ix, 

also : 

£ = ‘ix, x — iE. 

Weil nun offenbar : 


B' — By X, C' = Cy — X 

ist, so ist nach dem Vorstehenden und mit Rücksicht auf den 
vorhergehenden Paragraphen: 

A‘ = A, B'=B — \E, C' = C—iE. 

Denkt man sich den Bogen B'C' über B' hinaus erweitert, 
bis von demselben die über O verlängerte OC zum zweiten Male 
in C" geschnitten wird, und zieht B'C, so ist, wenn man den 
Winkel B'CC' durch C" bezeichnet, nach einem bekannten geo- 
metrischen Satze offenbar C = x; also nach dem Obigen: 

Th«il XXXIX. 22 
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C" = iE. 

Denkt man sich den Bogen B'C' Aber C' hinaus erweitert, 
bis von demselben die Aber O verlängerte ÜB“ in B " geschnit- 
ten wird, so ist ganz eben so: 

B" = iE. 

Weil OB'C" offenbar die Projection des sphärischen Drei- 
ecks ist, welches mit ABC die Seite AB gemein hat, und des- 
sen zwei andere Seiten die Seiten AC und BC zu 180° ergänzen: 
so ist nach dem in §. 2. Bewiesenen offenbar : 

sin 4(180° — n) cos Jo 

cos J(180° — 6 ) cos 4c sin 46 cos 4c ’ 

' OC* = tang4(180° — b) — cot46, 

OB' = tang|c. 

Auf ganz ähnliche Art ist: 

C‘ß»— »>n 4(180° — a) cos 4a 

cos 46 cos 4 (180° — c) cos 46 sin 4c ’ 

OC' = tang46, 

OB”= tang4(180° — e) = cot4c. 

Weil 

C'C* = OC' + OC, BfB * = OB' + OB" 

ist, so ist: 

C'C* = fang 46 + cot 46 = ~ , 
sinö 

®'Ä*= tang4c + cot 4c— -3- . 

sine 


«• «• 

Jede Sehne eines Kreises ist offenbar gleich dem Dorchmes 
ser multiplicirt mit dem Sinus des Winkels, welchen die durch 
den einen Endpunkt der Sehne an den Kreis gezogene Berüh- 
rende mit der Sehne einschliesst; bezeichnen wir also den Halb- 
messer des Kreises in Taf. III. Fig. 11. durch p, so ist offenbar: 

tf'B'’ = 2psin£, C'C" = 2p sin C; 
also nach dem vorhergehenden Paragraphen': 
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2 2 
2psinß = -5 — , 2o'ein C = -s— i ; 
v sine ^ sin 6 

folglich durch Division: 

sin Ti sin 6 
sinC — sine’ 

welches der beksnute erste Hauptsatz der sphärischen Trigono- 
metrie ist. 


§• 5. 


In dem geradlinigen Dreiecke OB'C' (Taf. III. Fig.'ll.) ist: 


cos A 


t A"® + c 1 * — a* 

Wc - ~~ * 


also nach §. 2.: 

cos A — 

woraus sogleich : 
cos A 

also: 


tang JA» f taug je»- — 

2tangJAtangJe ’ 

sin JA* cos Je® + cos JA*s'm Je* — sin Ja® 
2 sin JA cos JA sin Je cos Je 


cos A 
und hieraus: 


(I — cosA) (1-Jcosc) -f (1 -t-cosA)(l — cose) — 2(1 — co sq) 
2sinAsinc * 


cos A = 


cosa — cosAcosc 
sinAsinc 


folgt, welches die bekannte Relation zwischen den drei Seiten 
und einem Winkel des sphfirischen Dreiecks ist, aus welcher 
man ferner auf bekannte Weise mittelst des Supplementardreiecks 
die Relation zwischen den drei Winkeln uud einer Seite erhält. 


§. 6 . 


ln dem geradlinigen Dreieck OB‘C" (Taf.llJ. Fig. 11.) ist nach 
der ebenen Trigonometrie: 


cos C" — 


B‘C"*+ OC OB* 
‘i.B’C’.OC" 


21 » 
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also nach §. 3. : 


COS iE : 


oder : 


cos 4a* 

sirTjÄ® cos Je 2 ^ co ‘i6 2 -»angic* 

2 cot 46 " 

sin 46 cos 4c 


cos Jfi* -f- cos JA 2 cos je* — sin JA* sin Jc s 
2 cos 4« cos JA cos je ’ 


folglich nach bekannten Relationen: 

cos \E= 1 4~ co s o 4-^(1 4- cosfe) (1 -f cosc) — 4 (1 — cos 6) (1 — cosc) 

4 cos io cos JA cos \c 

woraus sich mittelst der leichtesten Rechnung die bekannte Formel: 
1 4 cos o 4 cos 64-cosc 


cos {E — - 


ergiebt. 

Es ist : 


4 cos J a cos 46 cos |c 


OC" + OB‘ + B'C" = cot 46 + lang 4 c + 

p sin 46 cos 4 c 

cos 4(6 — c) + cos 4 <z 

sin 46 cos 4 c 

_ 2 c os J Qi — 6 -f c) cos 4 (a + 6 — c) 
sin *6 cos 4 c ~ ’ 

- OC'+ OB‘+ B‘C"=— cot 46 + tang 4c + 

sin 46 cos 4 c 

— cos 4(6 4 c) + cos 4a 

sin 46 cos 4 c 

2 sin 4 (a 4 6 4 - c) sin 4 ( — a-f 6 -f c) 

sin 46 cos 4 c ’ 

06’"- OB ' + B'C" = cot 46 — tang 4c + T c ° s * n 

° sin 46 cos 4c 

cos4(6 4- c) + cos 4« 

sin 46 cos 4 c 

_ 2 cos 4(q -f 6 4- c) cos 4( — a 464 c) 
sin 46 cos 4c ’ 

06’" 4 OB — Ä'C"= cot46 4 - tang 4c 

. . sin 46 cos 4c 

c os 4( 6 — c) — cos 4 a 

sin 46 cos 4 c 

_ 2 sin 4 (a — 6 4 - c)sin 4 (a 4 - 6 — c) 
sin 46 cos 4c 
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Das Product dieser Grössen ist: 

sin i(a + ft + c)ginj(— a + 6-f c)sinj(a — 6 + c)sioi(a-H — c) 
sin \b* cos jC 4 

Ferner ist: 

1 , sini6 siniftcosic sinj^cosjc 

V.OC'.B'C" = * ' cosi6 ' cos ia ~ — 2 cos 4« cos 46 

Multiplicirt man hiermit die Quadratwurzel aus dem vorhergehen- 
den Product, so erhält man, weil 

sin \C = sin C“ 

ist, nach einer bekannten Formel der ebenen Trigonometrie den 
folgenden gleichfalls bekannten Ausdruck für den Sinus des hal- 
ben sphärischen Excesses: 

V sinjfa + 6 + c)sinj(— a 4- 6 +c )sini(o— b +c)si^a+6^c) 
sin4£ = 2 cos 4a cos 46 cos 4c 


§- 7. 

Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist : 

(OC" + OB • + B'C") ( OC"- OB' + B'C") 

_ 4 cos i(a + 6 + c) cos j( — q + 6 + c) cos i(n — 6 + c )c osi(o + b — c) 
~ sini6 a cos4c a 

(—OC‘ + Oß‘ + ß'C")(OC" + OB— B'C") 

_4sin JfojF 6 + c) sinj ( — a 4-6 + c) sinj(a — b -j- c) sinifo + 6—c) 
sin j6*cos4c 9 

Ferner ist : 

i 1 sin46 a cosJc 

4. OC" . B'C" 4cosiaco8 46’ 

und folglich nach dem Vorhergehenden: 

(OC" + OB- f B'C")(OC " — OB' + B'C") 

4,OC".Ä'C" 

__cosi (a -f 6 + c) cos |( — o -W> + c) c os j(a — 6 -f c )cosi(a -f b — c) 
cos Ja cos 46 cos ic 
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(- OC"+ OB‘+ B'C") {OC - f OB— B'C') 
i.OC'.B’C" 


sin Jfa + b-y c)sin {( — a + b + c) sin J(a — 6 + c) sin J(a + b — c) 
cos Jo cos JÄ cos Je 


Nach den bekannten Formeln der ebenen Trigonometrie ist aber : 


cos iC" = cos iE — 
sin JC" = sin \E = ^ 


( OC" + OB" + B'C") ( OC“ - OB'+B'C") 
4 . OC" . B‘C" 

(— OC"+OB‘+B‘C u )(OC u +OB'-B’C') 
4. OC" .B'C" 


also nach dem Vorhergehenden : 


s J£ = \T 
'JE = V~ 


c osJ(q-t-&-|-c)cQsJ(- a-f b - f c)cosJ(a— A-fc)cosJ(ffl-f-A— c ) 
cos Ja cos 46 cos Je 

8lnJ(a+ft+c)8i"J(— rr+Ä+c) sinJ(/j— 6+c)sinJ(a+A— c) 
cos Ja cos JA cos Je 


und hieraus: 

tangj E 

=- V tang J(ot6+c) tang J(- a+6+ c) tang J(o — 6 + c) tang J(a+ A— c), 
nie bekannt ist. 


§. 8 . 

Wir wollen nun das sphärische Viereck ABCD betrachten, 
dessen Seiten und Diagonalen AB , BC, CD, DA und AC, BD 
wir nach der Reihe durch a, b, c, d und f, g bezeichnen wer- 
den. Die an den Punkten A, B, C, D liegenden Winkel dieses 
sphärischen Vierecks bezeichnen wir beziehungsweise durch 
A, B, C, D. Durch A ziehen wir einen Durchmesser der Kugel, 
bezeichnen den Punkt, in welchem von diesem Durchmesser die 
Kugelfläche zum zweiten Male geschnitten wird, durch 8, ver- 
setzen das Auge in 8 und projiciren das sphärische Viereck 
ABCD auf die in dem Mittelpunkte O der Kugel auf dem Durch- 
messer AH senkrecht stehende F.liene. Ist nun OB'C'D 4 die auf 
diese Weise erhaltene Projection, so sind OB' und OD‘ gerade 
Linien und die Seiten B'C und CD' sind nach den Eigenschaf- 
ten der stereographischen Projection Kreisbogen. Die an den 
Punkten G, B‘, C , D 1 liegenden Winkel des geradlinigen Vier- 
ecks OB'C'D“ sollen durch A‘, B' , C‘, D' und die Seiten OB, 
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B'C' , C‘D‘, D'O dieses geradlinigen Vierecks durch a', b', c', d' 
bezeichnet »erden. Bezeichnen wir nun die an denselben Punk- 
ten liegenden Winkel der Projection selbst durch A, , /?, , C\, D t ; 
so ist nach den Eigenschaften der stereographischen Projection: 

A t = A, ß, = ß, (\ — C, D,=D; 

und ausserdem ist offenbar A l — A‘, also auch A'=A. Die Pro- 
jection der Diagonale AC ist offenbar eine gerade Linie, die der 
Diagonale Bß ein Kreisbogen ; die durch O und Bf gehenden 
Diagonalen des geradlinigen Vierecks OB'C'D' sollen durch f 
und g' bezeichnet werden. 


§ 9. 


Wenn das sphärische Viereck ABCD in einen Kreis be- 
schrieben ist, so ist nach den Eigenschaften der stereographischen 
Projection das geradlinige Viereck OB'C'D' (Taf. III. Fig. 12.) auch 
in einen Kreis beschrieben. 

Folglich hat man in dem geradlinigen Vierecke OB'C'D 1 die 
bekannte Relation : 


a'c' + b'd' = f‘g‘. 

Nach §.2. ist aber offenbar: 

, . i l . si" *6 , sin Je 

0 an ffi 0 > cosincosi/" c co&\dcoe\f' 

und: 


f = tang i f, 


«in jg 

•” cos in cos ’ 


also ist nach dem Vorhergehenden : 


taug ja sin je sin jb tang jd _ tang j/sin j <7 . 

cos id cos \f cos Jn cos J/' cos Ja cos Id * 

and maltiplicirt man nun diese Gleichung mit 

cos in cos i d cos \f, 

so erhält man auf der Stelle die merkwürdige Gleichung: 

sin in sin ic + sin £6 sin Id = sin i/'sinj^. 

In dem geradlinigen Viereck OB'C'D 1 ist ferner nach einem be 
kannten Satze der ebenen Geometrie: 
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f _ a ' d ‘ + b ‘ c ‘ 
g“ a'b' + c'd! 


oder 


f'(a‘b' + c'tl') = g'(a'd' + b‘c r ). 

Nach dem Obigen ist aber : 

tangJasinJA , sinjctangjtf 

tro + c a — : r; + r? 

cosjacosj/ cos Ja cos J/ 

sin Ja sin JA cos Jr/® f- sin Je sin \d cos Ja* 


cos Ja® cos J d' 1 cos J f 

sin J/Xsin Ja sin JA cos J(/®-f sin Jcsin Je/ cos Ja*) 


und folglich : 

f‘(a‘b‘ -f c'd') — i-i . _ , _ 

' ' cos Ja® cos Jrf* cos J/* 

Ferner ist nach dem Obigen : 


, , , , sin JA sin Je 

a'd' + b'c' = tong Ja tang Jrf J ; rj 

• »■ cos Ja cos Jrf cos J/* 


sin Ja sin Jrf cos J/ - * -f sin JA sin Je 
cos Ja cos Jrf cos J f' 1 


und folglich : 


g'(a'd‘ + b'c‘) = 


sio J^(sin Ja sin J d cos J f* + sin JA sin J e) 
cos Ja® cos Jrf®cos J f* 

Also haben wir nach dem Obigen die folgende Gleichung: 

sin J/Xsin Ja sin JA cos Jrf® -f- sin Jesin Jrf cos Ja*) 

= sin \g (sin Ja sin Jrf cos J f* -J- sin JA sin Je) , 

welche man leicht auf nachstehende Form bringt: 

sin J/Xsin Ja sin JA -f sin Jcsin Jrf) 

— sin Ja sin Jrf sin J/Xsin Ja sin Je X sin JA sin J d) 

= sin J,?(sin Ja sin Jrf -f sin JA sin Je) 

— sin Ja sin Jrf sin \ f. sin J/Vm \g\ 

also ist, weil nach dem vorher Bewiesenen 

sin Ja sin Je + sin JA sin J<Z = sin J/'sin {g 

ist: 
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sin {/"(sin {a sin {6 + sin {csin \d) = sin \g (sin {asin {d + sin {fisin Je) 
oder : 

sin i/' sin {ngin jd -j- sin {6 sin {c 

siu{<y sin {asin {6 -f sin {csin \d 


§. 10 . 

Wir wollen nun den Excess E des sphärischen Vierecks, 
d.,h. den Ueberschuss der Summe seiner vier Winkel über 360°, 
so dass also 1 

E=A+B+ £+0-360°, 

folglich nach §. 8. « 

E — A, + B, + C, f ö, —360° 
ist, betrachten. ' 

W’enn wir in Taf. III. Fig. 12. die Bogen B'C“ und CD ‘ bis 
za ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte C" mit der über 
O hinaus verlängerten Geraden OC' verlängern, und dann die 
Geraden B'C“ und VC" ziehen , welche den Winkel B'C“D‘ 
mit einander einschliessen , den wir durch C“ bezeichnen werden: 
so ist nach §. 3. offenbar : 

C“ = iE. 

Also ist nach den Lehren der ebenen Trigonometrie: 


sin |C"*=sin{£® = 


(B'V + B'C"— VC") {B'V + VC"— B'C“) 
X. B'C". VC" " 


cos4C"*=cos{E* 


( B‘V\B'C"+VC ') {B'C" \ VC" — B'V) 
X . B'C' . VC“ 


Nach §. 2. und §. 3. ist aher: 


.. _ gm lg 

B'V= — i ■ , . 

cos {« cos {0 


also : 

_ sin{<7 . tos{fi cos Ic 

ß'V + B'C ‘-VC"= Zosia coa Id. + cos {o sin{7^i^i{d s in {/ 

sin \f sin \g + cos {6 cos \d — cos {a cos {c 
cos {a cos {rfsin {/ 
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lfD' + D'C'— BC" = 




cos Je 


COS JA 


cos Ja cos Jrf cos Jrf sin J/ cos Ja sioj/ 


_ sin J/sin Jff — cos J b cos J d + cos Ja co s Je 
cos Ja cos Jrf sin J/ 


B’C". D’C" = 


cos J A cos Je . 

cos JacosJrfsin J/* ’ 


folglich : 


.,.\f 


Ferner ist: 


(sin j/sin J 17 + cos J A cos J d — cos Ja cos Je) 

X (sin J/sin J^— cos J A cos J d -J- co s Ja cos Je) 
4 cos Ja cos JA cos Je cos J rf 


_ _ sin Jo . cosJ 6 . cos Je 

B’D’ + B’C"+D'C"= cosia Z id + cosJas lM Ä + ^J rf^J/ 


sin J/sin J 9 + cos JA cos Jrf -f- cos Ja c os Je 
cos Ja cos Jrf sin J / 


B’C"+n‘C u —B'D’ = 


cos JA 


cos Je 


sin 


cos Ja sin J/ cos Jrf sin J/ cos Ja cos J4 

— sin J/sin J _9 + cos JA cos Jrf cos Ja cos Je 
cosjacosjrfsinj/ 

cos JA cos Je 


B'C". D‘C"= 


cos Ja cos Jrfsin/*’ 


folglich : 

cos J E = 
Weil 

ist, so ist: 


f" (sin J/sin J/y + cos JA cos Jrf + cos Ja 

% / X (— sin J/sin J^+eos JA cosjrf+cos Ja 
W 4cos Jochs JA cos Je cos Jrf 


cos Je) 
A cos Jrf -I- cos Ja cos Je) 


sin J£ = — 


sin J£ = 2 sin j£cos J£ 

(sin J / sin J g t cos Ja cos Je I cos JA cos Jrf) 
| X( — sinj/sin J^+cos Ja cos Jc + cosJA cos Jrf) 
| X (sin J/sin — cos Jo cos Je + cos JA cos Jrf) 

X (sin J/sin J$r-|- cos JacosJc— cos JAcos Jrf) 
2 cos Ja cos JA cos Je cos Jrf 
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Es würde keine Schwierigkeit haben, noch andere Formeln 
aus den vorhergehenden abzuleiten. 

Ist das Viereck in einen Kreis beschrieben, so ist nach dem 
vorhergehenden Paragraphen : 

sin »/sin lg — sin lo sin Je + sin 46 sin Id , 

folglich : * 

sin \f sin \g + cos \a cos 4c+cos46cos4d 

= cos i(o — c) + cos 4(6 — d) = 2 cos J(a + h — c—d) cos J(a — 6— c + d), 

— sin 4/"si n 4^ + cos 4a cos 4c + cos 46 cos \d 
==cos4(a + c) + cosi(6 + rf) = 2cosi(a+6-f c+d)cos 4(o— 6+c — d), 

sin 4 f sin 4 g — cos 4a cos 4c + cos 46 cos Id 
= — cos 4(« + c) + cos 4(6 — d) = 2sin i(n— 6+c+ d) sin 4(«+6 + c—d). 


sin4/Vm lg + cos 4 a cos 4c — cos 46 cos Id 
= cos 4(a — c) — cos i(6+rf) = 2 sin *(— o+6+e+rf) sin i(n + 6 — c + d). 
Setzt man: 

n + 6+ c+rf = 2s, 

so ist : 

— a + 6+ c+d = 2 (* — o), 
a — 6 + e + rf = 2(i — 6), 

« + 6 — c + d = 2 (r — c) , 
a + 6+ c — d — 2 (* — d ) ; 

folglich : 

sin4/Vm4 g — cos4ocos4c + cos 46 cos \d = 2sin4(f — 6) sin 4(» — d), 
sin4/'sin 4^ + cos 4a cos 4c — cos 46 cos 4 d = 2 sin 4(* — o)sin4(* — c) : 
tunl daher nach dem Obigen : 


sin 4+’ 


-V' 


sin 4(r — a) sh> 4(i — 6) sin 4(i — c) mn 4(« — d) 
cos 4 a cos 46 cos 4e cos 4 d 


Bezeichnen wir die halben Summen und halben Differenzen 
der gegenüberliegenden Seiten durch «" , ff" und d', i " ; und setzen 
aho: 

a + c = 2ff', 6 + d = 2ff": 

0 — 0 = 26", 6 — d — 26" ; 
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so ist: 

sin \f sin \g + cos in cos \c + cos J6 cos {d = 2 cos J(<5' + 6") cos i(d' — 3"), 


— sin \f sin ig -f cos ,ncos ' t c + cos Jftcos ' t d 
= 2cosi(o' + a")cos i(<s‘ — a"); 


also : 

i 

cos iE = 


V 


cos i(<5' + d") c os j(ä ‘ — <j" ) cos j(<y -|- < s“) cos t ja* — <T) 
cos Ja cos ' t b cos ic cos *d 


Hieraus würden sich wiederum verschiedene andere Formeln 
ableiten lassen. 


XXIII. 

Neue analytische Darstellung der Haupteigenschaften 
der stenographischen Projection. 

Von 

dein Herausgeber. 


§. I. 

Wir nehmen die durch den Mittelpunkt der Kugel gelegte 
Tafel als Ebene der xy, den Mittelpunkt der Kugel als Anfang 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xyi ah, und setzen 
das Auge in den Punkt, in welchem die Oberfläche der Kugel 
von dem positiven Theile der Axe der i geschnitten wird; den 
Halbmesser der Kugel wollen wir wie gewöhnlich durch r bezeichnen. 

Ein Punkt auf der Kugelfläche sei (ucui), und («'c'tr') sei 
dessen Projection auf der Tafel ; es ist : 

1) u* + r a + tc» = r*. 
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Von dem Auge, dessen Coordinaten 0, 0, r sind, ziehe man 
nach dem Punkte (trete) eine Gerade, und bezeichne die von der- 
selben mit den positiven Theilen der Axen der x, y, x einge- 
schlossenen, 180° nicht übersteigenden Winkel durch o, ß, y; 
so sind die Gleichungen dieser Geraden : 

x y z — r 

i) \ = = , 

' ' cos a cneiß cosy 

also , weil der Punkt ( trete ) in dieser Geraden liegt:: 

u _ «o — r _ p 

' cos o cos ß cos y ’ 


woraus sich: 

4) . . . u—Gcosa, v—G cos/J, tc = r + Gcosy; 
folglich nach 1) die Gleichung: 

G*(coso®+ cos/J 2 + cosy*) -f 2Grcosy + r* = r*, 
also nach einer bekannten Relation die Gleichung: 

G (G -f 2r cos y) = 0 
ergiebt , welche ferner zu 

G = 0 oder G + 2rcosy = 0 

führt. Aus der ersten dieser beiden Gleichungen würde nach 1) 
sich u = 0, e = 0, tc=r ergeben, und der Punkt (uvw) würde 
also mit dem Auge zusammenfallen, von welchem Falle natürlich 
hier abzusehen ist; daher ist nach dem Obigen: 


also nach 4) : 


G + 2rcosy = 0, G = — 2rcosy; 


u = — 2rcosacosy, 


5) •[ e = — 2rcos/Jcosy, 


< v = — zr c 

( »e=r(l — 2cosy*) = — rcos2y 

zu setzen. 

Für das Bild (u'v'tc'), in welchem die als Ebene der xy an- 
genommene Tafel von der von dem Auge nach (uvw) gezogenen 
Geraden geschnitten wird, ist nach 2): 
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also: 

«). . 


cosn , cos ß 

r, — r, 

cosy cos y 


u>' = 0. 


Nach 5) und 6) finden also zwischen dem Punkte (irrte) o»d 
seinem Bilde ( u'v'to ') immer die durch die folgenden Gleichungen 
ausgedrückten Relationen Statt; 


7) 


— 2r cos« cos y. 

u' = — 

COS Cf 

r, 

co sy 

— 2r cos 0 cosy. 

o' = — 

cos ß t 
cosy T * 

r(l — 2cosy*) = — rcos‘2y; 

«c'=ü; 



welche die hauptsfichlicbste Grundlage unserer folgenden Be- 
trachtungen bilden. 

Leicht leitet man aus diesen Relationen auch die Gleichung: 
8) . uu' + cn' + tctc' = 2r*siny* 

ab. 


§. 2 . 

Wir wollen nun die Coordinaten v', u>‘ des Bildes durch 
die Coordinaten u, v, tc des entsprechenden Punktes ausdrücken. 

Aus den Gleichungen 7) ergiebt sich auf der Stelle: 


9 > v ' 20 2coiy*’ tP=ü; 

nun ist aber: 

f->(0 

«o = r(l — 2cosy*), cosy*= ; 

also nach 9) : 

«» u ' = r—tc’ ' = *’»* 

Nach 1) ist: 

■ = ± V f* — u*— e*. 

also : 

ru 

u' =2 p :, 1 : : t 

r^W*— »*— v* 

»> \ V ‘ = — ? — - 

r=F W*— «•— u* 

«n'ts 0. 
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Nennen wir die Halbkugel, In welcher das Auge liegt, nicht 
liegt, respective die positive, negative Halbkugel, so ist offenbar 
«c positiv. oder negativ, jenachdem der Punkt (uvtc) in der posi- 
tiven oder negativen Halbkugel liegt; also müssen wir in den For- 
meln 11) die oberen oder unteren Vorzeichen nehmen, jenachdem 
der Punkt (uvtc) in der positiven oder negativen Halbkugel liegt. 


§. 3. 

Umgekehrt wollen wir nun auch die Coordinaten u, v, tc des Punk- 
tes (uvtc) durch die Coordinaten v', tc' seines Bildes ausdrücken. 

Nach 10) ist: 



also nach 1): 

(u' 4 -|- t?'*) -f tc* = r* , 

welche Gleichung man leicht auf die Form : 

„ 2r (u'* -f e**) „ r* — «'* — »*• 

* _ r* + U *+-v* W - T r* +«'*+*'• ’ 

also, wie man leicht findet, auf die Form: 

. r (»'* + «>'*) r» 

w r* + u'*+ (r®+ «'*+»'*)* 

bringt, woraus sich: 

i*± («'• + «>'*) 

“ — r r* +- («'• + e**) 

ergiebt. Nehmen wir die oberen Zeichen, so erhalten wir tc = r 
und folglich nach dem Obigen u = 0, v — 0, was auf das Auge 
fahren würde, wovon hier keine Rede sein kann, weshalb wir 
die unteren Zeichen nehmen, folglich: 

r 1 — (ti' a + 1 >'®) _ «** + e'* — r* 

—r r* + («'» + »'*) ~ «'* + ** + r* r 

setzen müssen , woraus sich : 

2r» 

ergiebt; also haben wir nach dem Obigen die folgenden Formeln: 
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'V* + n'* + r*’ 


W* + e'* + r* ' 

«'* + »'*— r* 

1 W_ *'*+b'* + r* r - 


Wir wollen jetzt die Projectiou eines Kugelkreises betrach 
ten, dessen Ebene durch die Gleichung 

13) Ax+ By + Ct + D = 0 


charakterisirt werden mag. Liegen also alle durch (urte) darre 
stellte Punkte der Kugelfläche in dieser Ebene, so ist nach 7): 

2r(Aco*a + B cos0)cosy — Cr(l — 2 cosy 1 ) — D = 0. 

Nun ist aber ferner nach 7): 


folglich : 


«' „ e' 

coso= — — cosy, cosp=— — cosy; 


„ . „ a Au‘ + Bv‘ 

A cos a+ IS cosp = cosy , 


und daher nach dem Vorhergehenden, wie inan leicht fibersieht: 

e 

2l tV — (Au' + Br‘){co8y* = Cr + D, 

also : 

Cr + D 

C08y ~2\Cr~(Au‘+Bü‘)\’ 

folglich, in Verbindung mit dem Vorhergehenden: 

«'* Cr + D 

C08 “ ~ r*‘2|0— (A*+Bt0\’ 

„ r'® Cr+D 

coep*- r « ’2|6V — (Au' + Bv^ V 


cosy* = 


Cr+D 

2| O — (Au' + Br') \ ' 


Aus diesen Gleichungen erhält man , weil 

cosu* + cosß 2 | cosy*= 1 
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ist, durch Addition die Gleichung: 


u <s + p <* _ 2|CV— (Au' + Bt>')\ 

r* + Cr + D 


n' 2 +e' 2 f 2(.dw' + Äc') Cr — D 
r« + Cr+D ~ Cr+D’ 


und hieraus : 


u'* 2 Ar u' A 2 r 2 r' 2 2Br t>' Bh* 

r* + Cr + D r + ( Cr+ D )* + r 2 + Cr+D ' r + ( Cr + D )* 

Cr-D (zl 2 +JS 2 )r 2 . 

~0+Z) + (Cr+ />)* ’ 


(u‘ Ar y ft' Br \* M a +ß a +C*)r»-Z)* 

\r + Cr + Dj + Vr + Cr + Dj ~ {Cr+D) 


, ,, .... ,, Är* M 2 +ß 2 +6' 2 )r*-Z)* f 

,4) ( “+tr+/> ) +(r + CH-/P ~ (Cr+D)* 

Bezeichnen wir das von dem IVIittelpunkte der Kugel als dem 
Anfänge der Coordinaten auf die durch die Gleichung 13) cbarak- 
terisirte Ebene gelallte Perpendikel durch P, so ist nach den 
Lehren der analytischen Geometrie: 


~ At+fr+C*’ 

und soll nun die Kugelfläche von dieser Ebene in einem Kreise 
wirklich geschnitten oder von derselben wenigstens berührt wer- 
den, so muss P~r, 


folglich : 


D* , 
A*+ß*+C* < r ’ 


M*+ If 1 f G 2 )r 2 - IP ~ 0 


sein. Unter dieser Voraussetzung ist also nach 14) die Pro- 
jection oder das Bild unsers Kugelkreises ein Kreis; 
die Coordinaten des Mittelpunkts der Projection sind : 

Ar 2 Br 1 

Cr + D’ Cr + D’ 

Th«il XXXIX. 23 
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338 


und der Halbmesser der Projection ist : 


oder : 


V 


(A* + B* + C*)r*- Ü* 
(Cr + D)* 


± C r \ ~D YM* + B* + C*)r* - D» , 

wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem die 
Grösse Cr+D positiv oder negativ ist. 

Wenn man die sogenannten Parameter der Ebene, worunter 
man namentlich in der Krystallographie die gehörig als positiv 
oder negativ betrachteten Entfernungen ihrer Durchscbnittspuukte 
mit den Axen der x, y, i von dem Anfänge der Coordinaten ver- 
steht, respective durch a, b, c bezeichnet; so kann man, wie 
man sogleich übersiebt: 

A=-, B=\, C=-, D =- 1 

noc 


setzen, und erhält dann für die Coordinaten des Mittelpunkts der 
Projection unser» Kreises aus dem Obigen die Ausdrücke: 


a(c — r)’ b(c — r) ’ 

für den Halbmesser der Projection aber den Ausdruck : 

± e -^-YC i .+p+?) r '- 1 ' 

wo man das obere oder untere Zeichen zu nehmen hat, jenachdem 

u 

— — positiv oder negativ ist. 


§• 5. 

Vom Mittelpunkte der Kugel, welcher der Anfang der Coor- 
dinaten ist , füllen wir auf die durch die Gleichung 13) charakte- 
risirte Ebene ein Perpendikel, und bezeichnen dessen Durcb- 
schnittspunkte mit der Kugelfläche durch (jrpj). Die Gleichungen 
dieses Perpendikels sind nach den Lehren der analytischen Geo- 
metrie : 

x y x 
A = B~C’ 

und zur Bestimmung von j, t), } haben wir also die Gleichungen : 
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Ji = ß = C’ » 1 + » , +J* = r»; 

aus denen sich: 

r Ar 

r_± ^*+JS> + C*’ 

Br 

t)=± —.■■■■ . - ^11 , 

VA*+B*+C* 

x _j_ Cr 

} +£•+'€* 

ergiebt. Die Gleichungen der vom Auge nach (tijj) gesogenen 
Geraden sind hiernach : 

A r ~ ± Br ~ Cr ’ 

V" A*+B*+ C* \^/4*Tß*+C* ± VÄß+B*+C* T 

also offenbar: 



* _ JL z—r 

A B CT V^A* + B* + C*’ 


und ist nun (jr'tt'j') das Bild von (rijj), so ist: 


also : 


r 

A 



r 

CT \Tä*Tß*+C*’ 


16 ) 



Ar 

c^fV ^+ß*+c*’ 

Br 

CT V /f*+ß*+C* ’ 


Legt man durch den Mittelpunkt der Tafel und den Mittelpunkt 
des Bildes unsers Kugelkreises eine Gerade, so ist deren Gleichung: 


.... * y 

Ar * ~ 7?r* ' 

CV + ß CV+ß 

also: 

x _ y 
A~ B’ 


23 » 
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und man sieht nun auf der Stelle, dass diese Gleichung befrie- 
digt wird, wenn man für x, y die obigen Werthe von r', n' setzt, 
woraus man schliesst, dass der Mittelpunkt der Tafel, der 
Mittelpunkt des Bildes unsere Kugelkreises und die 
Bilder der Punkte, in denen die Kugelfläche von dem 
von dem Mittelpunkte der Kugel auf die Ebene des 
Kugelkreises gefällten Perpendikel geschnitten wird, 
jederzeit in einer geraden Linie liegen. 


§. 6 . 

Durch den Punkt (urte) auf der Kugelfläche, dessen Coordi- 
naten bekanntlich : 

ti = — 2rcosocosy, 
r — — ircosßcosy, 
w — r(l — 2cosy*) = — rcos2y 

sind, denken »vir uns eine beliebige Gerade gelegt, deren Glei- 
chungen : 

x + 2rcos acosy y -f 2rcos0 cosy : + rcos2y 

cos ö cos ca cos G» 

sein mögen, wo 8, co, 5 die 180° nicht fibersteigenden Winkel 
bezeichnen, »»eiche der eine der beiden von dem Punkte (trrsc) 
ausgehenden Theile unserer Geraden mit den positiven Theilen 
der Axen der x , y, i einschliesst. 

Die Gleichungen des nach dem Punkte (untp) gezogenen Kugel- 
halbniessers sind : 


' 2cosocosy ilcosjjcosy " cos2y 

Soll die erstere Gerade, »vie »vir nun annehmen wollen, auf 
diesem Kugelhalhmesser senkrecht stehen oder die Kugelfläche 
berühren , so muss nach den Lehren der analytischen Geometrie 
die Gleichung: 

19) 2cosoeosycosfl -f- 2 cos /3 cosy cos <a -f cos2ycog(ä = 0 
oder : 

20) 2 (cos a cos 6 f- cos fJ cos a> -f cos y cos 5) cos y = cos ö 
Statt finden. 
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Das Bild von (utrw) ist (u'e'te'), wo bekanntlich 


, cosa , cosß 

u— r, t — — r, to‘ = 0 

cosy cosy 

ist. Durch dieses Bild legen wir eine beliebige Ebene, deren 
Gleichung : 

cosa Ä cosß 
r) + B(u + r) + tfz = 0 

sein mag. Soll nun aber diese Ebene durch die erste, durch den 
Punkt (uvu>) gezogene Gerade gehen, oder diese durch die Glei- 
chungen 17) charakterisirte Gerade in der Ebene liegen, so muss, 
wenn wir 

cos fl , „ _ 

x=z = (i + r coszy) — zr cos «cosy , 

cos» v r " ' 

cos co . a , _ . 

y = cis ö (l + r C0S 2>,) _ 2r C0S <3c0S r ; 

also , wie man leicht findet : 


cosa cos 0 . _ , cosa _ 

x 4 r = = (z 4 r coszy) — r coszy, 

1 cosy cos«' " cn sv ' 


cosy 

cosß 


cosß cos co . 

« 4 -r= =.(z + rcos 2y) — r cos2y; 

• v ‘cosy cos« ' cosy ' 


oder : 


cosa cosfi . f cos 6 cosa\ 

x A — r= —i +r 1 yk — I coszy, 

cosy cos« Vcos« cosy/ ' 

cos 3 cos 0 ) 

« 4- -r= —2 + r 

J cosy cos« 


/cos co cosß\ ,, 

( _ I cos ly 

\cos« cosy/ ' 


setzen, für jedes z: 

, „ cos 6 . „ cos co 
( H =. 4- 15 _ 4- tf ) z 

' COS « T COS« T ' 


\r 


( cos fl cos a\ „/cos« cos ß \ „ 

) + 35 l = ) ! coszy 

cos» cosy/ vcos« cosy/ 


1 = 0 


sein, woraus sich die beiden Gleichungen: 
_ cosö „ cos co 

jj — =4-» 4- <£=0, 

cosu cosu 


/ cos fl cos a\ / cos« eosß\ ^ 
\cos« — cosy/ vcos« cosy/ — 
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ergeben, so dass man also, wenn 0 einen gewissen Factor be- 
zeichnet : 


oder auch 


a = 

<b( 

^C08<0 

cosß\ 



vCOSÖ 

cosy / * 


— © 

/cosö 

C08«\ 

Vcosö 

cos y) * 

ff =■ 

m cos a cos oj — cos ß cos 8 



cosy cos ö 


11 = 
» = 
ff =- 

offenbar auch bloss: 


cos oo cosß 
cos« cos/’ 

( cos 8 cos a\ 
cos 5 cos y/ 

cos neos <a — cos ß cos 8 , 
cos y cos ö 


I H — cos ß cos « — cos y cos«, 

B =cosy cos ö — cos o cos (3 , 
ff = cos a cos ta — cos ß cos 6 

setzen kann. Daher ist die Gleichung unserer Ebene: 


(cos ß cos u 

22) . . . + (cos y cos 6 
+ (cos a cos oj 

Die Durchschnittslinie dieser Ebene mit der Tafel ist das Bild 
oder die Projection der ersten durch den Punkt (uctc) gelegten, 
durch die Gleichungen 17) charakterisirten Geraden, uiid die Glei- 
chung dieses Bildes oder dieser Projection ist also : 

_ cos a \ 

(cos p cor 6) — cos y cos co ) (x -4 r) I 

COS y I 

_ cosß f = ° 

+ (cosycos6 — cosacos«) (y-f -r) 1 


— cos y cos«) (* + 

— cosacos «)(jy 


— cos ß cos 8) l 


x + r) J 

cosy I 

;.y + — — r) >= 0 ’ 
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•24)... 


cosa 

x + r 

cosy 


cos ß 

V 4 r 

" cosy 


cos« cos G> — cosy cos fl cos ß cos (,) — cosycosco’ 


Bezeichnen wir die 180° nicht (‘ibersteigenden Winkel, welche 
der eine der beiden von dem Punkte ( u'e'w ') ausgehenden Theile 
des durch die vorstehenden Gleichungen charakterisirten Bildes 
mit den positiven Theilen der Axen der x, y, z einschliesst, durch 
fl'. cd', ö'; so ist, wenn G' einen gewissen Factor bezeichnet, 
nach 24) : 

cos ö' = G‘ (cos a cos <5 — cos y cos ö), 
cos ca' = G‘ (cos ß cos ö — cos y cos io) , 
cosö' = 0; 


also, wenn man diese Gleichungen quadrirt und dann zu einan- 
der addirt: 


1 = G'* I (cos n cos S — cos y cos fl)* + (cos ß cos ö — cos y cos cd)* I , 
welche Gleichung man mit Hülfe der beiden Gleichungen : 
cose* + cos/3® + cos y® = I , cos 6® + cos cd® -f cos 5*= 1 
leicht auf die Form : 

cosy* , i 

— [2 (cosocosö + cos/Jcoscd -f cosycos ö)cosy — costt] cosiö | 
also nach 20) auf die Form 



1 = G^cosy* 

bringt, woraus sich 

G' = dt— 
cosy 

und daher nach dem Obigen : 


25) 


. cosacosu— cosy cos fl 

cos fl = i 1 . 

cosy 

cos ß cos 3 — cosycos cd 

i cos cd' = I . --- — ■■ — , 

— cosy 

cosö'=U 


ergiebt. 

Es entsteht nun die Frage, wie man in diesen Formeln die 
Zeichen zu nehmen hat, wenn die Winkel fl', cd', ö' dem Theile 
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des Bildes der durch den Punkt ( ucw ) gelegten, durch die Glei 
chungen 17) charakterisirten Geraden entsprechen sollen, welcher 
als das Bild des Theils dieser Geraden zu betrachten ist , den 
die Winkel 0, cd, « entsprechen. Diese Frage kann auf folgende 
Art beantwortet werden. 

Von dem Punkte (ucw) aus schneiden wir auf dem durch die 
Winkel 0, a>, ä bestimmten Tbeile der durch diesen Punkt ge- 
legten, durch die Gleichungen 17) charakterisirten Geraden ein 
beliebiges Stück R ab, und bezeichnen durch X, Y, Z die Coor- 
dinaten des Endpunkts dieses Stücks; so ist: 

X — — 2rcos«rcosy -f li cos ll , 

F= — 2rcos|Scosy -f Rcost », 

Z =z — rcos2y -f li cos ö = — r(2cosy* — 1) + R cosoi. 

Von dem Ange ziehen wir nach dem Punkte (XYZ) eine Ge- 
rade, bezeichnen deren Durchschnittspnnkt mit dem Bilde der 
durch den Punkt (ucw) gelegten, durch die Gleichungen 17) cha- 
rakterisirten Geraden durch (X'Y'Z'), und die Entfernung diese« 
Punktes von dem Punkte (u'c‘w‘) durch R' ; so ist: 


x: = - — -r + Ä'cos0', 
cosy 


Y=- 


cos ß 
cosy 


r+ R ' cos co', 


Z' = 0. 


Die Gleichungen der durch das Auge und den Punkt (XVZ) ge- 
legten Geraden sind : 


und es ist also : 


x y i — r 
X~ Y~ Z=~r’ 


X 1 
X 


Y‘ 

T 


r 

Z — r ’ 


X - Z—r’ 


folgt; also nach dein Obigen: 

„ 2rcosocosy — Rcosf) 

X'= _ -~a = — r, 

Jrcosy 1 -- freosfc) 

Folglich ist nach dem Obigen : 


Y'= 


rY 

Z—r 


2r cos fl cosy — Reo so 
2r cos y* — li cos ö 
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cos o 2r coso cosy — R cosff 

cos y ■ Ir cos y® — R cos U 

cos/S 2rcosflcosy — Rcotsco 

cosy zrcosy* — li coso 


also : 


26) 


R‘ cos fl' = — 


Ä'cos a>' = - 


(cos a cos u — cosy cos fl) Rr 
cos y (2r cos y 4 — ü cos 0 ) ’ 

(cos ß cos 5 — cos y cos co) Rr . 


cosy (2r cos y 4 — /f coso) 
und daher nach 25) offenbar : 

Rr 


oder: 


R‘ = T 


R‘=± 


2rcosy 4 — R cosu ‘ 


/«r 


/fco su — 2rcosy 4 


Nun kann man aber das ganz willkührliche /f offenbar immer 
so klein annehmen, dass die Grösse R cosw — 2rcosy 4 negativ 
wird, wobei man zu beachten hat, dass 2rcosy 4 stets eine posi- 
tive Grösse ist; und wollte man nun in den Gleichungen 25), also 
auch in der vorstehenden Gleichung die oberen Zeichen nehmen, 
so würde R‘ negativ ausfallen, was ungereimt jst, woraus sich 
ergiebt, dass man in den Gleichungen 25) die unteren Zeichen 
nehmen, also: 

• cosy cos 6 


27). 


oder : 


27*) 


cos a coso 

cos ff — — — 

cosy 


cosf 

cos ta = 


cos o' = 0 ; 


cos o — cosy cos <0 
cosy 


/ „ coso _ 

1 COS ff — COS ff cos O , 

l cosy 

l cos ß _ 

1 cos tu' = cost» coso. 


cosy 

* cosö' = 0 

setzen muss. Führt man diese Ausdrücke von cosfl', coso>', 
cos 5' in die ganz allgemein gültigen Gleichungen 26) ein, so 
erhält man : 

28) Ä' = 


Rr 

2r cos y 4 — R coso 
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Aus dem Punkte ( uvtc ) lassen wir jetzt eine zweite auf dem 
nach (uvtc) gezogenen Kugelhalbmesser senkrecht stehende Ge- 
rade ausgehen, und bezeichnen die von derselben mit den posi- 
tiven Theilen der Axen der x, y, z eingeschlossenen, 180 ° nicht 
übersteigenden Winkel durch 0, , oi, , ö, ; so ist nach 27) für das 
Bild dieser Geraden: 


29). . . 


! ' COS0,' : 
COS 00|' 


cosocosu, — cos y cos 0, 
cosy 

cos /Jens «i — cos y cos oi, 
cos y 


' coso,' = 0. 


Bezeichnen wir ferner den von den beiden von (uvtc) ausgehen- 
den, durch die Winkel 6, m, ö und 0, , to, , 5, bestimmten Ge- 
raden eingeschlossenen, 180° nicht Übersteigenden Winkel durch 
fl, den von den Bildern dieser beiden Geraden eingescblossenen, 
180 ° nicht übersteigenden W'inkel durch fl', so ist: 

cos fl = cos 0 cos 0, + cos ca cos co l -f- cos ö cos Ö[ , 

COS fl' = COS 0'cos 0, ' -f- COS Oj' COS Q)| ' -f COS Ö'COS Ö] 

Nun ist aber: 


(cos a cos u — cos y cos 0) (cos e cos o, — cosycos0 t ) 

+ (cos |3 cos ö — cosy cos co) (cos ß cos ö, — cos y cos oi, ) 

(cos o* -f cos jS 4 ) cos ö COS Ö| 

+ cos y* (cos 0 cos 0, -f- cos co cos ca, ) 

— (cos a cos 0 + cos ß cos co) cosy cos ö, 

— (cos a cos 0, -|- cos |3 cos a)|) cosy cos ö 
(cos n 2 4- cos /)*) cos Ö cos ö, 

4- cos y“ (cos 0cos0, 4- cos ai cos ei, ) 

— (cos o cos 0 -f cos/Jcosai 4- cos y cos ö) cosy cos ö, ' 

— (cos ct cos 0, -f cos ß cos oj, 4-cosycogö,)cosyco8Ö 
4- 2cosy*cosöcosö, 

(cos a 1 4" cos ß 2 4- cos y a ) cos Ö cos ö, 

4- cos y* (cos 0 cos 0, 4- cos oi cos oii + cos 5 cos ö, ) 

— (cos acos 0 4- cos/Jcosai -f cosycosöjcosycosö, 

— (cosocos0, 4- cos |3 coa m, 4-cosyco8W,)cosycosö 
cos y* (cos 0 cos 0, 4- cos ai cos oi, -f cos ö cos ö, ) 

— 41 2 (cos a cos 0 4- cos ß cos ai 4- cos y cos ö) cos y — cos ö ! cos ö, 

— i 12 (cos acos 0, 4- cos ß cos oi, -f cosy cos ö,)cosy — cos 5, 1 cosö 
cos y* (cos 0 cos 0, 4- cos oi cos ai, -f cos ö cos Ö t ) 
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nach 20). Nach 27) und 29) ist offenbar: 

(cos a cos w — cos y cos 6) (cos a cos öj — cos y cos ö, ) 

4 (cos ß cos 5 — cos y cos oi) (cos ß cos 5, — cos y cos ®, ) 

= cos y 1 (cos d' cos fl, ' 4 cos <o' cos m, ' 4 cos ö' cos ö, ')• 

Also ist: 


cosAcosA, 4 costocosm, 4 cosöcosw, 

= COS ö' COS ö, ' 4 COS Ol' COSO> t ‘ 4 cos 5' cos ö,', 
folglich nach dem Obigen : 

cos Sl = cos Sl', Sl=Sl'; 

weil die Winkel Sl und Sl‘ zwischen 0 und 180° enthalten sind. 

Hieraus ergiebt sich nun der folgende wichtige Satz: 

Wenn von einem beliebigen Punkte der Kugel- 
fläche zwei beliebige, die Kugelfläche berüh- 
rende Gerade ausgezogen werden, so schlies- 
sen die Bilder dieser beiden Geraden auf der 
Tafel immer denselben W'inkel mit einander 
ein wie die beiden in Rede stehenden Geraden 
selbst. 

Gewöhnlich wird dieser Satz etwas anders ausgesprochen ; 
der vorstehende Ausdruck desselben scheint mir aber der Natur 
der Sache am Meisten zu entsprechen ; man kann hierüber auch 
meine frühere, eine mehrfach andere Tendenz als die vorliegende 
verfolgende Abhandlung über die stereographische Projection in 
Tbl. XXXII. Nr. XXV. S. 280. vergleichen. 
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XXIV. 

De parallelogrammis, quorum latera per quattuor 
puncta data transeant. 

Auctore 

D". Christiano Fr. Lindman , 

Lect. Stren gnc*en*i. 


Puncta data A, B , C, D appellentur eorumque coordinatae 
orthogonales , servato online, sint x 3 , y 3 ; a- t , y 3 ; x 3 , y 3 ; x 4 , y 4 . 
Sint primum lineae per A et B transeuntes inter se paralleiae 
itidenique lineae per Cd D ductac inter se. Si tangentes angu- 
lorum, qui inter has lineas et axin abscissarum comprehenduntur. 
litteris / et & ex online designantur, inveniuntur aeqnationes 

lineae per A ductae y — y t = t(x—x t ), 

». B „ y—y. t = t(x~x 4 ), 

„ „ C „ y-y a = &(x—x 3 ), 

„ „ B „ y—y t z=&(x — x 4 ). 

Coordinatae punctorum, »bi linea prima tertiam et quartam 
secat, sunt: 

„ t*i — &x 3 t y,—y, t& (x, - 

Sl>3— f ’ ’Jl’S — 

► / r , — &X 4 + y 4 — y t t» (x, - x 4 ) | ty 4 — &y , . 

«•*«= 1-9 ’ %>«= ~9 ’ 

e quibus posteriores suhstituendis x 4 , y 4 pro x 3 ,y 3 inventae sunt. 

Coordinatae puncti, ubi secunda linea tertiam secat, inreni- 
untur, si in prioribus x lt y, in x % , y 3 mutantur. ita reperimus: 

iXy— Dx t +y t —y% _t&(x 3 —x 3 ) + ty a Oy* 

^.3 — t —9 * “ t— 0 
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Facile patet, iinearo (= t ,) puncta primum et secundum conjun- 
gentem esse unum et lineam (= s 2 ) punctum primum et tertium 
coojungentem esse alterum latus contiguum parallelogrammi quae- 
siti atque ideo 

2 _ ( *(*4 — —.Vs) * (>+<*) 

*• “ (/ — 9) 2 

2 _ (<(^t — •*») + ?h - yi)* 0 -f **) 

* — (t-») a 

Angulus (= V), quem bae lineae comprebendunt , ejusmodi 
est. ut sit 

tR 1 ~ 1 + 19 ’ 

or- «-■» )* 

bin + 

Itaque invcnitur superficies (=/-',) parallelogrammi quaesiti: 

ij _ j. x *> + Ifa ~ Vi) — * 3 ) + .Va ~ Ui) , , v 

t _ 9 . u; 

ubi signum ita eligendum est, ut t\ positiva fiat. 

Indicibus permutandis reperitur superficies, si linea per A 
ducta lineae per C aut D transeunti parallela fingitur. Ita fit: 

iy • (f(*i — *») ±Jh — Hl ) (&(*4 — * 2 ) + ffa— y*) 

t—9 ’ W 


u _ . (<(*| — * 4 ) h Hi— Hi) (&(** — *s) + H3—V2) 
, » — ± t—9 


(3) 


ubi signa eodem atque antea modo cligenda sunt. 

Si quis eos tangentium l et 9 ralores quacsirerit, qui maxi- 
mum aut minimum parallelogrammum efficiant, differentiatione 
inveniet, neque maximum nec minimum reperiri. 

Jam vero parallelogramma illa rectangula sumamus vel. quod 
idem est, # = — T- Ita e forraulis (I), (2), (3) inveniemus: 

„ , tf -*2) + .V2-.V1) ( f (.Vs — y*> + * 3 — *4) 

« 1 — ± 1 + ft » 

,, _ , (i (*1 — *3) + .Va — ?/i ) ( t(yi— !/J + Xt—xJ 

1*2 — ± T+l 5 ’ 

_ « (x, —X4) + y«— yi) (<( y 3 — y») + x 3 — x,) . 

Ä 3 -± 1 + p • 
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vel si brevitatis caussa ponimus: 


Ai = (x,- x t )(y 2 — y,), 

Bi=(x i—x % ) (x 3 — x t ) + ( y. t - y, ) ( y t — y 4 ) , 
(\ =(x,—x t )(y 3 —y 4 ); 

A t = (x t — x t ) (y 3 —yi), 

B t =(x l — x t )(x t — xd + (y 3 — y t ) (yt — ,v<). 
C t =(.x i — x 3 ) (y, — y 4 ) ; 

A 3 = (x 3 — x % ) (y 4 — y x ), 

Ä s=(«i -**)(*»—■ *i) + (j4— yi)(ys— y*). 
('s = (*i — xj(y 3 - >/*)■ 


R t =± 

B t =± 


A x + 2?,t+ C,(* 

(4) 

1 + 1* 

A t + ß,(+ Cfl* 

(5) 

i + t* 

Ai + Bit+Cil * 

1 + t® 

(6) 


Nuraquid rectanguium sit maximum aut minimum, jam quaera- 
mus. Si primuni ß, consideramus , differentiando inveniemus : 

rfß, B x +2(6’, - A x )t- Bit 1 
dt ~ ± (1 + t*)» 

Poaita f ~r^ — 0, invenitur : 


« = ^1 C, - +, + V^(C, - +,)* + »,*). 

Repetita differentiatio, quum terniini, qui propter aequationem 
*^- = 0 evanescunt, negliguntur, dat: 

d*R, _ 2(C, —A x —B x t) 
dt !* * ( 1 +**)* ' 

Si valores inventi in (4) introducuntur , reductionibus quibusdam 
factis , prodeunt : 

=i (C, + Ai + VTC.-^ + ß,*), 

Ri • = - 1 (C x + Ai - V'(C7-+,)»+BT*)- 


Signa ita sumenda esse, ex eo intelligitnr, quod est 


Digitized by Google 


per quatluor puncta data transeant. 


351 


(Ci — + -B,* > (C, + A t )* vel £,*>4^6',, 

id quod valoribus quantitatum A t , /i, , C, considerandis elucet. 

. . . , . .... 

Jam sequitur, ut in - ^ sigoum superius pro pnore valore ipsius 

t, sed signum inferius pro posteriore eligendum sit. ln utraque 

igitur re evadit < 0, atque ideo est et R x et R x " maximum. 

Minimum non esse etiam sine calcnlo patet, quia lineae ita duci 
possunt, ut nullum rectangulum prodeat. 

Permutandis indicibus, maxima rectangulorum R t et R t inve- 
»iontur. 

Jam quaeramus, quando rectangula, de quibus agitur, in 
quadrata transeant. Tum est 

!<(•*,—**) + y t - y t i® = I < (y 9 — y 4 ) + x t — x 4 

unde invenitur : 

r _ Ja-^« + yi -y« 

*i— **— ys + y 4 ’ 

t „ _ * 4 — yi+yi 

x i — + y * — Di 

ltaque sunt latera quadratorum, bis valoribus respondentium : 


„ < _ ■ ~ - *♦) -f (yi — y») (y» — y«) ^ 

1 x t — x t — y, + y 4 

„ ( (ji— *«)(* » — * 4 ) + (yi— yi)(y»— y«) 

1 ~ *i— **+.Va— y 4 

Si prius x it y s , deinde x 4 , y 4 pro x % , y t et contra posuerimus, 
bioa quadrata inveniemus. ltaque sex omnino sunt quadrata, quo- 
rum latera per quattuor puncta data transeant. Cfr. Clausen in 
hoc Arch. Toni XV 7 . pag. 238. 
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Vebungtaufgaben für Schüler. 


XXV. 

Uebungsaufgaben für Schüler. 


Von Herrn l)r. Christian Fr. Lind in an inStrengnäs in Schweden. 


1. Invenire terminum generalem et summarn seriei n 4 I ter 
minorum 


i + 


3 . 11 

4 + IB + 



2. Omnis nuraerus formae 2 i P+ l -f 1 et formae Vf — 1 per 3 
divisibilis esse demonstratur. 


3. E tribus punctis datis (in eadem linea non jacentibus) ut 
centris tres circulos describere, qui tres tangentes commune* 
habeant. 


XXVI. 

M i s c e 1 I e n. 


Geometrischer Satz. 

Von dem Heran «ge her. 

In einem mit dem Halbmesser r beschriebenen Kreise sei 
eine Sehne AB = s gezogen, welche den Kreis in zwei Abschnitte 
theilt. Ueber dieser Sehne AB=s als Grundlinie beschreibe man 
in die beiden Abschnitte Dreiecke und bestimme die Durcb- 
schnittspunkte der Höhen derselben. Man soll den geometrischen 
Ort dieser Durchscbnittspunkte finden. 
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Man nehme A als Anfang und ABzxs als den positiven Theil 
der Axe der x eines rechtwinkligen Coordinatensystems der xy 
an, und bezeichne in diesem Systeme die Coordinaten des Mittel* 
punkts des Kreises durch a, 6; so ist 

(x — «)*+ (y— 6)* = r* 

die Gleichung des Kreises. Nun ist aber offenbar n® + A* = r®, 
und folglich : 

2oa: — 26ysr0 oder y® = 2oa;+2 by 

die Gleichung des Kreises; auch ist klar, dass j— 2a ist. 

Die Spitze S eines beliebigen der über AB = t als Grund- 
linie Io einen der beiden Kreisabschnitte beschriebenen Dreiecke 
sei durch die Coordinaten x, n bestimmt; so ist 


n , , 

y=i=i {x ~' ) 

die Gleichung der Seite BS dieses Dreiecks ; also ist 

JT — t , x — ‘ln 

y — — x oder y = - — x 


die Gleichung des von A auf die Seite BS gefällten Perpendi- 
kels. Bezeichnen nun x, y die Coordinaten des gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkts der drei Höhen unsers Dreiecks, so hat man 
zu deren Bestimmung offenbar die beiden Gleichungen: 


woraus folgt : 


x — x, y=- 


X — X, I): 


X — 2ft 

x; 

(x — 2a) x 


Da der Punkt (xvf) in dem gegebenen Kreise liegt, so ist nach 
dem Obigen: 

r* -f «)* = 2ajr + 2 bq, 


und die Gleichung des zu bestimmenden Orts ist also : 


( x — 2a)®. z* 2 bx(x — 2a) 

x* + — s = lax 


oder 


x(x — 2a) -f 


r y 

x*(x — 2a)® 1bx(x — 2a) 

f 


= 0 , 


also : 


Theil XXXIX. 


24 
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Miicelleu. 


oder 


*(*-2 0 ) 2A = 0 

y * y 


x * -f y % — 'iax -| 2 by = 0. 

oder 

x* -f y * = 2 ax — 26y , 

d. i., weil a*-f6*:=r* ist, wie man leicht findet: 

(x — o)* + (y + 6)* = r*. 

Folglich ist der Ort ein mit dem Halbmesser r aus dem dnrck 
die Coordinaten o , ■ — b bestimmten Mittelpunkte heschriehenerKreU 

Ist e die Entfernung des Durchschnitts|innkts der drei Hülm 
des oben betrachteten Dreiecks von dessen Spitze S, so ist: 

e»=(x-T)* + (y-lt)* = (y-p)*, 


also nach dem Obigen : 


. , . (x— l 2n)x l , (a-* + y* — 2«^)* 

p* = iy + — z — > = ’ 


und folglich, weil 


ist : 


.r* 4 y* — 2a.r = — 2by 


e* = -16*, e = ±2 b-. 


indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 6 
positiv oder negativ ist Also ist e eine constante Grösse. 

I 


Von dem H e r r u m g e 1» r r. 
Um die beiden Gleichungen 

x — y ~ a, x* — y* — n * 
aufzulösen, setze man 


so ist: 
also : 

und folglich 


x + y = u ; 

ix — u + a , 2y — u — o ; 
2(x* — y *) — u a a + uo s , 
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’2a* = u a a + ua a , 2a s = u (a* + u*) 

oder : 

i 

U 

Eine Wurzel dieser Gleichung ist offenbar -=1, und dividirt man 
u /u\ 3 u 

nun reit 1 in [-) 4- 2 hinein, so erhält man zur Be- 

a \a/ a 

Stimmung der beiden anderen Wurzeln die Gleichung: 

(;)’ + >=»• 

durch deren Auflösung sich 

jj = -i±*V^ = -4(IT 

\ 

ergiebt, so dass also die beiden anderen W'urzeln imaginär sind. 
Wendet man auf die Gleichung 

-Y + - -2 = 0 

aj a 

die cardaniscbe Formel an, so erhält man: 


oder : 


u j . / 28 » t » / 28 

-=V(l+y ^) + V / (l-\ 57 


Diese Wurzel ist reell, und da nun nach dem Obigen die Glei- 
chung nur eine der Einheit gleiche reelle Wurzel hat, so ist 

vfl + Vä+vO-VS- 1 - • 

Wie ist die Richtigkeit dieser Gleichung auf andere Art leicht 
nachzuweisen ? 


Die Bestimmung von x und y ergiebt sich ans dem Obigen 
von selbst. 

Durch Rechnung mit Logarithmen verificirt man vorstehende 
Gleichung leicht wie folgt: 


Digilized by Google 



356 MitceUen. 

log 28 3 = 1,4471580 

log 27 = 1,4313638 

28 

/log“ = 0,0157942 

!o g y g = 0,0078971 

y ^ = 1,018350 


,+ v 

1 ~ = 2,018350 


1 28 

1 “ =—0,018350 

log(l+^ 

/“) = 0,3049965 

■og(l — ^ 

/“)= 0,2636361—2. 

log V'fl + ^ 

1 ®)= 0,1016655 

iogv(i— y 

^>=» 0,4212120-1. 

V(l+^ 

^~) = 1,263763 

V(1-^ 

/“) = - 0.263762 

vo+y “ >+v(i-1 

^ 1,000001. 


Von dem Herausgeber. 


Ein dem Wesentlichen nach bekannter Beweis des Ausdruck 
von Wallis für n lässt sich mit besonderer Strenge auf folgende 
Art darstellen. 

Aus der bekanntet) Reductionsformel 


/sinar B 8a:= — 


-sin^" - * cosa; + 
n 


n— 1 
n 


/sin 8a: 


ergieht sich sogleich : 

7t 7t 

/ * n — 1 P* 

sin x"Sx = # sinx*~*8a:, 
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woraus man. wenn der Kürze wegen 

71 

t Jn — f sina*3x 

0 * * ' 

gesetzt wird, die Relation 

i n ~ 1 / 

Jn = — Jn-Z 

erhält. 

Ist nun zuerst n eine gerade Zahl, also etwa n — 2p, so ist: 

2p- 1 


J‘Zjl — " 




_2p-3 

Jz/i-% “ 2^—2 • 

_2p- 5 

2/,_4 — 2p-4 ' 

U. 8. W. 

J* 33 

a = u> i 

also durch Mnltiplication : 

1. 3. 5.7.... (8p- 1) 


i„ \-r i 

2.4. 6. 8.... 2p 


und folglich , weil 


J 0 — J* dx = ^ 


ist: 


Jt/n — 


1.3. 5. 7 .... (2g— 1) n 
2.4.6. 8 2p ' 2 " 


Ist ferner « eine ungerade Zahl, etwa n=2p-f-J, so ist: 

2p 

•Vh =2^jTi •*%>-' • 

2p— 2 , 

Jzfi—i = 2^t 1 Ap-s > 

, _ 2 f*— 4 , 

3 — äjr^ni *'*'•-» ’ 

u. s. w. 

J> = tJ*. 

J» = l^i ; 
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also durch Multiplication : 


. _ 2.4.6.8.. .,2p 

3,5.779 (2p + t) *'* ’ 


und folglich, »eil offenbar 

Jx 


ist : 


Jift+l = 


■J sinarSx = I 

0 

2. 4. 0.8... .'2p 

3.5. 7. 9.... (2p + "!)' 


VC 

Zwischen 0 und ist allgemein 


sin#" > sin #*+ 1 , 


also, nach dem bekannten Hauptsätze von den bestimmten Inte- 
gralen offenbar : 

71 71 

* 

sina’+'S.r 

O O 

oder in der obigen Bezeichnung allgemein J n "> Jn+ i, folglich: 

Jtfl > J*ia+i , 

und daher nach dem Obigen: 


j sin #“3# > C 


1.3. 5.7.... (2p— 1) * 2. 4. 6. 8. ...2p 

~ 2.4.6.87... 2p "2 > 3.5.7.fl....(2p+l)’ 

woraus : 

* 2. 2. 4. 4. 6. 6. ...2p. 2p 

2 > 1.3.3. 5. 5. 7 ....(2p— l)(2p-f 1) 

oder : 

« 224466 2p 2p 

2 > T’ 3 ‘ 3' 5* 5 ’7 *‘"2p — 1 ’2p -fl" 


Ferner ist nach dem Obigen : 


also -. 


./•2/,+a < 7xu+i, 

1 1 3.5.7 11 .. (2p+l) n 2.4 1 6.8 : ...2p 

2.4.6.8.. ..(2p+2)' 2 < 3. 5.7.6.... (2p + j) ’ 


woraus : 


oder: 


n , 2.2.4.4.6.6....2p.(2p + 2) 

2 < 1.3.3. 5.5.7. ...(2p+l)'(2p+l) 
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n 224466 2p 2p + 2 
2 < 1'3'3'5‘5*7' " 2(i+l'2|i+r 
Setzt man : 

2 2 4 4 6 6 2p 2p 
— T‘3’ 3 ’ 5 ’5 ’ 7 ■*" 2p — 1 ’2p+ 1 ’ 
2 2 4 4 6 6 2p 2p -f 2 
* 1"3'3"5'6’7 2p 4 1 ‘2p+l ; 


re 2p -f- 2 1 

so ist: also, weU Äp = 2 ~q^^p = (l +2^7])^ 

ist : 

^<2 <( 1 +2^jrf)^- 

A n 

Die Differenz der beiden Gränzen ist j, und da 

ist, so ist diese Differenz kleiner als . ■> , kann also belle- 

-(2p -f 1) 

big klein gemacht werden, wenn man nur p gross genug nimmt. 
Das Wesentliche dieser Darstellung gehört Sturm an; m. s. 


Cours d’Analyse par M. Sturm, publid d’aprds le voeu 
de l’auteur par M. E. Prouhet. Tome II. Paris. 1859. p. 9., 
ein vieles Schöne enthaltendes Huch. 


Geometrischer Lehrsatz. 

Von Herrn Profcnor Simon Spitzer in Wien. 

Wenn im Kreise ein Centriwinkel und ein Peripheriewinkel 
auf denselben Bogen aufstehen, so ist bekanntlich der Centriwin- 
kel zweimal so gross als der Peripheriewinkel. Ein Satz, der 
diesem analog ist, gilt auch für die Kugel. Schneidet man näm- 
lich eine Kugel durch eine Ebene und verbindet jeden Punkt 
des Schnitts sowohl mit dem Centrum der Kugel als auch mit 
einem beliebigen Punkte jenes Theils der Kugeloberfläche, wel- 
cher mit dem Centrum auf derselben Seite der Ebene liegt, so 
erhält man zwei Kegetflächen, die eine gemeinschaftliche Basis 
haben; die Spitze der einen liegt im Centrum, die Spitze der 
anderen in der Peripherie der Kugel. Führt man sodann durch die 
Spitzen beider Kegel eine Ebene, welche beide Kegel in geraden 
Linien, die Kugel aber in einem grössten Kreise schneidet, so 
ist der Winkel, welcher gebildet wird durch den Schnitt der 
genannten Ebene mit dem Kegel, dessen Spitze in der Kugelober- 
fläche liegt, halb so gross als der Winkel, welcher entsteht durch 
den Schnitt derselben Ebene mit dem Kegel, dessen Spitze im 
Centrum der Kugel liegt. 
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Schreiben des Herrn E, Bacaioglo in Bucarest au den 
Herausgeber über die Formeln der s|>hfirischen Trigono- 
metrie. 

28. Mai 

Bucarest ^ j UI1 -, *862. 

Gestatten Sie mir. Ihnen eine modificirte Ableitung einiger 
Formeln aus der sphärischen Trigonometrie mitzutheilen. 

Jedermann weiss, dass die Formel 

„ cos A -f cos Beos C , 

1) cosa= : — jj—r ~ aus dieser anderen: 

sin/>sinG 


2) cos A — 


cosa — cos ( cos c 
sin 6 sine 


mH Hälfe der sphärischen Polar- oder Suppleinentardreiecbe ab- 
geleitet werden kann. Es bezeichnen dabei a, h, c die Seiten, 
A, B, C aber die Winkel eines sphärischen Dreiecks. Diese 
Ableitung ist sehr einfach, nur bleibt Anfängern und wenig Ge- 
übteren im mathematischen Nachdenken, denen die Reciprecität 
der polaren Dreiecke nicht ganz klar ist, der Verdacht, als ob 
die Formel 2) eine allgemeine, Formel I) aber nur Itir das einem 
gegebenen Dreiecke entsprechende Polardreieck wahr sei. Aus- 
serdem scheint es mir nicht ganz ohne Interesse zu sein, For- 
mel 1) direct aus 2), d. h. ohne Zuhilfenahme der polaren Drei- 
ecke abzuleiten, und dies geschieht ganz einfach in folgender 
Weise. Man addire zu 2) das Product der Gleichungen 

_ cns( — cosacosc _ cosc — cosacos( 

COS iS = ; ; — , COS c; = : — 7 , 

sin 11 sine sinn sin 6 

und dann ergiebt sich: 

cos A + cos B cos C 

(cos a — cos 6 co8c)8in*a + (cos 6 — cosa cos c) (cosc — cosacosÄ) 


sin 2 asin (sin c 

1 — cos s a — cos *6 — cos*c + 2 cosa cos (cosc 

= cos a — — • ■ - — . . . ; 

sin *n sin (sine 

und wenn mau sich erinnert, dass 

. „ — cos *<1 — cos *6 — cos *c -|- 2 cos n cos ( cos e 

sinc» = — r — r — > 

sinn sine 

, Vl — cos *n — cos*( — cos *c + 2 cosa cos (cosc 

sin C— : j— 2 » 

sin a sin ( 

so findet man cos A + cos B cos C= cosasin ßsin V oder auch 


cos A -f- cos B cos C 

= ;.-b .-vs *)• 


*) Mir war diene Ableitung nicht neu, jedoch (heile ich «ie immer- 
hin mit, um iie wieder in Erinnerung xu bringen. G. 
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XXVII. 

lieber den Schwerpunkt und dessen nützliche Anwen- 
dung in der Stereometrie. 

Von 

Herrn Corneille-L. Landrt - , 

Privat- Lehrer der Mathematik in Utrerht. 


§. 1. 


Leber die B es ti minun g der Schwerpunkte der Vielecke. 


I. Die drei geraden Linien, welche je eine Ecke eines 
Dreiecks mit der Mitte der gegenüberliegenden Seite verbinden, 
schneiden sich bekanntlich in dem nämlichen Punkte, und zwar in 
dem Schwerpunkte des Dreiecks. Dass dieser Durchschnitts- 
punkt der Schwerpunkt ist, ist so bekannt, dass es überflüssig 
wäre, es auf analoge Weise wie die übrigen Sätze in diesem Auf- 
sätze zu begründen. 

Wir nennen gleich am Anfänge, der Einfachheit der Bezeich- 
nung wegen, das Centrum der mi ttleren A bs tände von zwei 
oder mehreren Punkten den Schwerpunkt dieser Punkte. 

Theilt man ein beliebiges Viereck durch eine Diagonale in 
zwei Dreiecke , so liegt natürlich der Schwerpunkt des Vierecks 
auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte dieser beiden Dreiecke. 
Ohne nun den Grundsatz der Statik (Gleichheit der statischen 
Momente) zu benutzen, kann man leicht den Schwerpunkt des 
Vierecks bestimmen, mittelst des einleuchtenden Princips, dass der 
Durchscbnittspunkt zweier Scbwerlinien der Schwer- 
Thnl XXXIX. 25 
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paukt ist. Ich zog nämlich die zweite Diagonale des Vierecks 
wodurch das Viereck aufs Neue in zwei Dreiecke getheilt war 
deren Schwerpunkte ich wieder durch eine gerade Linie verband 
und also eine zweite Linie bekam, worauf der Schwerpunkt de» 
Vierecks lag. Der Schwerpunkt selbst war daher völlig bestimmt 
Das Gesetz von der Gleichheit der Momente bewährte sich in der 
That, wie folgende Rechnung zeigt 

Schneiden sich die beiden Diagonalen AC und BD des Vitr 
ecks ABCD (Taf. IV 7 . Fig. 1.) im Punkte a, nehmen wir Ab = Cb. 
Ac — Bc, Cd — Dd , Bc—De\ so ist der Durchschnittspunkt e 
von Bb und Cc der Schwerpunkt des Dreiecks ABC; p (Durch, 
schnittspunkt von Ad und Db) der Schwerpunkt des Dreieck» 
ACD; deshalb op eine Schwerlinie des Vierecks; q (Durchschnitts 
punkt von Ae und De) der Schwerpunkt des Dreiecks ABI) 
und endlich r (Durchschnittspunkt von Bd und Ce) der Schwer 
punkt des Dreiecks BCD ; daher ist qr die zweite Schwerlinir 
des Vierecks. Der Punkt z, in welchem sich op und qr schnei 
den, ist mithin der Schwerpunkt des Vierecks. 

Nun ist bekanntlich /(6=3o6, Db = Apb, folglich op || BD 
op schneide die Diagonale AC in f, so haben wir denn auch. 
Ba=Aof, Da—Apf-, ebenso schneiden sich qr und BD im 
Punkte g, qr\\AC, Aa = Aqg, Ca = Arg ; das Viereck ofzg ist 
also ein Parallelogramm. 

Weiter haben wir: 

\ABC: \ACD — Ba:Du = of-.pf. 

V- = pf— ft = \Da — ag , 

oz = of F fz — {Ba + ag. 

Daher : 

pz:oz — Da — Aag: Ba + Aag, 

aber 

Da — Aag ~ De + ae — ‘lae — Be — ae = Ba , 

Ba + Aag — Be — ae 4 2 ae — De f ae = Da : 

folglich : 

pz : oz = Ba : Da. 

Wir erhalten also, was wir suchten: 

\ABC: t^ACD = pz :oz . 
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oder : 

i A/iCx oz ~ ^ ACDxpz. 

Weil nun of Ar fp—pz -p 01 ist, so findet sich aus obigen Pro- 
portionen: of = pz , nz — fp, welches ein leichtes Mittel zur Con- 
struction des Schwerpunktes des Vierecks darbietet, wie auch Herr 
Möbius in seiner Statik bemerkt hat 

Man findet natürlich auch: 

A ABDXyz = \ BCDXrz, yz = ry , yy = rz. 

Aus obigen Proportionen leitet man noch leicht die folgen- 
den ab : 

Viereck AB CD: \ABC = op:pz, 

Viereck ABCD: A ACD = op-.oz , 

Viereck ABCD: A AB!) - cp-.rz, 

Viereck ABCD: &BCD = qriqz ; 

«eiche ich nur deshalb erwähne, weil ich dieselben bei der Be- 
stimmung der Schwerpunkte der andere i Vieleke benutzen werde. 

1(. Das Fünfeck ( ABCDE , Taf. IV. Fig. 2.) lässt sich auf 
fünf Arten durch eine Diagonale in ein Dreieck und ein Viereck 
tbeilen. In unserer Zeichnung ist: 

a der Schwerpunkt des Dreiecks ABC, 
o ,, ,, ,, ,, BCE, 

c ,, ,, ,, ,, ABC r 

^ i> »» »» »» ACE ; 

mithin ist der Punkt o, worin sich ab and cd schneiden, der 
Schwerpunkt des Vierecks AB CE. Da nnn e der Schwerpunkt 
des Dreiecks t 'DE ist, so ist oe eine Schwerlinie des Fünfecks. 

Weiter ist: 

f der Schwerpunkt des Dreiecks BCD, 
y „ •» »I ,» B DE i 

also ist der Punkt p, worin sich be und fy schneiden, der Schwer- 
punkt des Vierecks BCDE ; up ist deshalb eine zweite Schwer- 
linie des Fünfecks. Der Durchschnittspunkt z von oe und ap ist 
daher der Schwerpunkt des Fünfecks. 

Nun haben wir bewiesen : 

25 ' 
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Viereck ABCE: \BCE— abzao 
i BCE : i CDE = ep'.bp 
Viereck ABCE:\CÜE = abxepzaoxbp. 

Nun werden die drei Seiten de» Dreiecks obe von der Ger»- 
den dp geschnitten; deshalb führt die Theorie der Transver 
salen auf folgende Gleichung: 

abXozXep — aoXzeXbp, 

oder: 

abxep-.uoxbp — ze:oz. 

Mithin ergiebt sich, was wir suchten: 

Viereck ABCE: A CDE = ze: 01 . 

Gleichfalls haben wir: 

Viereck Zf CÖJE : &BCE z=.be\pe 
\BCE: \ABE = ao-.bo 
Viereck BCDE: \ ABE = aoXbe-.peXbo. 

Nun kann aber auch oe als Transversale des Dreiecks abp be- 
trachtet werden, folglich haben wir: , 

aoXbeXpz = peXazXbo , 

oder: 

aoxbe :peXbo — az:pz. 

Deshalb : 

Viereck BCDE : &ABE = az:pz. 

Verbinde ich nun den Schwerpunkt i des Dreiecks ADE mH 
dem Schwerpunkte q des Vierecks ABCD, so soll die Vorhin- 
dungslinie iq durch den Schwerpunkt j des Fünfecks gehen, sie 
es auch in der That in der Figur der Fall ist. Es giebt natürlich 
fünf solche Schwerlinien, welche sich im Punkte z schneiden. 

Zugleich ist uns das Mittel dargeboten, den Schwerpunkt 
zweier Dreiecke zu finden, welche nur eine Ecke gemeinschaftlich 
haben. Z. B. die Gerade ce, welche die Schwerpunkte der beide* 
Dreiecke ABC und CDE verbindet, ist eine Schwerlioie der aas 
beiden Dreiecken zusammengesetzten Figur. Zieht man nun eine 
Gerade durch tl (Schwerpunkt des Dreiecks ACE) und durch 
so wird offenbar der Durchschnittspunkt (i) von dz und ce der ge 
suchte Schwerpunkt der beiden Dreiecke ABC und CDE sei« 


Digitized by Google 



und dessen nützliche Kimendung In der Stereometrie. 


365 


Noch ziehe man ci, welche de schneiden wird in r (Schwerpunkt 
des Vierecks ACDE). Nun hat mau: 


&ABC:\ACE = od-.co 

&ACE:£i CDE=re:dr 

&ABC-.& CDE — odxre-.coxdr. 

Weil nun die Geraden er, eo und ds durch je eine Ecke de« 
Dreieck« und durch' den nämlichen Punkt (i) gehen, so lehrt die 
Theorie des Transversalen: 


oder: 

daher: 


odXreXcs = coXdrXes 
odXre : coXdr — es :cs , 
&ABC: &CDE = ei:ci; 


folglich auch: 

\ABC\ &CDE:±CDE = ce.cs; 

wir hatten schon: A CDE: & A C E = dr:r e 

~\ABCT A CDE : A A CE = cexdncsXre. 


Betrachten 
alsdann ist: 


wir nun er als Transversale des Dreiecks des, 
ceXszXdr = scXzdXre , 


oder: 


ceXdr-.ctXre = id:si ; 


wir erhalten also: 

&ABC+ \CÜE.^ACEnmd.ss. 


III. In dem Sechsecke (Taf. IV. Fig. 3.) ist: 

a der Schwerpunkt des Dreiecks DEF , 
b „ „ .. CDF , 

o „ „ „ Vierecks CDEF , 

p „ i> » ABCF, 

q „ „ „ Fünfecks ABCDF ; 


aq und op sind deshalb Schwerlinien und deren Durchschnitts- 
punkt z ist der Schwerpunkt des Sechsecks. Nun ist schon im 
Vorigen bewiesen: 
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Viereck CDEF: &CDF — ab:ao 

\CDF: Viereck ABCF= pq:b q 

also: Viereck CDEF: Viereck AB CF — nbXpq'-aoXbq. 


Da wieder aq Transversale des Dreiecks pob ist, so haben wir 
abXpt/Xzo = aoXbqXpi, 

oder: 

abXpq'.aoXbq = pz:oz ; 

daher: 

Viereck CDEF: Viereck ABCF = pz:zo. 

Wir haben aber auch : 


Fünfeck ABCDF: \ CDF —bp:pq 
\ CDF: ^ DEF =ao:bo 
Fünfeck ABCDF : \ DEF— bpXao : pqXbo. 


Nun betrachte man das Dreieck abq mit dessen Transversale po 
wodurch sich ergiebt: 

aoXbpXqz = boXpqXaz , 


oder: 


bpXao : pqXbo — az:qz-, 
so dass wir wieder erhalten: 


Fünfeck ABCDF: \ DEF = az:qz. 

In dem Sechsecke gieht es neun Schwerlinien, welche sirk 
im Punkte z schneiden, denn man kann dasselbe auf sechs Arten 
in ein Dreieck und ein Fünfeck, und auf drei Arten in zwei Vier 
ecke zerlegen. ‘ 

Auch kann man den Schwerpunkt zweier von einander ent 
lernten, obgleich in der nämlichen Ebene liegenden Dreiecke fi" 
den, wofür ich ein neues Sechseck gezeichnet habe (Taf. I' 
Fig. 4.), weil in Taf. IV. Fig. 3. alle zu suchenden Schwerpunkt« 
einander so nahe kommen, dass die Linien schwer zu untersebei 
den sein würden. 

In Taf. IV. Fig. 4. habe ich die Schwerpunkte nicht construitt. 
sondern nur gewühlt, welches aber der Beweisführung nicht scha 
det, wie man sehen wird. Sei denn: 


Digitized by Google 


und dessen nützliche Anwendung in der Stereometrie. 367 


a der Schwerpunkt des Dreiecks ABC , 

p „ ,. „ Vierecks ACBF , 

q „ „ „ Fünfecks ABCDF. 

Letzterer Punkt liegt natürlich auf ap zwischen a und p. 

b der Schwerpunkt des Dreiecks DEF ; 

deshalb ist bq eine Scbweriinie des Sechsecks. 

r der Schwerpunkt des Fünfecks ACDEF, 

welcher auf pb zwischen p und b liegt, ar ist die zweite Schwer, 
linie des Sechsecks; der Durchschnittspunkt (:) von ar und bq 
ist nun der Schwerpunkt des Sechsecks, die Linie pz schneidet 
die Linie ab im Schwerpunkte (s) der beiden Dreiecke ABC und 
DEF. Nun haben wir kraft des Vorigen: 

A ABC: Viereck ACDF = pq:aq 
Viereck ACDF: \ DE F = br-.pr 

A ABC: A BEF — pqXbr-.aqXpr. 

Weil ar. bq und ps sich im Punkte : schneiden, haben wir: 
brXpqXas— aqXprXbs, 

oder 

brXpq -aqXpr = bsuis: 

mithin : 

A ABC: A DEF—bt:af, 

folglich auch : 

A ABC + A BEF: A ABC — ab: bs , w ir wussten schon : 
A ABC: Viereck ACBF = pi/:aq 
\ABC f A BEF: Viereck ACBF— a/tXpq :bsXaq ; 


aber das Dreieck nps mit dessen Transversale bq gieht: 
nbXszXpq — aqXbsXp s, 

oder: 

ab X pq : aqXbs =z pz:sz, 
so dass wir erhalten: 


A ABCA- A Viereck ACBF = pz:sz. 

IV. Um für das Siebeneck ( ABCDEFG ) den Schwerpunkt 
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auf ähnliche Weise zu bestimmen und zu gleicher Zeit das Ge- 
setz von der Gleichheit der statischen Momente bewähret zu sehen, 
theile man dasselbe durch eine Diagonale ( AC) in ein Dreieck 
(ABC) und ein Sechseck (ACDEFG), und durch eine zweite 
Diagonale (AD) in ein Viereck (ABCD) und ein Fünfeck 
(ADEFG). Oder man ziehe die Diagonalen AD und AE, welche 
jede das Siebeneck in ein Viereck und ein Fünfeck theilen. Die 
Schwerpunkte aller dieser Figuren kann man nach dem Vorigen 
construiren, und mithin bekommt man wieder leicht zwei sich 
schneidende Schwerlinien nebst dem Dreiecke mit der Trans- 
versale. 

V. Im Allgemeinen: Gin n- Eck (ABC....) theile man von 
irgend einer Ecke (A) aus durch eine Diagonale in ein p-Eck 
(ABC....) und ein (n — p-|-2)-Eck, und durch eine zweite Dia- 
gonale vou der nämlichen Ecke aus in ein (p+q )- Eck (ABC ) 

und ein (n — p — ^ + 2)- Eck. Die erste Diagonale theilt das 
(p + gj-Eck wieder in ein p-Eck und ein (q -f 2) • Eck , und die 
zweite Diagonale theilt das (n — p^-2)-Eck in ein (r/-(-2)-Eck 
und ein (n—p — f -f'2)-Eck. Die beiden Schwerlinien, deren 
Durchschnittspunkt der Schwerpunkt des n-Ecks ist, verbinden 
den Schwerpunkt des p- Ecks mit dem Schwerpunkte des (n — p-f2)- 
Ecks, den Schwerpunkt des (p f-ijj-Ecks mit dem des (n-p—q+'l)- 
Ecks. Nimmt man noch die beiden Geraden hinzu, welche den 
Schwerpunkt des p-Ecks mit dem des (y-}-2) - Ecks, den Schwer- 
punkt des (^-|-2)-Ecks mit dem des (n—p — $-|-2)-Ecks verbin- 
den, so bekommt man wieder das Dreieck mit der Transversale 
Es ist also das Suchen des Schwerpunkts eines beliebigen Viel- 
ecks zuriickgebracht auf das Suchen der Schwerpunkte anderer 
Vielecke von einer kleineren Anzahl Seiten, wodurch die Allge- 
meinheit der Methode völlig bewiesen ist. 

Je grosser die Anzahl der Seiten ist, in desto mannigfaltige- 
rer Weise kann man das Vieleck tbeilen, und erhält also desto 
mehr Gerade (Schwerlinien) für je zwei sich ergänzende Theile, 
welche sich in einem Punkte (Sphwerpunkt) schneiden. Ist non 
ein Vieleck einer Linie zw eiten Grades ein- oder umgeschrie- 
ben, so lassen sich vielleicht mittelst der bekannten Theorie 
der polaren Reciprocität noch einige nicht unwichtige Sätze 
ableiten. Es wäre aber ein besonderes Studium erforderlich, sol 
ches zu untersuchen. 

Es hat nicht die mindeste Schwierigkeit, das nämliche Ver- 
fahren auch für Vielecke mit convexen Winkeln anzuwenden, denn 
sie sind immer als die Differenz zweier oder mehrerer gewöhn- 
licher Vielecke zu betrachten. 
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§• 2 . 


lieber die Bestimmung der SchwerpunktederPolyeder. 


I. ln Dr. Th. van Doesburgh’s „Ligchaamsmeting 
cn bolvormige D ri ehoeksm et i n g“, verfasst nach den aka- 
demischen Vorträgen des Herrn Professor Dr. Buys Ballot, ist 
folgender Satz bewiesen: Die geraden Linien, welche die 
Spitzen einer dreiseitigen Pyramide mit den Schwer- 
punkten der gegenüber liegenden Seitenflächen ver- 
binden, schneiden sich in einem Punkte (dem Schwer- 
punkte der Pyramide), welcher auf » dieser Linien 
liegt, von den Spitzen ab gerechnet. 

II. Hiernach ist es sehr leicht den Schwerpunkt einer vier-, 
fünf-, u. s. w. n-seitigen Pyramide zu linden. 

Die vierseitige Pyramide ABCDE (Taf. V’. Fig. 5.) wird so- 
wohl von der Ebene ACE als von der Ebene ABI) in zwei drei- 
seitige Pyramiden getheilt. 

Es sei nun : 


a der Schwerpunkt des Dreiecks BCE, 


b „ 




d „ 


e 


„ CDE, 

„ BCÜ, 

„ BDE, 
Vierecks BCDE. 


Ziehen wir An, Alt, Ac, Ad und nehmen ap = \Aa, bq = \Ab, 
cr=iAc, ds — iAd, so sind p, q, r und s respective die Schwer- 
punkte der Pyramiden ABCE, ACDE , ABCD und ABDE. 
Nun haben wir offenbar: pq\\ab, rs[\cd. und zwar liegen pq und 
r* in einer und derselben Ebene, weil beide Geraden gleiche Ent- 
fernung von der Spitze haben , sie schneiden sich also in einem 
Punkte (:), dem Schwerpunkte der vierseitigen Pyramide. Weiter 
ist es leicht zu ersehen, dass die Punkte A, z und e in einer 
(•eraden liegen, und zwar im Durchschnitte der Ebenen Auh und 
Ade, und dass ist. Weiter haben wir: 

Pyr. ABCE : Pyr. A CDE = \ B CE : A CDE = be : ne ss qz : pz. 
Ebenso: 

Pyr. ABCD: Pyr. ABDE—n:rz. 


Digitized by Google 



370 Corneille- L. l.andri: lieber den Schwerpunkt 

Es hat nicht die mindeste Schwierigkeit, diese Methode für 
fünf - und mehrseitige Pyramiden anzuwenden, so dass allgemein 
der Schwerpunkt der Pyramide von der Spitze ab auf 
l derGerade u liegt, welche die Spitze mit dem Schwer- 
punkte der Grundfläche verbindet. 

III. Es wäre nun nicht schwer, auf ähnliche Weise die 
Schwerpunkte aller solcher Polyeder zu bestimmen, welche be- 
grenzt sind von zwei gegenüber liegenden Dreiecken und drei 
Vierecken, und sich daher auf mehrere Arten in eine dreiseitige 
und eine vierseitige Pyramide zerlegen lassen. Ich habe dies 
aber unterlassen, weil ich beweisen muss, dass die Methode für 
jedes beliebige Polyeder anwendbar ist. Deshalb haben wir nun 
zuerst das Polyeder, welches sieb in zwei dreiseitige Pyramiden 
zerlegen lässt (Taf. V. Fig. 6.): 

(Polyeder = Pyr. DABC, f Pyr. EABÜ). 

Der Schwerpunkt liegt natürlich wieder auf der Geraden, 
welche die Schwerpunkte beider Pyramiden verbindet. Legt man 
nun eine Ebene DAEF durch AI) und AE, so ist das Polveder 
in zwei vierseitige Pyramiden getheilt, deren Schwerpunkte mau 
zu bestimmen weis«; man erhält dann eine zweite Schwerlinie, 
und mithin den Schwerpunkt seihst. Da aber die Construction 
dieser Schwerlinie ohne descriptive Geometrie ziemlich be- 
schwerlich ist, so habe ich ein anderes Mittel ersonnen; ich habe 
nämlich eine Ebene (Sch werebene) gesucht, welche den Schwer- 
punkt enthalten muss. 

Wenn sieb die Ecke D der vierseitigen Pyramide (Taf. V. 
Fig. 5.) auf einer Ebene parallel zu der Ebene des Dreiecks ACT. 
bewegt, so bleibt die Höhe der Pyramide DACE dieselbe, folg- 
lich bewegt sich der Schwerpunkt q gleichfalls parallel zu der 
Ebene ACE (denn er liegt stets auf i der Höhe). Indess lassen 
wir die Pyramide ABCE ungeändert, so dass der Schwerpunkt 
(i) des ganzen Polyeders immer auf der sich bewegenden Gera- 
den pq liegen bleibt. Es ist nun nur die Frage, wie sich der 
Punkt i bewegen wird bei der Bewegung von I). Schiebe sich 
denn dor Punkt D zuerst fort parallel zu CE, bis er in der Ver 
längeruug der biante BC ankommt; während dieser Verschiebung 
beschreibt auch q eine Gerade parallel zu CE, und weil nun der 
Inhalt keiner der beiden Pyramiden sich geändert hat, p unbe 
weglich geblieben ist, und wir eine vierseitige Pyramide behalten 
haben, wenigstens bis sie dreiseitig geworden ist; so werden auch 
die verschiedenen Geraden pq stets von z im nämlichen Verhält 
nisse getheilt, so dass auch > parallel zu CE sich fortbewegt 
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bat. Nach seiner Ankunft in BC bewege sich D parallel zu AC, 
bis er in AB kommt, endlich gehe er parallel zu AE, so dass 
D einen ganzen Dreiecksumfang durchlauft, dessen Ebene parallel 
zu ACE ist. Aus den obigen Gründen haben nun auch q und z 
jeder einen Dreiecksumfang parallel zu ACE beschrieben. Be- 
wegt sich nun D längs irgend einem andern Wege, obgleich im- 
mer parallel zu dem Dreiecke ACE, bis er in der Ebene einer 
der drei Seitenflächen ABC, ÄßE oder BCE ankommt, so wissen 
wir wenigstens schon, dass der Schwerpunkt in dem oben genann- 
ten Dreiecksunifaug ankonimen muss; dies ist aber noch nicht 
hinreichend um zu schliessen, dass für jede Zwischenlage des 
Punktes l) (d. h. ausser den drei genannten Ebenen), der Punkt 
z sich auf der Ebene dieses Dreiecks beiinden muss. Folgende 
Betrachtung bringt dies aber meines Bedünkens zur Evidenz: 
Wenn der Punkt D sich längs mehreren verschiedenen Wegen 
(stets parallel zu der Ebene ACE) bewegt, und sich diese Wege 
ein oder mehrere Male schneiden, so schneiden sich natürlich die 
übereinstimmenden Wege, welche z durchläuft, eben so viele Male, 
und da z nun stets in dem Umfang des genannten Dreiecks an- 
kommen soll, so kann dies nur dann Statt linden, wenn sich z 
in der Ebene dieses Dreiecks selbst fortbewegt. 

Um also den Schwerpunkt eines aus zwei dreiseitigen Pyra- 
miden zusammengesetzten Polyeders (Taf. V. Fig. (i.) zu bestim- 
men, lässt man eine der beiden Spitzen, welche die beiden Pyra- 
miden nicht gemeinschaftlich haben ( D oder E), sich bewegen, 
parallel zu dem den beiden Pyramiden gemeinschaftlichen Dreiecke 
(ABC), bis man eine vierseitige Pyramide erhält, durch deren 
Schwerpunkt (welchen man nun zu linden weiss) man eine Ebene 
legt parallel zu oben genanntem gemeinschaftlichen Dreiecke 
(ABC). Der Durchschnittspunkt dieser Ebeue mit der Geraden, 
welche die Schwerpunkte der beiden dreiseitigen Pyramiden (ABCD 
und EABC) verbindet, ist dann der gesuchte Schwerpunkt des 
Polyeders- Es bedarf wohl keiner Nachweisung, dass das Ge- 
setz der statischen Momente hierdurch bewährt wird. 


IV. Für das aus drei dreiseitigen Pyramiden zusammenge- 
setzte Polyeder (AßCI)EF, Taf. V. Fig. 7.) sei: 


V 
• 1 

r 

a 

t 


der Schwerpunkt der Pyramide ABCD, 

,, ,, ,, , , Et ACE) , 

„ „ des Polyeders ABCDF, 

„ ,, der Pyramide BCDE, 

„ „ des Polyeders ABCDE ; 
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r/t und rs sind deshalb Schwerlinien des Polyeders. Sie liegen 
in einer und derselben Ebene, weil r mit p und q, und t mit p 
und s in einer Geraden liegen, und schneiden sich in einem Punkte 
(i), dem Schwerpunkte des Polyeders ABCDEF. Nun haben 
wir bewiesen : 

Polyeder ABCDF-.Pyr.ABCD = pq-.rq 

Pyr ,A BCD :Pyr. BCD E=ts:pt 

Polyeder ABCDF: Pyr .BCDE — pqx Is : rqXpt. 

Da wieder tq Transversale des Dreiecks prs ist, so haben wir: 
pqXtsXrz = rqXptXsz, 

oder: 

pqXU'.rqXpl — ix:rz; 

so dass wir habeu:' 

Polyeder ABCDF:Pyr. BCDE = tz:rz. 

Ebenso: 

Polyeder ABCDE:Pyr. FACU = qz:tz. 

Zieht man nun noch tq und pz, so ist deren Durchscbnittspnnkt 
(n) der Schwerpunkt der beiden Pyramiden FACD und BCDE, 
welche nur eine Kante (CD) gemeinschaftlich haben. Mittelst 
des Dreiecks pqt und seiner Transversalen rs, qt und pu bewei- 
sen wir leicht gerade wie wir etwas Analoges bei’m Fünfecke 
und Sechsecke bewiesen haben : 

Pyr. ACDF : Pyr. BCDE = tu : qu. 

Für die Vielecke glaube ich die Allgemeinheit dieser Me- 
thode genugsam entwickelt zu haben, so dass die Allgemeinheit 
auch für alle Polyeder in die Augen fällt. 

Neues mögen die vorigen Discussionen nicht an's Licht ge- 
bracht haben, die Theorie der Schwerpunkte ist aber dadurch in s 
Gebiet der Geometrie zurückgeführt, auf ganz andere Weise als 
dieses von Cbasles in seinem seböneu „Traite de Geome- 
trie s u pe rie u r e“ (p. 328 sqq.) geschehen ist. Für jede Figur und 
jeden Körper findet man das Centrum der mittleren Ab- 
stände aus den Sätzen: Für zwei Punkte liegt das Cen- 
trum in der Mitte beider, welcher Satz eine Identität ist, 
und: Das Centrum aller Theile ist auch das Centrum 
des Ganzen, woraus folgt: Wenn man auf (zwei) ver- 

schiedene Arten irgend ein Ganzes in zwei Theile 
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zerlegt, so liegt immer das Centrum des Ganzen auf 
der Geraden, welche die zwei Centra verbindet, daher 
in dem Durchscbnittspunkte aller Geraden, welche die 
Centra je zweier solcher sich ergänzender T heile ver- 
binden. 


«• 3. 


Inhaltsbestimmung der abgestumpften Prismen, (in 
welchen Grund- und obere Fläche nicht parallel sind). 


I. In ür. van Doesburgh’s schon oben genanntem Lehr- 

buche der Stereometrie ist bewiesen, dass der Inhalt des 
Parallel epi p ed ons sich nicht ändert, wenn eine der 
Seitenflächen sich um den Dur chs ch ni t ts pu n k t der 
Diagonalen dreht. Seien nämlich £ die Fläche eines Paral- 
lelogrammes, das entsteht, wenn man eine F.bene senkrecht zu 
den vier parallelen Kanten eines abgestumpften Parallelepipedons 
legt, p der Durchschnittspunkt der Diagonalen der Grundfläche, 
q der Durchschnittspunkt der Diagonalen der oberen Fläche, so 
findet sich, dass der Inhalt des abgestumpften Parallel-- 
epipedons = Sxpq ist. - 

Diese so einfache Formel hat mir Anlass gegeben zu unter- 
suchen, ob es nicht möglich wäre, den Inhalt eines beliebicen 
•abgestumpften Prisma’s (denn das Parallelcpipcdon ist doch 
auch ein Prisma) durch eine einfache Formel auszudrücken, wel- 
ches mir in der That gelungen ist. 

II. Betrachten wir denn zuerst das abgestumpfte dreiseitige 
Prisma (Taf. V. Fig. 8.). Seien die parallelen Kanten AD, BE 
und CF senkrecht auf der Grundfläche (ABC). Nennen wir den 
Inhalt dieses Körpers V, so hat man bekanntlich: 

V = A ABCx\(AD + BE + CF). 


Nehmen wir AG — GB, DR = EH, und ziehen CG, FH und 
GH; offenbar ist nun GH [| AD\\ BE || CF. Ferner sei Gz=z\GC, 
Hz t = \HF, so sind z und z, die Schiverpunkte der Grund- und 
der oberen Fläche, zz, ist dann auch || GH |j u. s. w. Noch zie- 
hen wir HJ\\ GC, HJ schneide zz, im Punkte K. Nun haben wir: 

FC= FJ + JC = 3z, K + zK 
AD+ BE— 'iHG = ’2zK 
AD + BE + CF = 3 z,K + 3z A = 3zz,. 
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Wir erhalten also die einfache Formel: 

F= A ABCxxzt- 

»er Inhalt lindert sich daher nicht, wenn die obere Fläche sich 
um den Schwerpunkt dreht. Wenn die parallelen Kanten nicht 
senkrecht auf der Grundfläche sind, so lege man eine Ebene senk- 
recht zu den parallelen Kanten ; nennt man nun die Fläche des 
entstehenden Dreiecks den senkrechten Durchschnitt, so 
hat man den Satz: 

Der Inhalt des abgestumpften dreiseitigen Prismas 
ist das Product aus dem senkrechten Durchschnitt 
und der Länge der Geraden, welche die Schwerpunkte 
der Grnnd - und oberen Fläche verbindet. 

III. Derselbe Satz gilt nicht nur für das dreiseitige, sondern 

fär jedes beliebige abgestumpfte Prisma, welches sich beweisen 
lässt mittelst der in §. I. bewiesenen Delationen, wenn man den 
für das Trapez geltenden Satz dazu nimmt (Man sehe: Dr. Buys 
B al Io t „Regina o I en enGronden d e r RI e ctk u n de.“ Dritte 
Ausgabe). Sei nämlich (Taf. V. Fig. 9.) gegeben: BC senk- 

recht zu AB und CD-, EF, parallel zu AB und CD, schneide 
AD in E und BC in F, so hat man: 

FCx Aß -f BFx CD — BCx EF 

und 

DExAB + AExCD — ADxEF. 

IV. Das vierseitige abgestumpfte Prisma ( ABCDEFGH) 
(Taf. V. Fig. 10.), worin die parallelen Kauten auch senkrecht auf 
der Grundfläche sind, zerlege man durch eine Ebene, welche durch 
zwei parallele Kanten AB und CF geht, in zwei dreiseitige ab- 
gestumpfte Prismen (ABCEFH und ACDHFG). Es sei: 

p der Schwerpunkt des Dreiecks ACD , 

„ „ ABC, 

„ Vierecks ABCD, 

„ Dreiecks /IGF, 

„ .. HEF, 

,, Vierecks HEFG. 

pp , und qq t sind offenbar parallel zu den parallelen Kanten; dass 
dies auch von z: { gilt, lässt sich leicht nachweisen; denn wenn 
S die Grösse des zweiflächigen Winkels, welchen Grund- und 
obere Fläche zusammen machen, vorstellt, so hat man bekanntlich: 


q „ 

* » 

V\ » 
<7i .. 

*1 >» 
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\ABC= ±HEFxcoaS, 

A ACD = i//CFxcosS; 

daher: 

A ABC: A ACD = A BEF: A HGF: 

aber wir haben auch: 

A ABC: \ACD = pz:qz, 

\HEF:&HGF=p l z l :q,z l ; 

folglich 

px:qi — p, z, 

Nun sind und 99, parallel, deshalb auch >Z| parallel zu pp, 
und qq x . 

Bezeichnen wir den Inhalt des abgestumpften vierseitigen 
Prismas mit F, so ist nach detu in II. Bewiesenen: 

V = A AHCXqtj, + A ACDxqq,. 

Nun haben wir in §. 1 . bewiesen: 

Viereck ABCDipq — A ABC'.zp — \ ACDzzq: 

oder: 

A ABC =s Viereck ABCDx ~ . 

l»i 

A ACDz= Viereck ABCDx — ; 

pq 

»o dass wir bekommen: 

F = Viereck ABCDx* ^*** 

pq 

= Viereck ABCDx Pq>< — } (siehe 6. 3 , III ): 

7>9 

endlich : 

F = Viereck ABCDxzz ,. 

Man sieht leicht ein, dass, wenn die parallelen Kanten nicht 
senkrecht auf der Basis sind, man auch hier eine Ebene senk- 
recht auf die parallelen Kanten legen kann. Nunmehr hat es nicht 
die mindeste Schwierigkeit, den Satz auf ein beliebiges abgestumpf- 
tes Prisma auszudehnen. Der Gang des Beweises selbst zeigt 
die Allgemeinheit, so dass wir vollkommen sicher den Satz auf- 
stellen können: 
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Der Inhalt eines jed en abgestumpften Prismas in 
das Product aus dem senkrechten Durchschnitt uni 
der Länge der Geraden, welche die Schwerpunkte der 
Grund- und oberen Fläche verbindet. 

Es ist beinahe überflüssig zu bemerken, dass für abgestumpfte 
Cyliuder der nämliche Satz gilt, weil dieselben doch immer als 
Prismen betrachtet werden können. 


§. 4 . 


Erweiterung des Guldin’schen Satzes. 


Im Elementar- Unterricht wird dieser Satz gewöhnlich nnr anf 
die Umdrehung von regelmässigen Figuren beschränkt. Man kann 
ihn leicht für unregelmässige Figuren beweisen. Sei gegeben 
ein beliebiges Viereck, dessen Umdrehung uni eine Axe ausser 
demselben, obgleich in der nämlichen Ebene, einen körperlichen 
Inhalt V erzeugt. Man tbeile es (Taf. V. Fig. 11.) durch eine 
Diagonale AC in zwei Dreiecke ABC und ACD. 

Es sei : 

p der Schwerpunkt des Dreiecks ABC, 
y „ ,, ,, „ ACD , 

z ,, „ ,, Vierecks ABCD\ 

pr, qs, zt seien senkrecht zu der Umdrebungsaxe PQ, so findet sich: 
V — ( \ABCXpr -f A ACDXqsfin; 

aber: 

\ABC= Viereck ABCDx — . 

pq 

\ ACD — Viereck ABCDx~ ■ 

PV 

Daher: 

F = Viereck ABCDx V -^±3l^x in 

pq 

= Viereck ABCDx~^^X 2rr (siehe 6.3., III.). 

pq j ■ / 

Mithin: 

F = Viereck ABCDx'inXzt. 

Auch hier fällt es in die Augen, wie sich dieser Satz für 
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unregelmässige Vielecke von mehreren Seiten beweisen lässt, 
und dass er für einen beliebigen Umdrehungskörper gültig ist. 
Weiter ist es evident, dass, wenn der Schwerpunkt nur einen 
Kreisbogen beschreibt, doch immer der Inhalt des erhal- 
tenen Umdrehungskörpers gefunden wird, indem man 
die Fläche der erzeugenden Figur multiplicirt mit der 
Länge des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges. 

Schliesslich mache ich noch darauf aufmerksam, welche 
schöne Analogie zwischen den Inhalten des abgestumpften Pris- 
ma’s und des Umdrehungskörpers statt findet. Letzterer könnte 
in der That als eine Art Prisma betrachtet werden. Nur ist die 
Linie, welche die Schwerpunkte der Grund- und oberen Fläche 
verbindet, nicht eine Gerade, sondern ein Kreisumfang oder ein 
Kreisbogen, aber immer eine Linie, deren gleiche Theile iden- 
tisch sind, und (darum) auch auf identische Weise an einander 
schliessen. 


XXVIII. 

Theorie der elliptischen Coordinaten in der Ebene. 

Von 

dem Herausgeber. 


§■ »■ 

Wir wollen uns, indem wir in der Gleichung 



die Grösse p als die Unbekannte betrachten, zuerst mit der Auf- 
lösung dieser Gleichung und der genauen Untersuchung der Na- 
tur ihrer Wurzeln beschäftigen, weil diese Untersuchungen die 
hauptsächlichste Basis aller unserer folgenden Betrachtungen bil- 
den. Wir nehmen hiebei immer u und A als ungleich an, indem 
für a—b aus 1) sogleich 


Thvil XXXIX. 
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_ («T (**+»*) 

*“ UT(x*+y*) 

folgen würde, also eine weitere besondere Betrachtung der obirn 
Gleichungen rücksichtlich ihrer Wurzeln natürlich gar nicht r*v 
thig wäre. 

Wenn wir die Gleichung I) auf die Form : 

**(g — !>) +y 8 (g— o)jfc(p-o)(g— b) __ 

(lf — a)(e — b) 

bringen, so erhalten wir zur Bestimmung von p unmittelbar di« 
Gleichung : 

2) . . . . x*(f — b)-\-y 2 (f— o)±(j — a)(f — 6) = ö, 
oder, wie man nach leichter Rechnung findet: 

3) . . . p 2 i + «/ 2 T « T *)e = ± (i.r 1 + ny* T ui) . 
woraus sieb auf bekannte Weise: 

4) 

ergfebt. 

Den Zähler 

(i’+j’ + oT 6) s ± 4(Ax a + biß > ab) 
bringt man leicht auf die Form: 

(** + </ 2 ) 2 T (« — 6)| »(**— 3 /■) V(o-6)|, 

also auf eine der beiden Formen: 

(*• + y 2 ) 2 T (« - 6) I 2(x* + ß) — 4y*T(a—b)\, 

(x* + yß + (0-6)1- 2(x» + y*) + 4x*+(n-6)!; 

oder: 

(x* + yß > 2(o - 6)(x* + iß) + (o - 6)*+ 4(o - b)ß , 

(** + y*)*±2(a-6)(x 2 + ß) + (o-6)* + 4(o-6)x*; 

also: 

I (*• + y*) T (o - 6) |«± 4(o - b)ß. 
t (x 2 + y 2 ) dt (o — 6) 1 2 T 4(o — 6)x*. 
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Betrachten wir nun zuerst die Gleichung: 


5 ) 


- ** . Jt» 

q — a ' q — b 


+ 1 = 0 , 


so ist nach 4): 


6). . e= — i(x 2 + y 2 — a— b) 


±i 


V |(** + ,Jf 2 ) — (<*— b) |,* + 4(a — %* 

V I (x* + y 2 ) + («-— 6) );• — 4(a — h)x* ; 


woraus zuvörderst erhellet, dass die Wurzeln stets reell sind, 
weil, wenn a — b positiv oder negativ ist, respective +4(a — b)y 2 
oder — 4(a — b)x* positiv ist. 

Setzen wir nun: 


7 ). • 


. N = 


I (x 1 + y*) — (a — b) I* + 4(n — % 2 
I (x*+y*) + (<i — 6) 1* — 4(a — 6)x* 


und bezeichnen die beiden Wurzeln, so wie sie durch das obere 
und untere Zeichen in der Formel 6) bestimmt werden, respective 
dnrch l und p; so ist nach 6): 


J A=-4(x a +J»*-a-6)+iVlV, 

^ lt*= — 4(** +$•-«— *) — iVN; 

also: 

A — p=yA', folglich A>p; 

so dass also das obere Zeichen in 6) immer die grössere Wur- 
zel liefert. 

Leicht findet man : 


«-!-*(** + y*-a-«)±iViVI = i I (a - b) + (x* + y*) T Vl *\ , 
b - 1 — i(x* + y 2 - a - b) ± 1 VN I = i I — (« - b) + (x 2 +y 2 ) + VN \ ; 
and folglich, wie sieb sogleich durch leichte Multiplication ergiebt: 


4|a — [ — J(x*+y*— «— 6)±iVlV]||6 — [— J(x 2 +^*— a— 6)++v2V]| 
= (x 2 + y 2 ? VN) 2 - (a-4) 1 

= ( (x* +»*) +(«-6) + VMI(x»+y*)-(«-6) + vM. 

Also ist offenbar: 

26* 
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4(a_i)(6-l) 

= I (** + y*) + (a - 6) - VN 1 1 (** + y*) - (« - 6) - ViV | , 

4(n - p)(6 — f*) 

= I (•** +3t*) + (a - 6) + VN\ t (*• + y a ) - (a - 6) + WV | . 
Wenn nun a>6, also n~6>0 ist, so ist, 

(■** + »*) + (« — b) >0- 

Nach 7) ist in diesem Falle offenbar: 

t(*»+y*) + (a-6)|»>iV> |(x* + y*) — (a — 6)1», 

und folglich, weil hiernach VN grösser als der absolute Werth von 

(** + y*)—(a — b) 
ist: 

+ +(a — 6)— VfV>0, (x* + y a ) — (a— 6)— V^V <0; 

(x* + «/*) + (a— 6) + VN> 0 , (* a + y*) -(a - b) + VN > 0; 

also nach dem Obigen: 

(a — A)(6 — 1) <0, (a — |t)(6 — f») > 0. 

Aus der ersten Vergleichung folgt: 


< 1<A- 


wäre aber 


a<l<6, 

so wäre a<6, da doch nach der Voraussetzung a>6 ist; also ist 

a>l>b. 

Aus der zweiten Vergleichung folgt: 


f* 

wäre aber 

a<P> t>, 

so wäre wegen des Vorhergehenden A<p, da doch nach drin 
Obigen A>p ist; also ist: 


a > p < b. 

Daher haben vrir die folgenden Vergleichungen: 
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a>A>6, a> >* < 6; 


also: 


a>A>6, 6>|u> — <x. 
Wenn a<6, also a — 6 <0 ist, so ist 

(*® + y®) — (« — *)> 0. 

Nach 7) ist in diesem Falle offenbar: 


|(a: a + y*) + (a— 6)|*<^V<|(a:* + y 1 )-(a — 6)!*, 
und folglich, weil hiernach ViV grösser als der absolute Werth von 

(**+»*) + (a-6) 
ist: 


(x a +jy*) + (a-6)-VA r <0, (**+^-( 0 - 6 )- VN> 0; 
(**+»*) +(o— *) + ViV>0, (* a +y*)-(a-6) + VN> 0; 


also nach dem Obigen: 

(a — A)(6 — A) <0, (a — f*)(6 — ft) > 0. 
Aus fler ersten Vergleichung folgt: 


o 


< 

> 


A 




b; 


wäre aber 


<i>A>6, 

so wäre n > h, da doch nach der Voraussetzung a<6 ist; also ist: 

a<A<6. 

Aus der zweiten Vergleichung folgt: 


wäre aber 

a <f*> b. 


so wäre wegen des Vorhergehenden A<p, da doch nach dem 
Obigen A>p ist; also ist: 

Daher haben wir die folgenden Vergleichungen: 
n<A<6, 
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also : 

u<A<6, — oo. 

Die beiden reellen Wurzeln unserer Gleichung liegen aU'i 
im ersten Falle innerhalb der beiden durch die Grössen 


— oo , b, a 

bestimmten Intervalle; im zweiten Falle innerhalb der beiden durch 
die Grössen 

-oo, a, 6 

bestimmten Intervalle. 


Im ersten Falle ist: 
im zweiten dagegen: 

Betrachten wir ferner die Gleichung: 

9) 

so ist nach 4): 


p— O 1 Q — b 


1 = 0 . 


10). . P= l(ar 2 +y 2 + o4-6) 

+ 4 | v l(*» + y*) + (0-6)1*— 4(o-%* 

' V I (** +y») - (o ~b) | * + 4(o — b)x*, 

woraus wiederum erhellet, dass die Wurzeln stets reell sind, 
weil, wenn o — b positiv oder negativ ist, respective + 4(a — b)x* 
oder — 4(a — b)y* positiv ist. 

Setzen wir nun : 


! (** + ff) + (o — b) | * — 4(o — b)tß 
I (•** +3t 2 ) - (o - b) \ * + 4(o - b)x* 


und bezeichnen die beiden Wurzeln, so wie sie durch das obere 
und untere Zeichen in der Formel 10) bestimmt werden, respective 
durch 1 und p; so ist nach 10): 


12 ) 
also : 


f A = i(^Ftt I + a + 6) + iv'.fV', 

lp = «.r* + y* + fl 1-6)- iViV'; 
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1l—H=VPF, folglich ft; 

so dass also das obere Zeichen rn IO) immer die grössere Wur- 
zel liefert. , 

Leicht findet man: 

a — t >( x * + .v a + « + *) ± iViV' | = i t (« — *)“(** + y*) T VN' I. 

6— | j(a:* + y * + a + b) ± lVN' | = il - (a - 1>) — (** + y*) =F VN I; 
und folglich, wie sich sogleich durch leichte Muitiplication ergiebt: 
4|o- [i(x* + S * + o + b) ± \VN' +® + *) ± iVN]\ 

- (at a +y*±ViV’)*- («— *)* 

= I (** + U *) + (a ~ b) ± VN' 1 1 (** + y*) — (o - b) dt V N' I . 

Also ist offenbar : 

4(a — A)(6 — 1) 

= I (** + »*) K« - b) + VJS' I | (** + y*) — (« - b) + VN' I . 

4(« — f*)(6— f») 

= | (** + 0 *) -|- (a - b) VN' 1 1 (j*+y®) — (u— *) — VN' L 

Wenn nun «>-6, also a — 0 ist, so ist 

(xM-y 2 ) + («-*)>» 

Nach 11) ist in diesem Falle offenbar: 

IC** + 2/ a ) + (a - *) l a > iV' > I (ar*+y a ) - (« - 6) I*. 
und folglich, weil hiernach V^' grösser als der absolute Werth von 
(**+#*) — (a~b) 

ist: 

(*• + y«> +(o-4) + ViV'>0, (*» + »*) - (a - 6) + VN' > 0 ; 
(*■+»*) + (a—h)—VN’'>0. (** fy*) — (a — 6)— VN‘ <0; 
also nach dem Obigen : 

(a- 1)(6 — 1)>0, (a-n)(b — n) < 0. 

Aus der zweiten Vergleichung folgt: 

«> (*■ 
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wäre aber 


sowäreo<6, da doch nach der Voraussetzung a> b ist; also ist: 

a p > b. 

Aus der ersten Vergleichung folgt: 


wäre aber 




so wäre wegen des Vorhergehenden A<j», da doch nach dem 
Obigen i> p ist ; also ist: 


a<i>6. 

Daher haben wir die folgenden Vergleichungen: 

O > f» > 6 ; 

also: 

<*<*< + <», a>g>6. 

Wenn a^b, also a — ft ^0 ist, so ist 

(*®+y a )-(«-6)>0. 

Nach (11) ist in diesem Falle offenbar: 

I (** + Jf®) + (« - b) \ * < IV' < | { x * + y*) _ ( a - b) | * , 

und folglich, weil hiernach VW grösser als der absolute Werth ron 

(* a + jr a ) + («-*) 

ist: 

(** + »*) + («-*) + VW > 0, (a-H.y 1 )— (ö — A) + VW > 0; 
(** + y*) + (« — 6) — VW < 0 , (x 2 + */*) — ( a — b) — VW> 0 ; 
also nach dem Obigen : 

(a-A)(A-l)>0, (a — p)(b — ft) <0. 

Aus der zweiten Vergleichung folgt: 

wäre aber 
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a> (t>6, 

so wäre aN6, Ha doch nach der Voraussetzung a<6 ist; also ist: 

«<(*<*• 

Aus der ersten Vergleichung folgt: 


wäre aber 


“> * <*’ 


a>A<A, 


so wäre nach dem Vorhergehenden da doch nach dem 

Obigen iNu ist; also ist: 

a < 1> 6. 

Daher haben wir die folgenden Vergleichungen : 


also: 


6<A< + ac, 


Die beiden reellen Wurzeln unserer Gleichung liegen also 
im ersten Falle innerhalb der beiden durch die Grössen 

b, a, + so 

bestimmten Intervalle; im zweiten Falle innerhalb der beiden durch 
die Grössen 

a, b, +« 

bestimmten Intervalle. 


Im ersten Falle ist: 


A> o> (*>6, 


im zweiten Falle dagegen: 




§. 2 . 

Auch ohne die Gleichungen 


— + ^± 1=0 
q — a q — b 
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wirklich aofzulüsen, kann man auf folgende Art die Reellität der 
Wurzeln dieser Gleichungen nacbweisen und die Gränzen, zwi- 
schen denen dieselben liegen müssen, bestimmen, wobei i und J 
respective eine unendlich kleine und eine unendlich grosse posi- 
tive Grüsse bezeichnen sollen. 


Betrachten wir nun zuerst die Gleichung 


x ■ 
9 — 


« + ? 


-6 


+ 1=0 




und setzen der Kürze wegen 

x^ 1p 

W = f- a + + 1 ’ 

so ist: 


na?i)=*Z+^l Ti +i, 

^±0= 6 -^p±^+i; 

und es haben also offenbar immer, es mag b oder n<6 sein, 
/ta + i) und f[bJti) entgegengesetzte Vorzeichen, woraus- sich 
ergiebt, dass zwischen a und 6 immer eine reelle Wurzel liegt 
Ferner ist 

r® «i9 

= - j^r a —j +b + J , 

folglich fl — J) positiv. Ist nun o>6, so liegen, da, well fl — J) 
positiv und nach dem Obigen offenbar f[b — 0 negativ ist, eine 
reelle Wurzel zwischen — x> und b liegt, zwei reelle Wurzel» 
io den beiden durch die Grössen 

— ao , b, a 

bestimmten Intervallen. Ist dagegen a<i, so liegen, da, weil 
fl — J) positiv und nach dem Obigen offenbar f[a — i) negativ ist 
eine reelle Wurzel zwischen — oo und n liegt, zwei reelle Wur 
zeln in den beiden durch die Grössen 

— oo, « , b 

bestimmten Intervallen. 

Betrachten wir ferner die Gleichung 



Digitized by Google 


in der Ebene. 


387 


un<i setien Her Kürze wegen 


so ist: 


F(o)=»-^~ + -*-r - I , 
w g — a g — 6 


ft-TO-T^ + pfe-1. 


***«= 6^±i±T- ,; 


und es haben also offenbar immer, es mag « > 6 oder u < 6 sein, 
FfaTi) und F(6± f) entgegengesetzte Vorzeichen, woraus sich 
ergiebt, dass zwischen a und 6 immer eine reelle Wurzel liegt. 
Ferner ist 


FX + J) = 


jl , y* 
y— a + J-6 


- 1 , 


folglich F(+ ./) negativ. Ist nun o>6, so liegen, da, weil F(a+i) 
nach dem Obigen offenbar positiv und fX + J) negativ ist, eine 
reelle Wurzel zwischen n und + oo liegt, zwei reelle Wurzeln 
in den beiden durch die Grössen 

6,o,+ac 


bestimmten Intervallen. Ist dagegen a<6, so liegen, da, weil 
nach dem Obigen F(6 + i) offenbar positiv und F(+ J) negativ ist, 
eine reelle Wurzel zwischen 6 und + ® liegt, zwei reelle Wur- 
zeln in den beiden durch die Grössen 


o, 6, +oe 

bestimmten Intervallen. 

Dass die beiden reellen Wurzeln unserer Gleichungen auch 
jederzeit im Allgemeinen ungleich sind, ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden von selbst. 

Alle diese Resultate stimmen mit den in §. I. gefundenen 
Resultaten vollkommen überein. 

Weil , indem wir die obigen Bezeichnungen beibeb&iteu, of- 
fenbar 

3F(p) =- J + (pih) 1 d « 
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ist, so haben 0p, of(g) und 3p, 3F(p) stets entgegengesetzte Vor- 
zeichen; wenn also p zwischen gewissen Gränzen, innerhalb wei 
eher keine Unterbrechung der Stetigkeit von /fp) oder F\ p) ein- 
tritt, wächst oder abnimrat, so wird f(g) oder F(p) respeefive 
fortwährend abnehmen, oder fortwährend wachsen. 

6- 3. 

Wir wallen jetzt umgekehrt die Grössen x 1 , y * durch di« 
Wurzeln k, p auszudrücken suchen, und zugleich einige zwischen 
allen diesen Grössen Statt findende Relationen anschliessen, wo- 
bei es nicht mehr wie vorher nüthig ist, dass k die grössere, und 
p die kleinere Wurzel bezeichnet, indem vielmehr von jetzt an 1, 
p überhaupt nur die Wurzeln der Gleichung 1) bezeichnen sollen, 
ohne ein bestimmtes Grössenverhältniss derselben festzusetzen 

Weil 1, p die reellen ungleichen Wurzeln der Gleichung 
x*(p — 6) +#*(p-a)±(p -a)(e— b) =0 

oder 

(p — o)(p— 6)±a*(p — b) ±.y*(p— a) =0 

sind; so ist nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für 
jedes p bekanntlich: 

13) (p— o)(p — fi)±ar 4 (p— t>)±y*(Q — a) = (p — A)(p — p), 

und folglich, wenn wir, was verstattet ist, da diese Gleichung fSr 
jedes p gilt, nach und nach p — a, p = b setzen : 

^ |±x a (a — b) =(a-k)(a — p), 

} \±y*(b-a) = (ö-k)(6^p); 

also : 


15). 




(a — i)(a — p) 

a—b 


y 2 


. (b-k)(b-p) 
± b-a 


• Setzt man in der Gleichung 13) nach und nach p=A, p=(t; 
so erhält man, wenn zugleich der Kürze wegen 

\L -(*_„)(! - 6 ), 

* 6) 1 M = (p— a)(p— 6 ) 

gesetzt wird, die folgenden Gleichungen : 
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|L±(A-6)^+(i-a)» a =0, 
^ i M±((i—b)x* + (? — “).?* = 0; 

und hieraus, weil, wie man leicht findet: 


(X - a)(ft- b) - (i - 6)(ft -«) = («- 6)(A - ft) 
ist, die Gleichungen: 

| (ft — n)L— (i— a)M\{a— b)(X — ft)x 2 = 0, 

18) ' ' {(ft —b)L — (1 — 6)üf ±(a — 6)(1 — ft)y* = 0; 

woraus sich mittelst leichter Rechnung für x 2 , y 2 ganz dieselben 
Ausdrücke wie vorher ergeben. 

Aus 15) ergiebt sich unmittelbar die Relation : 

x* y 2 _ 

,9) (1 — a)(ft— ö) + ß—bX^b) = °' 

Die Gleichung 13) kann man auch auf folgende Art ausdrücken: 


2°) • • • • ^ + e -6 ±, - ± ( e -«)(>-6)’ 


und differentiirt man nun diese Gleichung in Bezug auf p als ver- 
änderliche Grösse, so erhält man die Gleichung: 


*> 


_ _ (g-n)(t> — 6)(2p — 1 — ft) — (e - l.)(e — ft ) (2e — q — 6). 
~ + (p — “)' J (p - 6)* 

also, wenn man nach und nach q = X, p = ft setzt : 

f * V . ( y , 

\X-aJ + u— 6/ + (*—«)(!—« 


2 - 2 ) .. . 


v + /_f_y =T 

Vft — a/ — 6/ ' (|* — o)(f*— 


6 )' 


Die durch Differentiation hergeleitete Gleichung 21) kann 
man auch auf folgende Art ausdrücken: 


_ x (P - *)(p - tO ) 2p — X -ft _ 2p— o — b i 
*'(p — o)(p — 6) '(p— *)(p— f*) (p— a)(p — 6)i ’ 

also auf folgende Art: 
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(-*- Y + (-*-}'= T (IT- Wl- JL) 
\P — a) Vp — b) + (ß — a)(p — b) 


1 + ' 


p— * e— p\ 

l l i 


oder: 


P — a q — 6 


23) 


(JL-Y.f 9 V_ T (g— ( i — « p—b , 

Vp-ay Vp-V T (p-n)(e— 6) Up— o)(*-A) + (p~6Kp-p)'’ 

woraus sich, wenn man hiermit 20) verbindet, die Relation: 

24) 

fe) +(A) 


£+£** 


__ | *~ n . p— b 

*(P — o)(p — 1) T (p— 6)(p->») 


ergiebt. 


Aus 15) erbfilt man durch partielle Differentiation nach i 
und p: 


oder: 


8a: 


^8A =: f 




9 , 8 .»/_ f* 

2 *di- T b=-a 


a — b' 


0a: a — A 

^8f» "^6 — a’ 


Bx x a — p 1 8x x a — X 1 

BX ~ ' 2 a — b ' x * ’ dp ~ ^ 2 « — b ' x* ' 

b—p i h _~-y b- x l . 

8A~T6 — «V’ 3^~ + 2'8~a'p’ 

und folglich nach 15): 

I Bx _ x 1 x 1 

! 8X~ 2 ’ <T-~Ä 2 Ä— a ’ 

dx x 1 x I 

8p 2'a — p 2 ’ p — n ' 

By y 1 y 1 

BX~~ 2 ’ b^X ~ 2 - n’ 

| By y 1 y 1 

8p 2*6 — p *2 ’ p — 4 " 


Digitized by Googld 



in der Ebene. 


301 


Weil nun 


3x = !f 0A + }j>- 0 v =» a! 0i + Ufa 

ist; so ist nach den vorstehenden Formeln: 


26) 


i •»-SG5-.+Ä). 


Quadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann zu ein 
ander, so erhält man: 

4(0*» + 8y*) 

- I (&'* (*)' I ' •«-+ 1 (£) + (d-J I v 

+ 2 | (1 — o)(fi — a) + (I— b)(n—b) I 0iö '* ; 

folglich nach 2*2} and 19): 

27) 4(0*»+V) ~ T ( Ä^üf-g WT 
oder, wenn wir der Kürze wegen: 


28) . 

setzen : 
29) . 


V =T 


i— I* 


4 (4-«)(i-4) 


T A '~l t 

+ 4L ’ 


_ T S ^ — T 5 f 

*^4(ft — o)( fi — b) ^ 4 M 


o**+% 2 ~L'0A*+ JU'öi**. 


}. 4. 


Zunächst wollen wir nun im Allgemeinen untersuchen, welche 
Carven unter der Voraussetzung, dass a, h; X, p gewisse eon- 
stante Grössen sind, dagegen x, y als veränderliche rechtwink- 
lige Coordinaten betrachtet werden, die Gleichungen 


** . y* 

1 — a r A— 6 


1 = 0 , 



0 
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oder 


30 ) _e!_ + _ü!_ = ; 

w> • ■ • A — a + A — 6 ’ u— o + a — b 


darstellen, wobei es aber nüthig ist, ein bestimmtes zwischen a. 
b; A, p Statt findendes Grössenverhältniss zu Grunde zu legen. 

Nehmen wir demzufolge an, dass 



a<A<6<p 

sei ; so sind die Grössen 


A — a, A — 6 

respective 

positiv, negativ; 

dagegen die Grössen 

p—a, p — b 

respective 

positiv, positiv; 


woraus sich crgiebt ; dass die erste der beiden Gleichungen 30) 
eine Hyperbel, die zweite eine Ellipse darstellt. Beide Kegel- 
schnitte sind auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem der 
xy bezogen, haben beide denselben Mittelpunkt , und für beide 
ist die Axe der x die gemeinschaftliche Hauptaxe , weil bei der 
Ellipse unter der gemachten Voraussetzung p — a> p — 6 ist. Die 
halbe Hauptaxe und die halbe Nebenaxe der Hyperbel sind re- 
spective V A — a und b — A; die halbe Hauptaxe und die halbe 
Nebenaxe der Ellipse sind respective V |i — n und V p — b. Da* 
Quadrat der halben Excentricität der Hyperbel ist: 


(\^Ä-a)» + (V r 6 — Ä)*=(A— u) + (6-A) = 6-«, 


und das Quadrat der halben Excentricität der Ellipse ist: 

(V p — a)® — (V^ p — b) 2 = (p — a) — (p — b) = b — a; 

also ist, wenn wir für beide Curven die halbe Excentricität durch 
e bezeichnen, für beide Curven: 

31) e 2 =6 — a, e — Vb — a; 

woraus sich ergiebt, dass die beiden Curven dieselben Brenn- 
punkte haben, folglich confocal sind. Daher stellen die beiden 
Gleichungen 30) jederzeit eine confocale Hyperbel und Ellipse 
dar. Lässt man A, u variiren, so sind natürlich alle dadurch 
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hervorgehenden Kegelschnitte confocal, weil nach dem Vorher- 
gehenden e nur von a und b abhängt. 

Wie man in jedem anderen Falle tiber die Natur der beiden 
Curven zu entscheiden hat, erhellet hieraus genugsam. 

Wenn ( xy ) ein gemeinschaftlicher Punkt unserer beiden con- 
focalen Kegelschnitte ist, und die veränderlichen oder laufenden 
Coordinaten jetzt durch u, e bezeichnet werden; so sind bekannt- 
lich die Gleichungen der Berührenden der beiden Kegelschnitte 
in dem Punkte (xy) respective: 


xu . y e 

X — a + A — 6 
und weil nun nach (19) 
x * 


= 1 , 


fi — a fi — 6 


-^= 1 ; 


(k-a)^-a) T (k-b)(fi-b) 


*— = 0 , 


also 

(Ä)(^)+(A)(^)=« 

ist, so stehen nach den Lehren der analytischen Geo- 
metrie die beiden in Rede stehenden Berührenden je- 
derzeit auf einander senkrecht. 


§. 5. 

Wir wollen uns jetzt io der Ebene, in welcher wir alle Con- 
slrnctionen auszuführen beabsichtigen , ein beliebiges rechtwink- 
liges Coordinaten System der xy, und in derselben Ebene einen 
ganz beliebigen Punkt, dessen Coordinaten durch x, y bezeich- 
net werden mögen, denken. Nun nehmen wir zwei beliebige 
Grössen a, b an. welche wir jedoch grösserer Bestimmtheit we- 
gen der Bedingung unterwerfen, dass a<(; sein soll. Bilden wir 
dann die Gleichung 

V t-a'e-b • 

so hat dieselbe, wie im Obigen gezeigt worden ist, jederzeit zwei 
reelle ungleiche Wurzeln X, fi, die sich durch Auflösung der vor- 
stehenden Gleichung bestimmen lassen, und von denen wir aus 
dem Obigen wissen, dass sie in den beiden durch die Grössen 

a, b, -fao 

Thcil XXXIX. 27 
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bestimmten Intervallen liegen, so «lass also, wenn wir grössere! 
Bestimmtheit wegen annehmen, dass A die kleinere der beides 
Wurzeln, dass also A-<p sei, jederzeit 

a < A <6 <p 


ist. Die Coordinaten x , y unseres Punktes (xy) genügen hier- 
nach den beiden Gleichungen : 


x* 

k — a 


+ 


V* 

k—b 


1 , 


und der Punkt (xy) ist also ein, den durch diese beiden Glei- 
chungen dargestellten confocalen Kegelschnitten, von denen der 
erste eine Hyperbel, der zweite eine Ellipse ist, gemeinschaftli- 
cher Punkt. Construirt inan also diese beiden Kegelschnitte, wel- 
ches keine Schwierigkeit hat, da der Anfangspunkt der xy ihr 
gemeinschaftlicher Mittelpunkt ist und ihre Hauptaxe und Pieben- 
axe respective in die Axe der x und der y fallen, ausserdem die 
Grössen der halben Hauptaxe und der halben Nebenaxe für die 
Hyperbel V^A — a und b — A, für die Ellipse V" p — a und V~p — b 
bekannt sind; so wird der Punkt (xy) ein Durchschnittspunkt 
dieser beiden confocalen Kegelschnitte, folglich durch dieselben 
jedenfalls bestimmt sein. Vollständig ist freilich die Bestimmung 
der Lage des Punktes (xy) durch die beiden in Rede stehenden 
confocalen Kegelschnitte nicht , weil man natürlich für die vier 
Punkte, deren Coordinaten 


+ +#; —x, + #; — x, - y ; -fa:, — y 

sind, ganz dieselben beiden confocalen Kegelschnitte erhält; aber 
einer der vier Punkte, in denen diese beiden Kegelschnitte sich 
im Allgemeinen jederzeit schneiden , wird der in Rede stehende 
Punkt immer sein. Man kann also in gewisser Rücksicht die 
beiden confocalen Kegelschnitte als eine Art krummliniger Coor- 
dinaten des durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y bestimm- 
ten Punktes (xy) betrachten, pflegt jedoch meistens die beiden 
durch x, y völlig bestimmten Grössen A, p, welche der Bedingung 

« < A <6 < p 

genügen, selbst die elliptischen Coordinaten des durch die 
rechtwinkligen Coordinaten x, y bestimmten Punktes (jry) ze 
nennen. 

Diese Betrachtungen kann man aber auch umkehren. Lässt 
man nämlich die beiden als beliebige unabhängige Variable za 
betrachtenden Grössen A. p zwar im Allgemeinen beliebig, jedoch 
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so variireo, dass k sieb immer zwischen de« Gränzen a and 6 
dagegen ft sich zwischen den Gränzen 6 und +ac bewegt; so 
werden zu jeden zwei bestimmten Werthen dieser Variablen ge- 
wisse bestimmte Wertbe der Grössen x , y gehören, welche den 


beiden Gleichungen: 


x* «* 

+ " 1 . 

X — a + 1 — b 1 

fi — a ft — b 

genügen, und nach 15) durch die Formeln: 

o (a — X)(a — (t) 

(6-A)(6-,t) 

* ~~ a-b ' 

^ 6 — a 

oder: 

, (A — o)(|t — a) 

. (6-i)(#t-6) 

X _ 6 — a 

® 6 — a 

bestimmt werden, wobei zu beachten ist, dass wegen der Be 
dingung 

a<i<6<(t 

offenbar 

(i-aXft— a) 

b — a 

(6-A)(ft-6) 
6 — a 

jederzeit positive Grössen sind, die obigen Formeln also für x, y 
immer reelle VVerthe liefern. Freilich ergeben sich aus diesen 
Formeln für x, y die vier folgenden Systeme von Werthen: 

. 4/ (1— »)(f* — ») 

4/(6-4(,t-6). 

' *- + \ b-a ’ 

»- + f 6 — a 

4 r c *—«)<> — ®) 

4 /T 6 -- D(ft- 6 ) 

*- \ 6-0 ’ 

J'~ + Y 6 — a ’ 

! 

1 

*► 

1 

|ö 

- — •. 

' 5 = 

1 

iS 

aT (6-A)(g-6J. 

1 b-a ’ 

^ v 6 — a 

. 4 /Ti— «Kg— «) 

* = + Y 6— a ’ 

4 r (6— i)(g— 6). 

»=-\ fr-ä — ’ 


wodurch jederzeit vier gegen die Axen der x, y symmetrisch 
liegende Punkte der Constructionsebene bestimmt werden, welche 
die vier Durchschnittspunkte der durch die Gleichungen 


jE’L + J'* =1 

X — a 1 — 6 ’ ft — o f» — b 


21 * 
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bestimmten confocalen Hyperbel und Ellipse sind. Lässt man 
aber A, p in der angegebenen Weise sich verändern, und be- 
stimmt immer die beiden entsprechenden confocalen Kegelschnitte 
über den angenommenen Axen der x, y als Axen; so wird man 
natürlich unendlich viele solcher Systeme confocaler Hyperbeln 
und Ellipsen erhalten, welche gewissermassen die Constructions- 
ebene ganz überdecken, und in ihren vier Durchschnittspunkten 
alle Punkte dieser Ebene liefern. 


i 

§. 6 . 


Um eine Anwendung hiervon zu machen, wollen wir der Grösse 
p den bestimmten , 6 übersteigenden Werth p„ beilegen und die 
bestimmte Ellipse 


32) 


J|2 

x x -JL 


+ -*— =1 

f*0 — " Ho — b 


betrachten. Zwei beliebige Punkte dieser Ellipse, deren recht- 
winklige Coordinaten jedoch positiv sein sollen, seien (x 0 y o ) und 
und zugleich werde angenommen, dass x 0 <x, sei. Die 
diesen beiden Punkten entsprechenden Werthe von A seien Ap 
und A,, wo A„, A] die beiden kleineren Wurzeln der Gleicbungen 


*£- . ^ - 1 
p— a 4 q— b~ *’ 


'*■ + Vl * = 1 
-a g — b 


sind, wie auf der Stelle erhellet, wenn man nur überlegt, dass 
die beiden Gleichungen 


*° a I y °* _ 1, *i* , fr* _ ! 

Po — a^po—b ’ p 0 — a ' p 0 —b 

erfüllt sind, weil die Punkte ( x 0 y 0 ) und (x,yj) der durch die Glei- 
chung 32) charakterisirten Ellipse angeboren. Setzt man also: 

I (V + Vo 1 ) + (« - 6) | ■ - 4(« — b)y 0 * 

I (*o® + y„*) - (O - 6) I s + 4(0 - 6)x„* , 

I (*i® 4 y.®> + (o-6) )»-4<a -%,* 
l(^i® + »!*)— (o— 6)|*-f 4(o— 6)x,*; 
so ist nach 12), da jetzt A 0 , A, die kleineren Wurzeln bezeichnen. 
A« = i(* 0 * + y 0 * + a + 6) - iVN 0 ' , 

Ai =i(*.* + jri®+fl + 6)-4ViV 1 '. 

Setzen wir 
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•»rc\ / / h. f*0 — 1*0 ^ 

^ - 4(i-o)(i— 6) — 4(J-<i)(6— i) 

so ist nach 29) allgemein : 

***V- - 4(1 - .Kt - T) 811 • 

weil hier 3p verschwindet, da p constant ist; und bezeichnen wir 
nun den von den Punkten (x 0 y a ) und (ar,y 1 ) begränzten, den ellip- 
tischen Quadranten nicht übersteigenden Bogen durch z 0 i» 80 ' s * 
unter den gemachten Voraussetzungen offenbar; 

*0 

Nun ist aber nach dem Vorhergehenden: 

Sx * 1 1 + Gf ) 1 = 4(l-^°a)(6— Äj 0i ' ' 

also, weil wegen der aus 25) bekannten Formel: 

Sx x 1 

0l~ 2 ‘F^o 

unter den gemachten Voraussetzungen Sx und SK offenbar gleiche 
Vorzeichen haben; 

und folglich nach dem Obigen; 

365 , 0 , ~i f 0 i V~ (K-^a)(b — Ü)' 

li 

wo für Ko und A t ihre Werthe aus 34), in Verbindung mit 33), 
zn setzen sind. 

Will man den elliptischen Quadranten haben, den wir durch 
Q bezeichnen wollen, so muss man 

*o = 0, y 0 = Vgo-6; *, = V^o — a, y, =0 

setzen , wofür man nach 33) : 

No = I (Po -b)-(a-b) I* = (po —«*)*, 

JV,' = | (po - a) + (a - 6) |» = (p« -ff)* ; 
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also : 

VlVo = **o — °> V^V'= f »o — 6 
und folglich nach 34) : 

*o=il(f*o -*) + (a + 6)}— i(ftu — o) = a, 
A 1 =il( (t0 -o) + (o + 61-i(,i 0 -6) = 6 
erhält; also ist nach 36): 


Bezeichnet 17 den ganzen Umfang der Ellipse, so ist also: 

*> 


§. 7. 

Indem wir wiederum die durch die Gleichung 32) chrakteri 
sirte Ellipse betrachten, wollen wir das ron den zweiten foordi- 
nateD y 0 , y lt der Axe der x und dem Umfange der Ellipse be 
gränzte Flächenstück derselben zu bestimmen suchen, indem 
wir alle im vorhergehenden Paragraphen gebrauchten Bezeich- 
nungen auch jetzt beibehalten. Bezeichnen wir das zu bestim- 
mende Flächenstück durch -F 0 | , so ist nach den Lehren der hö- 
heren Geometrie bekanntlich: 

*o. = f l y s *- 
*• 

Nach 15) ist: 

4 /*(*-*)( *.-*) 

y=M — — ’ 

und nach 25) und 15) ist: 

| kf (1 — o)(fto - u) 

01 — 2(1 — — o) v 6 — a 

also 

_ iF (i— g) (f* o— «) 

?x — 2(1-«) \ b-a 
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und folglich : 


_ öl K r (6 i)(fi n — 6) A /~ (1 — o)((io— a) 

yäx ~ \ 6-ü 

oder: 

o_ _ ^(p»-a)(po— 6) oi a/~ * — * 

»®* = 2(6 — a) 6X \ 


Folglich ist nach dem Obigen, wenn A 0 , i, ihre aus dem vorher- 
gehenden Paragraphen bekannte Bedeutung behalten: 


39) . . . F m = 


>T(no—a)(ii 0 — b) PK aI~ 6-1 

— W^) J V i~a 


Bezeichnen wir den Flächeninhalt der ganzen Ellipse durch 
E, so ist, wenn wir wie im vorigen Paragraphen l„=a, 1 , = 6 
setzen: 


40) . . 


«VW— )fro-6) r» 4/1^4 

6 — a J 1 1— o’ 


Weil V fio — a und Vpo — 6 die beiden Halbaxen der Ellipse 
sind, so ist, wie anderweitig genugsam bekannt ist: 

41) E = n V (po — «Ö(Pq— 6). 

Vergleicht man die Ausdrücke 40) und 41) mit einander, so 
erhält man die Formel : 


42) 




Es wird zweckmässig sein, diese Formel nach einer anderen 
Methode zu entwickeln, um dadurch zugleich ein Kriterium für 
die Richtigkeit unserer im Vorhergehenden geführten Rechnungen 
zu erhalten. 


Setzt man 


6 — l — u, 1=6 — u; 


so ist : 

1 — a =6 — a — u, 

also: 

4 /* 6— 1 , 


»Vi=; i— ^ 
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und weil nun für A=a, k — b respective u=b — a, u = 0 ist. 
so ist: 

f »V 'g— -/* ' 6 “V r ^. 

■ l—o 0 

Setzen wir ferner u = p*, was verstattet ist, weil u jeden- 
falls positiv ist, und nehmen v positiv, so ist 0u = 2p0p, also: 

8„y r ZZZ = sg 8 ».. , 

v o — a — u y 6 — a — o* 

und folglich, weil für u=0, u=6 — a respective o=0, p=V"i— a 
ist: 




8*0» 


V 6— a— 


folglich nach dem Obigen: 

/•-vg-/ 


V*-« p*0p 


V 6— a— e* 


Nach einer sehr bekannten Reductionsformel*) ist aber: 

0D 


=- in + V/ 


V 6 — a — c* ' 


also offenbar: 


/ V»-« p*0p 6 — a pYh—» 0p 

V"6 — o — e* 2 ,/ Vft — a — r*' 

0 o 


VT 

also nach dem Obigen: 


y.Vg— «/'"vÄs 


Endlich ist: 


0P 


0P 

V~6 — o 


V"6 — a — p* 


V'-fen-J’ 


*) M. «. meine Elemente der Differential- und Integrai- 
reehnuag. Thl. II. S. 85. $.5T. 
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also, wenn wir 


setzen : 


tc ss , — 
yfb — a 

de Sic 

\Tb — a — 1>® Vl — tc® 


und folglich, weil für e = 0, v = yTb — o respective tc = ü, 
tc = 1 ist: 


/ 


\ r b — a 



dm 

V 1 -tc* ’ 


also nach dem Obigen: 


<*->/• 


9tc 

vT— 


Nun ist aber nach einer Fundamentalformel der Differential- 
rechnung offenbar: 


also: 



ganz eben so wie wir in 4‘2) gefunden haben. 

So leisten die elliptischen Coordinaten- Transformationen über- 
haupt häufig bei der Auswertung bestimmter Integrale vortreff- 
liche Dienste, was das Vorhergehende einigermassen zu erläutern 
wohl geeignet sein wird. 


i 
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XXIX. 


Theorie der elliptischen Coordinalen im Raume. 


Von 

dem Herausgeber. 


§- 1. 


Wir beschäftigen ans zuerst mit der Discussion der Wurzeln 
der Gleichung: 


1) 


** ■ y* 

p — « T p — b 



0 . 


welche leicht auf die Form: 


2) 


p s — |(n + A + c) : F(a:* + y 1 + i 4 )ie 1 , 

+ |(aß + 6c + caJTUfi + c)x 2 + (c + a)y x + (a + 6)i*j ! p j =0, 
— i abc f (bcx 1 + cay 4 + abz 2 ) I • 

oder auf die Form: 

3) 

pS — |(u+6 + c) : f : (a:* + ^* + »*))e* i 

+ l(a6 + 6c+ca)+(u+6+c)(^ a +» 2 +i*)±(oar*+fry*+ CI, )le | =0 

— I abc f (bcx 2 + cay * -f abz 2 ) 1 


gebracht wird. 

Der Kürze wegen wollen wir aber zwischen den Grössen a. 
b, c das bestimmte Grössenverhältniss 
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a < b < c 


voraussetzei), wodurch die Allgemeinheit der Untersuchung nicht 
beeinträchtigt wird. Durch i und J soll im Folgenden respective 
eine positive unendlich kleine Grösse und eine positive unendlich 
grosse Grösse bezeichnet werden. 

Zuerst betrachten wir die Gleichung: 


4) 


x* 

Q — a 



z* 

e— c 


+ 1=0 


und setzen der Kürze wegen: 


Ap) = 



z* 

9 — c 


+ 


1. 


Unter dieser Voraussetzung ist: 


A“ + 0 


x* . u* z* 

i + a-b + i + u-c + i + 1 ’ 


also f(a + i) offenbar positiv; dagegen ist: 




y * Z» 

-z-^+ 6 ~ cTi + l. 


lolglich f(b — i) offenbar negativ; daher liegt zwischen a und b 
eine reelle Wurzel unserer Gleichung 4), weil zwischen diesen 
Gränzen Unterbrechungen der Stetigkeit der Function f\n) offen- 
bar nicht Statt finden können. Auf ganz ähnliche Art kann ge- 
zeigt werden, dass auch zwischen b und c eine reelle Wurzel 
der Gleichung 4) liegen muss, woraus nun auch ganz von selbst 
folgt, dass die dritte Wurzel dieser Gleichung gleichfalls nur reell 
gein kana, und es also bloss uoch auf die Bestimmung der Gräo- 
zen ankommt, zwischen denen diese dritte reelle Wurzel liegen 
muss. Nun ist aber: 

x* n* z* 

f ( - J )=-/+i-J+b-J+c +1 


und 


f(a — t) = — 



+ 1 . 


also offenbar f{ — J) positiv und f{a — i) negativ, woraus sich er- 
giebt, dass die dritte reelle Wurzel zwischen den Gränzen — cc 
und a liegt, also die Gleichung 4) drei im Allgemeinen ungleiche 
reelle Wurzeln hat, welche in den durch die Grossen 
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— oe, a, b, c 

bestimmten drei Intervallen liegen. 
Weil, wie man leicht findet: 


ist, so haben dg and d/(g) stets entgegengesetzte Vorzeichen, so 
dass also, wenn g zwischen gewissen Gränzen, zwischen denei 
keine Unterbrechung der Stetigkeit von /lg) ei n tritt, wächst oder 
abnimmt, zwischen denselben Gränzen /lg) respective stets ab 
nehmen oder stets wachsen muss. 


Ferner betrachten wir die Gleichung: 


5) 


x 2 . y® . j* 


'g — a'p — 6 T g — c 
und setzen der Kürze wegen; 


1 = 0 , 


z* y 2 ~ 2 


Weil 


und 




X 2 V 2 2® 

F(a 4" 0 — — 4 , . . 4* p — 1 

' ' t a — 64-t a — c4-i 


•T® V 2 2® 

F(b — i) = — — 4- 1 — . — 1 , 

v o — a — i i b — c — t 


also offenbar F(a + i) positiv und F(6 — i) negativ ist; so liegt 
zwischen o und b eine reelle Wurzel der Gleichung 5). Ganz 
eben so wird gezeigt, dass auch zwischen 6 und c eine reelle 
Wurzel dieser Gleichung liegt, woraus nun schon von selbst folgt, 
dass deren dritte Wurzel gleichfalls reell sein muss, und also 
bloss noch die Gränzen dieser dritten reellen Wurzel zu bestim- 
men sind. Weil aber 

F(c-f t) = — —r~i H — ^r-r-. + y — 1 

' 7 c — a-ft c — 6 -f-t t 

und 

v t 2% 

also offenbar F(c-f 0 positiv und F(+J) negativ ist, so kann die 
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dritte reelle Wurzel nur zwischen c und -f a liegen, und die Glei- 
chung 5) hat also drei im Allgemeinen ungleiche reelle Wurzeln, 
welche in den durch die Grössen 

a, b, c, -f-a> 

bestimmten drei Intervallen liegen. 

Weil 

ist, so haben 8p und 8F(p) stets entgegengesetzte Vorzeichen, 
und wenn also p zwischen gewissen Gränzen, zwischen denen 
eine Unterbrechung der Stetigkeit von F(p) nicht eintritt, wächst 
oder abnimmt, so wird zwischen denselben Gränzen F(p) respec- 
tive stets abnehmen oder stets wachsen. 


§. 2 . 

Die drei im Allgemeinen ungleichen reellen Wurzeln der Glei- 
chung 

x 2 v 2 z 2 

+ -^ L r + - L ~ ±1=0 

p — a p — 0 p — c 


bezeichnen wir durch X, fi, v, und haben mit RScksicht auf die 
Gleichung 3) nach einem allgemeinen Satze von den Gleichungen 
zwischen diesen drei Wurzeln die drei Gleichungen: 

6 ) 

A + p + v = (a + 6+c) ; F(**+y* + * I )> 

Ap + pv-f vA 

= (ab +bc - f ca) + (« + b + c)(ar* + y 2 + z 2 ) ± (oar*+ by 2 + cz 2 ) , 
Ifiv = abc (bcx 2 + cay 2 + abz 2 ). 


Da X, p, v offenbar auch die Wurzeln der Gleichung 


z*{p~6)(p-c)-h.y*(p-c)(p-a)+i*{p-a)(p-6)±(p-a)(p— 6)(p— c)=0 


oder 


(p-o)(p— 6)(p— c)±a: ,1 (p— 6)(p— c) ±y*(p-c)(p - n)±i*(p— a)(p— b) = 0 

sind, so ist für jedes p nach einem bekannten Satze von den 
Gleichungen : 
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7) 

(g—a)(p -ft)(p-c):£:r*(p— A)(p— c)+y*(p— c)(p— u) + r*(p— a)(p— 4; 
= (e—*)(e—p)(<t—v). 

Setzt man in dieser Gleichung, welche, wie bemerkt, für je 
des p gilt, nach und nach p = a, p = 6, p = c; so erhält nwr, 
die folgenden Gleichungen : 

(a — b)(a — c)x* = ±(a — A)(a — p)(a — v), 

8) . . . (ft — c)(ft - a)y* = + (6 ■— X)(b — p)(b - v ) , 

(c — a)(c — 6) i® = ± (c — X)(c — p)(c — v) ; 

oder: 

(o — A)(q — f t)(a — y) 

(«— <A)(a — c) ’ 

( ft — A)(ft — ft)(6 — v) 

(6— c)(6 — o) 

( c— A)(c — ft)(c— v) 

(c—a)(c—6) 

Setzt man in der Gleichung 7) nach und nach p = A , g—p, 
p=v, und der Kürze wegen: 

/ L = (A — «)(A — A)(A — c), 

•0) \ M = (p, — a)(p — b)(p—c), 

» jN = (v — o)(v — 6)(v — c); 

so erhalt man die drei folgenden Gleichungen : 

11 ) 

L ±(X-b)(X—c)x^±(X~e)(X~a}^±(X—a)[X-b)s* =0, 
b)(p— c)x*±(p — c)(ft — aXv*+(ft— a)(ft— 6)i* = 0, 

N i (v — b){v — c)x' i } (v — c)(v — o)^* + (v — a)(v — ft)i* = 0. 
Multipticirt man diese Gleichungen nach der Reihe mit: 

(f* C)(t* — o) • (v — a)(v — b) — (ft— a)(p —b) . (v — e)(w— a) 

= ((* — n)(v — a) !(g — c)(v — b) — (p — A)(v— c) I 

= — (6 — c)(ft — v)((i — a)(v — a), 

(v — c)(v — a) . (A— a)(A - 6) — (v — a)(v — 6) . (A — c)(A — a) 

= (v — «)(A — «) | (v — c)(A — 6) — (v — 6)(A — c) | 

= — (A — c)(v — A)(v — a)(A — a) , 
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(4 — c)(A — o)(fi — b) — (X — a)(X— 6). ((* — c)((i — a) 

= (A — u)(fi — n) | (A — e)(fi — 6) — (A — ft)(fi — c) | 

=— (6 — c)(A — fi)(A— u)(fi— a); 

oder, wenn der Kürze «regen: 

i A = (A — a)(fi — a)(r— a), 

12) |fl = (A-*)(f»-i)(v-6), 

[ C —(X — c)(fi — c)(v — c) 
gesetzt wird, noch der Reihe mit 

(6 — c) (fi — v )A ( b — c)(v — A)/l (6 — c)(A — (i)d l 

A — o ’ fi — « ’ v — a 

und addirt dann die drei Gleichungen zu einander; so erhält man 
nach einfacher Reduction die Gleichung: 


e=* L + *-± M +h=!± N 

A — n fi — a v — a 

i (fi— v)(A-6)(A— c) (v-A)(fi— 6)(fi-c) (A— fi)(v— b) (v~ c) 


oder, wie sogleich erhellet: 


fi — n 

= 0, 

v—X 


r— t>J (v-c) | 




Nimmt man alter in dieser Gleichung eine einfache Vertauschung 
der Buchstaben vor, so erhält man überhaupt die drei folgenden 
Gleichungen: 


13) 




v — X 


X — fi 



X — a 


L+ v l M + 

fi ~ a 1 



Nf , 


i (jT — *)» L + (,—*)* w + (,—*>• 
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p — v , . v — 1 „ X — u _ T _ 

\ 7\ TS L -f* ; TS M -f- T r* N I® 

(A— c)* (#* - c)* (v — «:)* 


=T 


^L+ V -^M + 
X—c p — c ' i 



Aus den drei Gleichungen 11) ergeben sich auch unmittelbar 
die drei folgenden Gleichungen: 


I (A — 6)(A — c)üf — (ft — b)(p — c)L I ar® , 

+ l(A — c)(A — a)M — (p — c)(p — a)Lty* ( =0, 
+ 1 (A — a)(A — — (p — a)(p — b)L | x* ) 


j((t — 6)( p — c) j!V — ( v — b)(v — c)M\x t . 

•f |(fi — c)(p — a)N— (v — c)(v — a)M)y l > =0. 
+ 10* — a)(p — b)N — (v — a)(v — 6) M ) :® ' 


l(v — b)(v — c)L — (A — 6)(A — c)ßi\x* \ 

+ 1 (v — c)(v — a)L — (A — c)(A — n)iV|y® j =0 
+ l(v — a)(v — b)L — (A — a)(A — b)N\z 2 ' 

oder: 


(LM 

LM > 

| jfi i / 

f LM 

LM ' 

L,2 i / 

' LM 

LM> 

Lt n 

\A — a 
(MN 

p-aj 

MN' 

) x + \ 

L* j. i 

<A — 6" 
( MN 

p — bj 

MN' 

)y +\ 

1 w* 4. 1 

v.A — c 
/MN 

P -c) 
MN' 

1 2 U t 

1,2 n 

Vf*— a 

v — ay 

) x + ! 

\p — b v—b. 

)y + 1 

c 

v — cj 

12 — U » 

( NL 

NL > 

i T 2 J. | 

( NL 

NL ' 

■ ui 

/ NL 

NL ' 

Li n 

\v — a l—a) 
oleo offenbar: 

!**■ t i 

\v — b l — b + 

14) 

)y + 

Vv — c 

X — c > 

I z — v ? 



(v- a)(A — a) T (v— 6)(A— 6) (v-c)(A — c) 


Schreibt man die liir jedes p geltende Gleichung 7) unter 
der Form: 


Digitizeb by Google 


im Raume. 


409 


** . y 1 . , _ . (g— A)(p— p)(p-v) 

e _ fl + p_6 + p _ c ± *(?— u)(p— 6)(p— c) 

und differentiirt dieselbe dann nach p, so erbSlt man die Glei- 
chung : 

■»> 

f (v-a)(e-6)(p-c)[(e-i)(p-(i)+(e-n)(p— v)+(g— v)(p— i)] 

_ l-(p-A)(p-fi)(p-v)[(p— a)(p-6)+(p— 6)(p-~c)-f-(g— -c)(g— °)] . 

- + (p - a)«(p-6)*( p -^)» ' ’ 

i Iso, wenn wir nach und nach p=A, p = p, p=v setzen: 


( * V . /_*. V4. V - T (A-f*)(A-v) 
U— «/ ~ + (A-q)(l-6)(i- 


U— T Vi-6/ T U-c/ T (A — o)(A — 6)(A — c)’ 

(.* Vir y X\( * V— t »— xp-a) 

f * V, /’ ? V, /_*_ V_ (v-AXv-ft) 

Vv — 0 / \v — 6/ + \v — c) ’(v — a)(v — b)(v — c)" 

Die durch Differentiation hergeleitete Gleichung 15) kann 
man auch auf folgende Art schreiben: 

(£)■+(£)■+ G^)’ 

I — +-!^ + — ) 

T (p — A)(p— f*)(p-r) 1 P — A p — p p-v / 

+ (p-q)(p — 6)(p-c) S 1 1 1_ f* 

l t—a p — 6 p— c ’ 

also auf folgende Art: 

'» (^)' + (^)- + (^)- 

_ T (P— A)(p-f*)(p— ») [ A — n ft— 6 v— c j 

(p— n)(p— 6)(p-c) I (p— o)(p-A) + (p- 6)(p— fi) + (p— c) (p— v) i 

woraus sich, wenn man hiemit 16) verbindet, die Relation: 

Th«il XXXIX. 28 
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10 ) 


,T * i + T^ + r^ii 


q — a * q — b ' q — c " 

) *~ a , ? — *> . c j 

he— “Ke— i) + (e— 6)(e — (*) «)(?—•')! 


ergiebt. • 

Aus den Formeln 9 ) erhält man durch partielle Differentiation 
nach X, p, v: 

Sx (a-p)(a—v) 

X dX *^(ö — b)(a — c)’ 

„Sf _ _ (a — v)(n— 1) 

8 /i * (a — 0 )(a — c) ' 

— X)(a—n) _ 

8v "* ( a — b)(a — c) ’ 


a % _ 3. (b—p.){b — v) 
£ 1 J $X- + (b—cHb—a)’. 

9 fy (6-v)(ft — X) 

— + (ft— c)(6 — a)’ 

_ j; (ft— *)(&— ft) . 
y 8»~' + (6-c)(ft-a)’ 


9 Sl - T (C— ft)(c~ ■>) 
8 X (c — a)(c — ft) ’ 

« d* (o v) ( c X) 

“dp-^tc-aHr-b)’ 

9. ü* — X fr —*)(<?— ft) 

Sv " (c — a)(c — 6) 

oder: 


8 x _ .r (o — f«)(a — v) 1 

Si _+ 2‘(a-6)(n^)‘i»’ 

8 x x (a — v)(a — A) 1 

d/i ’ 2 ‘ (a — ft)(a — c) ' x* ’ 

8 x _ _ x (a — A)(a — ft) 1 
Sv-+2'(a-ft)(a-c)** ; 


5 gle 
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(6— f»)( 6— ») 2 

SA ‘2 (b~c)(b — a)' y*’ 

ty. —raH. (f>-v)(b-X) 2 
dp *2 ‘(b — e)(b — a) ‘ y*’ 

g ( b-l)(b-fi) 2. 

Sv “ 2 ' (6 ■ — c)(b — a) ' y* ’ 


Si _ i (c — p )(c—v) 1 
SA ~ + 2 ' (c— a)(c — b)'i*’ 

dz z (c — v) (c — A) 2 

dp “ ^2 ' (c — a)(c — 6 ) " i* ’ 

ö*_ x £ ( C — A)(c— >t) 1. 
Sv * 2“ (c — n)(c — ä)”x*’ 


nd folglich nach 9): 


Sx 
SÄ : 

Sx 

8ji 

Sx _ 
Sv " 

h. 

SA • 

d J 

dp 

§* . 

Sv' 


20 ) 


« 

““ L* ' 


1 x 

1 

a — X 2 

‘ A— a’ 

1 X 

1 

a — fi 2 

’ P—a ’ 

1 X 

1 

a — v ~ 2 

’ v — a ’ 

1 2 

1 

6— A 2 

" Ä b ’ 

1 » 

1 

b—p 2 

p-b‘ 


.1. J ü._L_. 

2 b — v 2 v — 6’ 


Sx X 1 I 1 

dl ~ ~2'c^Ä — 2‘Ä^c’ 

01 X 1 X 1 

dp 2’c — p 2‘f» — c’ 

Sx _* 1 X 1 

Sv 2'c — v 2'v — c - 

Weil nun 


88 • 
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^=a ai+ |! 0f * + lv 0v ’ 

0I = fx 0i+ | 0 ' t+ l 0v 


ist; so ist nach den vorstehenden Formeln: 


21) 


— ?(&■ 
%-«£■ 
*-!(&■ 


df* . 8» \ 

p — a ' v — a/ ’ 

3(1 . 3v \ r 

j^b + v — b) ’ 

ty . s» \ 

(t — c T V — c)' 


Qaadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann in ein- 
ander, so erhält man offenbar die folgende Gleichung: 

4(3.r* -f- 3y* -f 0z*) 

+ j + ( a) + fe) 1 0v ' 

| J/® 2* ) rs%*\ 

+ 2 I (A- a)(p - «) + Ö^~6)(p-bj + (A-c ) (p - c) I 0A0 ^ 

I (p—a)(v—a) * (fi— 6)(v— 6) ^(fi— c) (v— c)( 0,l0T 

+ 2 i (v-a)(A^7) + (^IT^(iIl6) + (v— C )(A— c) ^ Sv0i ’ 
und folglich nach 17) und 14): 


22) 4(3a:*-f 3y*+3i*) 

^ (A-(i)(A-r) 


(A — o)(A — 6)(A — c) 

x (M— »Kl*— 1) 

+ (l* — a)(f *— A)(|* - c) 0 " 
(v— A)(v-fi) 


3A* 


(v — a)(v— 6)(v-c) 


0 V*, 
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oder, wenn der Kürze wegen: 


„ „ (l-»Q(l-y) q-rtO-i r) 

** — ' 4(1 — a)(l — 6)(i — e) + 4L 

T (ft-y)(ft— 1) T (ft— V)(ft — 1) 

” — F4( t i-a)( f .-6)( l |i-c)- + 4M 


x (» — !)( »— >») (»-!)(»— ft) 

+ 4(v — a)(v — b)(v — c) ' 4iV 


gesetzt wird: 

24) . . . . + + = + 


Wir wollen nun untersuchen, welche Flüchen des zweiten 
Grades durch die Gleichungen: 


** , y* , >’ 

_ i n 

1 — 0 1 1-6 1 1-c 

1 — w > 

. -V* . ** 

1 0 

fi — a ji — 6 ’ fi — c 

— 1 — V» 

* . y* , *• 

i — 0: 

v — a ‘ v — 6 1 v — c 

1 — — v/ » 


j — +^r 6 +“ = 1, 


* v — a ’ v — 6 v — c 

dargestellt werden, wenn wir voraussetzen, dass 
a<l<6<ft<c<v 

sei, so dass also 1, ft, v in dieser Folge nach der Grösse auf- 
steigend geordnet sind. Schreiben wir aber diese Gleichungen 
unter deT Form: 
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28 ) . . . 


I ** -V* , 

1 1 — a b- \~c-l- 1 ’ 


x 2 y 2 z 2 

+ — ■) — 

fi — a fi — ö c — p 

_*L + + 

v — a v — 6 v — c 


= 1 , 


= 1 ; 


wo nun alle Nenner positiv sind, so ergiebt sich aus der aflgr- 
meinen Theorie der Flächen des zweiten Grades*) ohne Weitere*, 
dass die erste, zweite, dritte Gleichung respective ein Hyperlo- 
loid mit zwei Fächern, ein Hyperboloid mit einem Fache, fit 
Kllipsoid darstellt. 

Wir wollen nun die Hauptschnitte dieser Flächen genanr 
untersuchen. 


Die Gleichungen der durch die Axen der x und y gelegter 
Schnitte sind beziehungsweise: 

_£Ü SlL _i 

1 — a 6— 1 

+ rA=l. 


ft — >a ft — b 


v — a 'v — b 


y 2 

— i — * > 


und sind also respective eine Hyperbel, eine Ellipse, eine Ellipse 
Weil ft — o>ft — 6, v — a>v — b ist, so ist für alle drei Kegel- 
schnitte die Axe der x die Hauptaxe, in welcher die Urennpuukte 
liegen, und die Axe der y ist die Nebenaxe. l)ie Quadrate der 
halben Excentricitäten sind beziehungsweise: 

( VT- «)• + (VT-i)* = ß-a)+(b-l) = b-a, 

( Vft — a)* — ( V^ft — 6) a = (ft — o) — (fi — b) — b — a , 

V" v — a)* — (V v — 6)* = (v — u) — (v — b) = b — a; 

und die durch die Axen der x und y gelegten Schnitte sind folg- 
lich confocnl für alle Wertho von A. ft, v. 

Die Gleichnngen der durch die Axen der y und s gelegtes 
Schnitte sind beziehungsweise: 


•) M. t. mein« Kl ein eute der Mitalytlechen Geometrie 
Thl. II. S.310. §. 76. 


Digitized by Google 


im Raume 


415 


£ 

* .. 

6-1 

ft 

1 

1 

y a 

2 * -1, 

H — b 

c— f* 

v — 6 

+ — = 1; 
V — c 


und sind also respective imaginär, eine Hyperbel, eine Ellipse. 
Weil v — 6>v — c ist, so ist für beide Kegelschnitte die Axe der 
y die Hauptaxe, in welcher die Brennpunkte liegen, und die Axe 
der z Ist die Nebenaxe. Die Quadrate der halben Excentricitäten 
sind beziehungsweise: 

(VV— 6)* + (V c — /*)’= (#• — 6) + (c — (*) = c— 6, 

( V"v— 6) 4 — ( V v — c)* = (v— 6)— (v— c) =c— 6; 

und die durch die Axen der »/ und z gelegten Schnitte sind folg- 
lich wiederum confocal für alle NVerthe von 1, p, v. m 

Die Gleichungen der durch die Axen der z und x gelegten 
Schnitte sind beziehungsweise: 


X 1 

** , , 

k — a 

c — k 

x* 

*• 

fi — « 

c — n 


. _ 1 ; 

v — n 

T 1 1 

V C 


und sind also respective eine Hyperbel, eine Hyperbel, eine Ellipse. 
Weil v — a>v — c ist, so ist für alle drei Kegelschnitte die Axe 
der x die Hauptaxe, in welcher die Brennpunkte liegen, und die 
Axe der z ist die Nebenaxe. Die Quadrate der halben Excentri- 
citäten sind beziehungsweise: 

(VT— -a)*+ (V c—X)* = (1 — o) + (c — X) = c — a. 

( Vp — «)* + ( V c — p) 1 = (p — a) + (c - fi) = c — n, 

(Vv— ' TtJ* — (W^c)* = (v — u) -(v -c)= c — n; 

und auch die durch die Axen der z und x gelegten Schnitte sind 
folglich confocal für alle Werthe von 1, f», v. 

Wegen dieser Eigenschaften der Hauptschnitte nennt man 
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die drei durch die Gleichungen 26) charakterieirten Fliehen de* 
zweiten Grades selbst confocal, eine Eigenschaft, welche dieser 
Flächen für alle Werthe von X, fi, v zukommt. 

Wenn (xyz) ein gemeinschaftlicher Punkt unserer drei con- 
focalen Flächen ist, und die veränderlichen oder laufenden Coor- 
dinaten jetzt durch u, v, tc bezeichnet werden; so sind bekannt- 
lich die Gleichungen der Berührungsebenen der drei Fliehen in 
dem Punkte (xyz) rcspective: , 

_**l x ™ — i 

i-d + i-ri-c" 

«L + + _£Ü_ =J , 

fi — a fi — b fi — c 

v — a v — 6 v — c 

und weil wir nun nach 14) die drei folgenden Gleichungen haben: 

te&Si) 1 CAXftO ♦ (^)G-c) = »• 
CäX.- J + L^Xdd * UX ,^) = 
(40(A) + ( A)(^) ♦ (ri- c )fe) - 

so stehen nach den Lehren der analytischen Geome- 
trie die drei in Rede stehenden Her ü h rungse ben en je- 
derzeit gegenseitig auf einander senkrecht; und man 
kann also auch sagen, dass die Durchschnittslinien 
der drei confocalen Flächen gegenseitig aufeinander 
senkrecht stehen. 


$ 4. 

Wir wollen uns jetzt im Raume ein beliebiges rechtwinkliges 
Coordinatensystem der xyi, und einen ganz beliebigen Punkt, 
dessen Coordinaten durch x, y, 1 bezeichnet werden mögen, den- 
ken. Nun nehmen wir drei beliebige Grössen a, b, e an. welche 
wir jedoch grösserer Bestimmtheit wegen der Bedingung unter- 
werfen, dass a < b < c sein soll. Bilden wir dann die Gleichung 
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«o hat dieselbe, nie im Obigen gezeigt worden ist, jederzeit drei 
reelle ungleiche Wurzeln 4, ft, v, die sich durch Auflösung der vor- 
stehenden Gleichung bestimmen lassen, und von denen wir aus 
dem Obigen wissen, dass sie in den drei durch die Grössen 

a, b, c, +ao 

bestimmten Intervallen liegen, so dass also, wenn wir grösserer 
Bestimmtheit wegen annehmen, dass die Wurzeln 4, ft, v in die- 
ser Folge nach ihrer Grösse aufsteigend geordnet seien, jederzeit 


a<4<6<ft<c<v 

I 

ist. Oie Coordinaten unseres Punktes (xyi) genügen hiernach 
den drei Gleichungen: 

4 — a + 4-^6 + l-c ~ 1 ' 




= i. 


ft — a ' ft — 6 'ft — c 

x* . «* i* 

h - , 4- — 1 ; 

v — a v — b v — c 


und der Punkt (xyi) ist also ein, den durch diese drei Gleichun- 
gen dargestellten confocalen Flüchen des zweiten Grades, von 
denen die erste ein Hyperboloid mit zwei Ffichern, die zweite ein 
Hyperboloid mit einem Fache, die dritte ein Ellipsoid ist, gemein- 
schaftlicher Punkt. Construirt man also diese drei Flächen, — oder _ 
denkt sich dieselben construirt, — so wird der Punkt (xyi) ein 
Ourchschnittspunkt dieser drei confocalen Flächen des zweiten 
Grades, folglich durch dieselben jedenfalls bestimmt sein. Voll- 
ständig ist freilich die Bestimmung der Lage des Punktes (xyi) 
durch die drei in Rede stehenden cnnfocalen Flächen des zweiten 
Grades nicht, weil man natürlich für die acht Punkte, deren 
Coordinaten 


+ *, 

+ y> +*; 

— X, 

+y. +*; 

— X, 

— y, +*; 

+ x, 

-y, + *; 

+ x. 

+ y. — 

— X, 

+ y. — 

— x , 

-y, — 

+ *. 

M 

1 

1 
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sind, Ran* dieselben drei confocalen Flächen des zweiten Grad» 
erhält; aber einer der acht Punkte, in denen diese drei confoea 
len Flächen des zweiten Grades sich im Allgemeinen jederze« 
schneiden, wird der in Kede stehende Punkt immer sein. Mai 
kann also in gewisser Rücksicht die drei confocalen Flächen der 
zweiten Grades als eine Art krummflächiger Coordinaten des durch 
die rechtwinkligen Coordinaten x, y, t bestimmten Punktes (xjs) 
betrachten, pflegt jedoch meistens auch bei Betrachtungen in 
Raume überhaupt die drei durch x, y, z völlig bestimmten Grössen 
l, (i, v, welche der Bedingung 


fl <A.<6<(i<c<v 


genügen, selbst die elliptischen Coordinaten des dnrcb die 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z bestimmten Punktes (xyz) zu 
nennen. 

Diese Betrachtungen kann man aber auch umkehren. Lässt 
man nämlich die drei als beliebige unabhängige Variable zn be- 
trachtenden Grössen 1, ft, v zwar im Allgemeinen beliebig, jedoch 
so variiren, dass k sich immer zwischen den Gränzen a und Ä 
ft sich zwischen den Gränzen b und c, v sich zwischen den Grän- 
zen c und -fac bewegt; so werden zu jeden drei bestimmten 
Werthen dieser Variablen gewisse bestimmte Werthe der Grössen 
x, y, z gehören, welche den drei Gleichungen: 


J , V f 
A — a ' 1 — 6 i. — c 


1 , 


x* z 1 

+ , f = 1 . 

ft — a ft — b ft — c 

— + V * . + — = I 
v — a v — b v — c 


genügen, und nach fl) durch die Formeln: 

✓ 

a (fl — l)(o— ft)(n — v ) 

(fl — 6)(a — c) 

* _ (b — k)( b —p)(b—v) 
■' ~ (b — c)(b— o) 

, _ _ (c - k)(c— ft)( c— v) 

1 (c — n)(c-6) 

oder: 
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. (A-q)Q>— a)(v— a) 

x ~ (6 — a)(c — a) ’ 

. (b-l)(n-6)(y-6) 

& (c — b)(b — o) ’ 

* _ (c — i)(c—p)(v — c) 

1 (c — a)(c — 6) 

bestimmt werden, wobei zu beachten ist, dass wegen der Be- 
dingung 

a<A<6<fi<e<r 

offenbar 

(A — a)(n — a)(v—a) 

(b — a)(c — o) 

(b — l)(fi —b)'v — b) 

(c-bKb — a) 

(c — l)(c —n)(y - c ) 

(c — (|)(C— b) 

jederzeit positive (Frössen sind, die obigen Formeln also für x, y, 
z immer reelle Werlhe liefern. Freilich ergeben sich aus diesen 
Formeln, wenn wir der Kürze wegen: 

a _ (*— "Kl* — «)(»— °) 

O — b)(a — c) 

„ (A — b)(fi — b)(v — b) 

(b — c)(b — n) ’ 

S - (^ — f) (p — C)(v — c) 

(c— o)(c-6) 

setzen, für x, y, z die acht entsprechenden Systeme von Werthen : 


X = 

+ VA, 

y = 1 V®, 

i= + V«; 

xz=z 

-va. 

y = + W, 

, = + vtf; 

X = 

— VH, 

y = -v». 

2 - + vtf; 

X — 

fv«. 

y = — v® , 

r= + Vtf; 

X = 

+ vH, 

y = + v”® , 

i = — vtf ; 


Digitized by Google 



420 


Grunert: Theorie iler eliip titelten Coordinalen 


x — — Vi», v — + VB, t — 

x — — VA, y = —VV, z=~V<£; 

x — +VÜ, y = — V», z = — vtf; 

wodurch jederzeit acht gegen die Axen der *, y, i symmetrisch 
liegende Punkte im Raume bestimmt werden, welche die acht 
Durchscbnittspunkte der durch die Gleichungen: 

1— a + A — 6 + l — e ’ 


a** y* t* 




ft — a ' ft — b ' ft — c 


. _y_ . j” 

v — « ' v — 6 ' v — c 


bestimmten drei confocaien Flächen des zweiten Grades: eines 
Hyperboloids mit zwei Fächern, eines Hyperboloids mit einem 
Fache und eines Eltipsoids, sind. Lässt man aber l, ft, v in der 
angegebenen Weise sich verändern, und bestimmt immer die drei 
entsprechenden confocaien Flächen des zweiten Grades über den 
angenommenen Axen der x, y, z als Axen ; so wird man natürlich 
unendlich viele solcher Systeme von confocaien Hyperboloiden mit 
zwei Fächern, Hyperboloiden mit einem Fache und Ellipsoideo 
erhalten, welche gewissermassen den ganzen Raum ausfullea, 
nnd in ihren acht üurchschnittspunkten alle Punkte des Raumes 
liefern. 


§. 5 . 


Dm eine Anwendung des Bisherigen zu zeigen, wollen wir 
der Grösse v den bestimmten, c übersteigenden Werth v 0 beile- 
gen, und das bestimmte Ellipsoid 


27 )* 



_J/ 2 , ** 

^rb + ^=r c 


= l 


betrachten, indem wir von demselben nur den in dem ersten der 
acht durch die Axen der x, y, z bestimmten körperlichen Win- 
kel, welchem die positiven Theile der in Rede stehenden Axen 
entsprechen, liegenden Theil in’s Auge fassen. 

Denken wir uns auf der Oberfläche dieses Theiles des Ellip- , 
soids einen beliebigen Punkt und die beiden durch denselben 
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gelegten confocalen Hyperboloide, so stehen deren Durcbscbnitts- 
linien mit dem Gllipsoid und mit einander bekanntlich gegenseitig 
auf einander senkrecht. Die Quadrate der Elemente der beiden 
Durchscbnittslinien mit dem Ellipsoid erhält man aber offenbar 
aus der Gleichung 24), wenn man etwa zuerst ft, v als constant 
betrachtet und folglich 3ft = 0, Sv = 0 setzt, dann 4, v als con- 
stant betrachtet und folglich 34 = 0, Sv — 0 setzt, wodurch man 
nach 24) die folgenden Ausdrücke für die Quadrate dieser Ele- 
mente erhält, indem man natürlich v 0 für v schreibt: 

L'04», M'Bfi*; 
wo 


_ (1 — P)(l — *o) _ (p — l)(v 0 — 4) 

~ 4(4— u)(4 -6)(4— c) — 4(4-«)(6— 4)(c— 4) ’ 

w, _ (p — Vp) (p— *) (Vp— pKp— 4) 

4 (p — a)(p — *)(p — c) 4(ft — o)(ft — 6)(c— ft) 

zu setzen ist, so dass also die beiden auf einander senkrecht 
stehenden Linieneiemente selbst: 


,o,l r (p— i)(v 0 -4) 

* V (4 — a) (b — 4) (c — 4) ’ 

ldu\[ (v ° -“lOfe— 

(ft — a)(p — 6)(c— ft) 

sind. Folglich ist das Flächenelement: 

l (P~ *)V (»o — 1 )(Vq — P) flJ p, 

4 ' V (4 — u)(6 - 4)(c - 4) (p - a)(ft — 6)(c — fij ** ’ 

und da sich nun 4 von « bis 6, ft von b bis c verändern kann, 
so ist, wenn F den Inhalt der Oberfläche des ganzen Ellipsoids 
bezeichnet: 


, p _ , /*•/** (ft — 4)V(v 0 — 4)(v 0 — ft) 

V" (4 — o)(6 — 4)(c — 4)(ft — a)(ft — 6) (c — ft) 


also: 


28) 

- = a rr , 

J, J *)(«-!•> 
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Das Quadrat eines ganz beliebigen Kürperelements ist, wir 
aus den vorhergehenden Betrachtungen sich ohne Weiteres ergiebt: 

L'JU'JS'dmiMv», 

wo 


Jt 

(A-ft)(A-v) 

1 

1 

a. 

MJ 

i-S 

1 

1 

'w' 

•*— s 
ö 

1 

1 

4(A — a)(6 — A)(c — l) ’ 

M* 

(ft — v)(ft— A) 

(v — ft)(ft— A) 


4(f*— <0(ft — 6)(ft— c) 

40* — “)(f* —b)(c — ft) ’ 

iV' 

(v— A)(v — ft) 

1 

1 

* 

1 

4(v — a)(v — b){v — c) 

4(v — a)(v — b)(v — c) 


zu setzen ist, so dass also das Körperelement offenbar : 

- o* — A)(v— ft)( v— A) 

8 V" (1 — o)(6 — A)(c — A)(ft — a)((i — b)(c — ft)(v — a)(v — b)(v — c) 

ist; und da sich nnn A von a bis b, ft von b bis c, v von e bis 
v 0 verändert, so ist, wenn V das Volumen des ganzen Ellipsoids 
, bezeichnet: 
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oder, wenn man, was offenbar verstattet ist, v für v 0 schreibt, die Gleichung: 


424 Grüner t: Theorie der elUpt. Coordtn. im Raume. 
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XXX. 

Ueber bestimmte Integrale. 

(Forteetzung von Thl. XXXIX. Nr. XIX.) 

Von 

Herrn Dr. L. Oettinger , 

GroNsherzoglich Badischem Hofrnthe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


III. 


§. 31 . 


Der eben in §. 30. angegebene Zweck wird erreicht, tvenn 
man die bisher befolgten Methoden mit einander verbindet. 

— | — ^ — darzustellen, hat man in der 

o 

Gleichung Nr. 6) §. 2. x statt z zu schreiben, mit x m zu multipli- 
ciren und r in m umzusetzen, wodurch 

X m 1 

YZTx = — te” -1 + * m-a + x m ~ 3 + ....X + 1) -f 


1 — X 


entsteht. Verbindet man diese Gleichung mit (lg x) r Sx, 


erhält man : 


1) 


o 0 0 

Wird jedes Glied auf der rechten Seite nach §. 19. Nr. 1) behan- 
delt und der Werth für j* (lga;) r 9a: aus Nr. 14) §. 21. einge- 

' O 

fährt, so bestimmt sich das fragliche Integral auf folgende Weise : 


Th eil XXXIX. 


29 
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f 


1 x m (lgx) r dx 

1 — X 


■ 2 ) 

= (-)M r| ‘(I + gii + 3 * 5 + ..~) 

J I 

2 r +» + 3r+l 


1 »'+' 


= (-)Mrll.S(l, l)r + . ( _)r+l.lr|l.^ 


Hiemit stimmt die in Nr. 1) §.22. gegebene allgemeinere Gleichung 

3) 


/ 


1 x m r+P ~ 1 (lgx) r dx 

1 — xf 


~ ( ) r p'+i S ^’ ^ r+I < ^ r+1 p>-+» ^ + 2 r + 1 + 3>+* + *•" ro^* 1 
überein, aus der sich Nr. 2) ableitet, wenn p = I wird. 

An diese Gleichungen schliesst sich eine Reihe von Ablei- 
tungen. Setzt man nämlich r=l, m = 0, 1,2 so leiten sieb 

aus Nr. 2) folgende Integrale ab: 

4) 


l fyx =-5(1, !)*=-£, 


x Iga: 




/ 

O 

f \-x- 6 

O 

/*» x*lgx. n * 6 

J T^ 0r =— 6 + 4 ’ 

O 

1 .r s lg.r 


f 1 *' lg. 

J T-; 

(I 

/ 

O 

/ 


a n* , 49 

0a:_- 6 - + gg, 


1 x 4 lgj 
1 — x 

1 a:*lgx 




n- 206 
6 + 144 ’ 


_ n* 5269 
1 — x 6 + 3600 ’ 


r'x” Igx * „ml 

J T=^ 0a: =-6+ z , «*• 


Hierin ist: 


5 ( 1 , I)* = g = 1,6449340668482264 .... 
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Verbindet man die Ausdrücke in Nr. 4) mit einander, so erhält 
man : 


5) 


/ 


1 


l — (m-f-l)rc* 

lü^'8*a*= - 6 — 




»I — u-f 1 


In dem begleitenden Ausdrucke .2" — — “ sind statt u all- 

mfilig die VVerthe I, 2, zu setzen, nährend »< unverän- 

dert bleibt, so dass 


-m— u+ 1 


m — I . m — 2 


1 


-m+ ga + 3* + • l)» + OT t 


bedeutet, üiess fuhrt zu folgenden integralen : 

6 ) 

1 I— x* , . jr* 

~ ^\gxdx = -j + 1 , 


(1 — x) 
■ l-x» 


f 

o 

f'fc 

n 

f 

o 

/ 

o 

/ 


x jäi g *a»= — + 


> i-* 4 


2.t* . 65 


Igxdx^z ,i~ + 


18’ 


* 1 -x» . . 5 ji* 725 

(I-*)* 1 «* 0 *— 6 ^ 144' 

l-* fl in , , 3899 
(T— ~i)* ® ' C0X == n * + 600 ’ 


Verbindet man aber mit den Ausdrücken in Nr. 4) der Reihe nach 
die Werthe a 0 , a lt a t , a m , so ergibt sich aus ihrer Vereini- 

gung folgendes Integral : 

7) 


f 


11 (2%a u x*)\zx m »* m .v» 1 , 

]-x djs = - a.) g + 2 l a u (2 1 „*)- 


Bei Darstellung der einzelnen Fälle hat man in den Symbolen 
£™a u x u und a u statt u allmälig die Werthe 0, 1, 2, .... m und 

in zuerst statt u die Werthe 1,2, .... m und für 

jeden einzelnen Werth von u in -j statt u allmälig die Werthe 

29* 
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1,2,....« zu schreiben und sofort die sich ergebenden Werth« 
zu vereinigen. Hiernach ist : 


«) 


s»> 


i i 


i i 


= «i + «*(I + gj) + flj(l + + g») + •••• + Q m(l + 2* + 5* + ■— + 


“Ul -f- «* + •••• + a m + («2 + Uj +•••■ + Um) 2 * 4 (°! + a 4 f + O») 3 * 

+ .... + («nt-1 + 0«) (m _ 1)2 + Um —f 

Beide Darstellungen in Nr. 8) dienen zur gegenseitigen Controle 
für die richtige Werthberechoung. Setzt man nun statt der a die 
Vorzahlen der Potenzen des Binomiums (1+z), so erhält mar» 
hieraus folgende Integrale: 


9) 


/ 

O 

/ 

o 

/ 

0 

/ 

o 

/ 

o 


1 0 +g) | 8* s 
I — x x 



i(l+a:) a lgx^ 2** . 13 

— 1 — -ar=-- r + T . 

1 (1 -f- a:) s lga: ^ 4;r l . 73 

~i- x -«*=— r+T* 

‘(l + x) 4 lgx,, 8 ji* 2645 

— — a*=— 3 -+ X 44 ’ 

»(l+u:)®lgx^ 16rt a 71447 

1 — x d - E — 3 + isoo ’ 


U. 8. W. 


Aus Nr. 3) ergeben sich, wenn p = 2, 3, 4, gesetzt wird. 

folgende Integrale: 

10 ) 

/>l x *H-l|g x 1 I 1 

J i-x* e*=- s A(i,i)* +i 2 

0 

1 l ml 

1— X» 8x 1) ' + Ö‘ £ | B® ’ 

o 

/*i x«"M-»lgx I«n in*, ly» 1 

J J_ X 4 Öar — +16 -2 ! B*’ 
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Setzt man nun m = 0, 1,2,...., so wird man auf die gleichen 
Zabienwerthe wie in Nr. 4) geführt, jedoch mit dem Unterschiede, 

dass die Factoren .... mit ihnen in Verbindung treten. 

Die Potenzen der x folgen aber einem anderen Gesetze, wie 
dort, und lassen Lücken, da sie, wie bemerkt, nach einem an- 
deren Gesetze fortschreiten. 


Wendet man auf Nr. 3) die in Nr. 5) befolgte Methode an, 
so erhält man : 


11 ) 



a:(l— .T 2 '“+ 1 )lgx, 1 (m -f 1) ?r® , 1 m — u+1 

(1— x*)* <3X ~ 4.6 +4 i 5» ’ 

a:*(l — a: s,n +®)lga:- <m+l)jr® I ^ m — u-fl 

(1-ar*)* 9.6 + 9 l u* ’ 


*P-*(1— a:™N»>)lg.z: . (m-fl)ji 1 M+l 

(1— *P)® p*.6 + p* i a® 


Eben so erhält man nach der in Nr. 7) angegebenen Methode 
folgende Integrale : 


12 ) 



Die Ableitung specieller Fälle aus Nr. 11) und 12) ist sehr 
einfach, da man die nämlichen Zahlenwerthe erhält, wie sie in 
Nr. 6) und Nr. 9) angegeben sind, und man nur die Coefßcienten 

j, damit zu verbinden bat. 

4 •* 


§• 32. 

Setzt man r = 2 und m = 0, 1,2,3 in Nr. 2) §.31., so 

erhält man folgende Integrale: 
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1) 


f äS^’Si =2S(1.I)*, 

f = ««< l,l).-2. 

/'£H^ = äS (l.l,. 256,03 


IÖ8OO0’ 


Durch Vereinigung dieser Ausdrücke entsteht: 


/' H) so , .>■ - ==J±J . 

und hieraus : 

r- 

r i <l-**)(lg*)» 355 

•' (1 — o - )* dx — 8S(l,l)3- — , 

/*' _ inc/i i» 7715 

•l (I-*)® — I0Ä(1 , 1) ^ , 


U. 8. W. 


Ehen so erhfilt man: 


3) 




woraus sich folgende Integrale nach der in §. 31. angegebenen 
Methode ableiten : 
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f (l Sx = 4S(1, 0* — 2, 

/' <i±f£'*2 8l = 


431 


/' .Q±f£fe2to-,U<,. 


28043 
864 

0. 8. «V. 

Hierin ist 5(1, 1)*=1, 2020569031595942.... 

Wird r = 3 und m = 0, 1,2 in Nr. 2) §.31. gesetzt, so 

gewinnt man folgende Integrale: 

/' =-£ + «, 


/*' x 3 (lgx) s a n* |393 

J ~T^x~- — — 15 + 216 ' 

/** **(lgx)» 7t 4 , 22369 

X—x dx ~~Vi + 3456 ’ 
/*■ ^(Igx)» jr 4 14001361 

J -\t^r dx= ~ Ts + 


2160000 ’ 


U. 8. w. 


Eben so ergibt sieh durch Vereinigung der in Nr. 4) angegebe- 
nen Kesultate : 

5) 


r' (i-**)(ig*) , a . 

./ (!-,)• - - to — 13 +"• 

/' * + " 

J (t— *)* 5 8 

f' (l-x 4 )(lgT) 5 D 4sr4 . ???? 

./ (l-^ ®* 15 4 108’ 

rt 4 87425 
8;E =-ir + 3456’ 


l* 1 (1— *»)(lg*)* r n 4 - 87425 


(!-*)* 


/• *(1 -*•+*) (lg*)* 
,/ (1— a-)* 


(774+1) 7t 4 .,771-14 + 1 

— IS + 6, t « 4 " 
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Oeltinger: Heber bestimmte integrale. 

6 ) 

/** ( J +a:)(lgx)S„ 2jr* . 

< l=^~ 8 * =-~l5+ 6 ’ 

f' (I + j)*(lg j) s 4n 4 147 

*• 1-x dx -~ l5- + -g-' 

(1-f ^) 3 (lgj) 3 8*« 2369 

J i- x ^ = - 15 + gT- 

(1+J) 4 (lg j)» IO« 4 326657 

•o 1 — * °x — IjJ~ 4 . “jjgß- • 


f' m J I* - ..1 

< l^T Sx = — ( £ 0 «.) ]S + 6* «*(■=, 

Hierin ist 5(1, 1)*= *?= 1,082323233711 1382 .... 

Aus Nr. 3) §. 31. erhält man ferner: 

7) 


/’■ aw+p-» (!**)*„ 

•s — 8x: 

f ^-P+P-Mlgj r)». _ 65(1, 1 )« *6 1 

*» 1 — xP P s ^ » 4 1 tl*’ 


25(1, 1)» 2 -_1 

M* » s 1 u 3 


8) 


^‘(1 -J^ +PjOg j)» a __ 2(m + l) 5(1,1)* 2 „n«m — o f 1 

•5 (1-xp) 3 öx “ p ~pZ —p—> 

/•■ ^-»(l-^Xlgx^ 6(m 11)5(1,1)4 6 „ m ,„- M+ l 

•5 (1-XP) 3 0 * p* + -4-S, — -r-. 


U) 


/" x p -H^a r ^)(lgx)\ 9 

•J 1— xr ° x ~ pa^op-) 5(M) 3 

^ j"l „«1 

- ; 7» K «p-(-S, 

jP- ^^-a p.jP-XIga:)» 6 - % 1% . 

l t ~xt — : — d * = -p* ( £ u “p“) 5( i , i) 1 


. ^ „Bl I 

+ p 2, 
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Die Zahlenausdrücke, worauf die in Nr. 7) — 9) angegebenen 
Integrale führen, sind dieselben, wie sie in Nr. I) — 6) angeführt 
sind. Hiezu treten dann noch die vorgeschriebenen Coefficienten. 


§. 33. 


Setzt man x statt z in Nr. 2) und Nr. 3) §. 2. und verbindet 
die hieraus entstehenden Resultate mit J a: 2m (lgar) r Sa: und 
/' x tm + 1 (\gx) r dx, so erhalt 


man : 

1) 


/ * zc* m + 1 (l gx) r dx 

1+x 

*/' 1 )dx-f' 

o o 1 T **• 


r dx 
- x 


Werden nun die einzelnen Glieder nach Nr. 1) §. 19. integrirt und 
werden die Werthe für die begleitenden Integrale aus Nr. 15) 
$. 21. eingeführt, so ergeben sich hieraus folgende Integralformen: 

2 ) 

f ' = (-)'. l r I l . Ä'(l, I)'* 1 

( ) r + 1 .l r,l -(l ^+> + 3 r t 1 — r-> m \r+i )> 


(2m) r + 1 ' 


•3) 


/ — = (— ) r +* ■ l r 1 1 . S’ (1 , 1/+ 1 


( ) r -l r,1 -(l -2r+> + 3>-+t + (2m + l)r+> 




Hieniit stimmt die in §. 22. Nr. 2) gegebene Gleichung überein, 
wornach ist : 

4) 




(_)m+r+l ■ ^ r+1 . (I 2r , I + -jr+i •••• ( )" -1 ;nr+ ,) 
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Hieraus entnehmen sich lur r=l und m = 0,1,2,. 
Integrale : 


folgende 


/'fe- 



T 

*rI2 

II 

J"tH* 

12^4’ 

f'r&* 

n» 31 

-+ 12 36’ 

o 

7t* 115 

~ 12 + 144 ’ 

J TJ* d * 

Tr* 3019 
-+ 12 3600’ 

f'KH* 

i» 

7t* 973 

~ 12+12ÖÖ’ 


=-&+ £ T 


J 1 + x 12 i v ‘ u * 

© 

Werden die in Nr. 3) erhaltenen Ausdrücke, um Harmonie in 
die Zeichen zu bringen, der Reihe nach mit abwechselnden Zei- 
chen verbunden, so entsteht: 

6 ) 

P l (l(-)’"-* n, + , )lg:e a (m + l)n* . m -n+1 

J Ti + .r )* — a * = — Ti + K t -*“- 1 — • 

« 

woraus sich folgende Integrale ableiten : 

7) 

r l (I -**)lgj: Jt 1 

J — i+4 s 3 * — 6 +'■ 


/ 


1 (1 +tr t )\s’x 


(1 +*)' 


r«*=-i +i 


4’ 
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P l (1— a^lg*,, Jt® 47 

J -irw~ 3 * =_ 3 + i8’ 

o 

/ l (1 +:r 8 )lg:r - 5m* 491 

“i (1+ *)»■'■ 8 ‘ t= ~ Ti + 144 ' 

o 

/»» (1 — ar*)lpx„ _ n* 2549 

J ~ (TT*)* 2 ' fiOO 

O 

/*» (l+* T )Ie* a 7«* 24259 

J Tl'+xF“ T2+48Ö0’ 


Werden aber diese Ausdrücke der Reihe nach mit a 0 , — a lt a t , 
— verbunden und vereinigt, so erhält man: 


f" J,). 

Hieraus leiten sich folgende Integrale ab, wenn man die Vor- 
zahlen der Potenzen des Binomiuros (1 — *) benutzt: 


f -»+*■ 

O 

P' (l — a-)*lgx ji* 11 

J -JT* -* x =- 3 + 4 ’ 

« 

P 1 (1 — x) 3 lga: 2«* 55 

J — ff” ■-«*= T + 9 ’ 

<1 

/ i (1 — a:) 4 lg:r 47t® 1835 

I f — "0*— ~ir+ |44’ 
o 

u. s. w. 

Aus Nr. 4) erhält man folgende Formen: 

10) 

f' • r ^^ X S^ ( - ) ^ , iS'(l.l)®(-)W* 1 £ I - , (-).-iI, . 
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11 ) 

x(l (-)»*«■ -j *)|g g (m+j) m m-» + l 

(l+ar*)* 0X ~ 4.12 + * 1 ( ' u * 

jr*(l(-)">ar Sm + 3 )lgx,_ (m+I)ji® . , m-s+t 

(TT^i Sx = 57R- +i^.- 

u. s. w. 


12 ) 



x(Zo m (— )“ «VI x l “) 
1+1* 


(£„”>a t u) 7t 2 

4.12 

+ *2, «(-)<■-» jj, 


/ 


1 x 2 (2: n ' n (—) u a !su x iu ) I g x 

1 + x* 


Sxz 


(2 0 m asu) n 3 
' 9.12 

+ 1 2:, »n 8B (£,"(—)“-» i), 


Die Zahlenwerthe bleiben mit Ausnahme der vorgeschrieben« 
roefficienten die gleichen, wie sie oben angegeben wurden. 


§. 34. 

Setzt man r = 2 in Nr. 2) und Nr. 3) §.33., so erhält man: 


f 1 a*=2S'(i,i)*-2 ( i-i+i-. 


" (2jh) j) ’ 


2 ) 


/‘ x ^5£lV=-2S'(l, 1 )» + 2(1 — 1 + 1- 




1 


(2* -HP 


Aus Nr. 4) §. 33. entsteht: 

3 ) 


/ 


1 X m V-\-P-~ x (lg x) 1 

1 + ^p 


aa: = (-)-»^S'(l , l)»(-)"+‘ -,2 I -(-)-> ? 


Aus Nr. 1) und Nr. 2) leiten sich folgende Integrale ab: 
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4) 

f rr? 3 * = 2S ' (I * 1) *' 

o 

f =-2S'(l, 1)3 + 2, 

f 1 ^rrJ' e *= 2 S '(M)*-i> 

o 

[" g 3 flgg)V . nor/i ,v S , 10? 

J 1+x 3 *-— 2Ä 0. •) + log’ 

P x *«(lg*)« r _ 1549 

J ~r+x — 3 25 1 1 » 1 )— sei * 

V* *•<'<?*)* 0,_ 9Vfi n» 1“ 

j nr+i 3x -- 2« (i, «) ~io8ooo 
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Durch Verbindung dieser Ausdrücke unter sich mit ab- 
wechselnden Zeichen folgert sich das Integral: 

5) 

f S^=2(m+l)S'(l, l)3-2^«l(-).-v2Ll^+i, 

O » 

woraus sich folgende Integrale ableiten : 

0 

P 1 (1 + x®)(lgx)® 15 

J IW" 31 65 (1, J) 4 ’ 

0 

C x (l-x*)(lg*)» 301 

J ~ (1 + *)* _3x= 85 < i * , ) , -bT ' 

o 

(l+x»)(lg *)% _ 63«s 

J (1+x)* 3*-10S(l.l) ’ 


Eben so erhält man: 
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7) 

P 1 (-So m (— )»o»^)(lgar)» 8x 

t/ 1 + x 

O 

=2(X 0 »a«)S'(l, i). 

Hieraus leiten sich mit Benutzung der Biuoruial-Coefficienteo 
folgende Integrale ah : 

8) 

f‘ — rnf-s-* = «’('• »*— 2. 

O 

U. 8. W\ 

Aus Nr. 4) erhält man durch Befolgung derselben Methode: 

9) 

/ > ar"H-l>- 1 (Igar)* .2 ‘>1 

— a*=(-) m .- i s' ( i, !). (—)-+« P ,z, 


/ 


10 ) 

i jri>— 1(| (— )’»jr"»r4r)(|g j)e 


(1+^) 1 


8x 


1)» 2 


— "i 2, m (—)•-» — — - 

n* 1 ' 1 „» ’ 


/ 


V 

II) 

1 ■ r l ’~ 1 (-g o m ( - )“ «/>»*'’“) (|g *)* „ 
i+xP dx 


= p(.Zo M a,u)S'(l, 1)*-^ ij^). 

Hierin ist S'(l, I)» = 0, 9015426773696957.... 


Oe Hing er : Heber bestimmt e Integrale. 
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§. 35. 

Setzt man r = 3 in No. 2), 3) und 4) §. 33. , so erhält man 
folgende Formen : 

1) 

f 1 D* + 6(1 -i + i “ -• - (2m]*)’ 

II 

2) 

f 1 = + 6S' (1 , 1)« -6(1 - ^ ... +(ä^Fiji)’ 

o 

3) 

/* 1 ^7+^ —* s * = ( - )m+i I* s ' (i * 1)4 <->■> ( ~ )u ~‘ t 

o 

Aus Nr. 1) und Nr. 2) ergeben sich folgende Integrale: 

o 1 

/*' *(lg*)» _ 7** 

./ TT* — 120 ’ 

/•> **(lg*)* 7n* 45 

J o l + x Sx ~~ 120 + 8 ’ 

/*’ a:*(lgar) 3 a 7rr* 1231 

J T+ x x ~ 120 5 


f 


216 ’ 

jr 4 (lgx) 8 „ 7w 4 IO®*® 

-Tfx X ~ ~ 120 + 3456 ’ 

r® (\t* 


/ * jr 3 (l(j:r) 3 ,. 7rr* 12280111 
~ ITT ° x ~ 120 ~ 2 1 60000 ’ 


Durch Vereinigung dieser Ausdrücke mit abwechselnden Zei- 
chen erhält man : 

5) 

./ (1 + *)» 0a: - 120 + ° ‘ ( J «* 

woraus sich lolgende Integrale ableiten: 
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6 ) 

4 (I+x)* 8x ~ 60 + 6, 

/•' (1+x»)(Ir*)V 7^.93 

4 '■ (r+^“ 0x =-4ö' + s’ 

r (!- «*) (!> *)% _ 7w* 1871 

4 (l+*)*‘ 30 + 108’ 

f' _ 7 J* 79487 

•l fl+ii* Cx ~ 9 ä + 


ln* 


Ferner erhält man: 


u. s. 

7) 


f 1 (Z B "(-)*a« x«) ( lg x)* . 

4 i + x 

7n* 1 

= ~ (Z » m «.) |^ö + 6-S,-» a 0 (X.-(-)— ‘ ji). 

Dies führt zu folgenden Integralen: 

8) 

/*‘ (I — ar) (lg*) 8 ,* 7 jt» . „ 

J iT^" _S:r=_ 6ö + 6 ’ 


-x)»(lg a:)»^ _ Ire* 141 

dx 30 + TP 


/” (*-*)* 

4 » + 

C' (1-*) 8 (Ir*) 8 „ ln* . 2191 

4 ° x ~ is" + "öt ’ 

f x (1 — x*) flgj:) 8 14*« . 297983 

J J+V dX= 1“K” + ' 


15 


3456 ’ 


D. S. VF. 


Ferner erhält man auf dieselbe Weise folgende Integralfot- 
men aus Nr. 3): 

9) 


/' 


J-P— 1 (I ( — ) m X m P+P) (|g x)* 


dx 


0 +*'’)* 

_ (m+l).7*« . 0 ,m— u+1 

- — + P * * 
10) 

/’ ) u a puXP u ) (Igj) 8 ^ 

4 i + xv 

(Efi m au).ln^ 6 _ _ 1 

= ~ “7*T12Ö _ + p* ~ “!•- (^i* (—)“-* Z*>- 
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Hieraus kann man leicht eine Menge specieller Fälle ablei- 
ten, da die Zablenwerthe hierzu in Nr. 4), 6) und 8) angegeben 
sind. Hierin ist: 

7j r* 

S' (1, 1) 4 = ^7q = 0,0470328294972460 .... 


§. 36 . 

Setzt man a: 1 statt z in Nr. 6) §.2. und verbindet die hiedurch 
entstehende Darstellung mit 

Jf x %m (\e;x) r dx und Jf x im l l (lg x) r Bx , 

so erhält man: 

1) 

/*! r tm(l„ r )r /•! 

/ ~^ L Sx = ~J (Igar)'-(x 2 ”- 2 + x*”~* + .. . . x*+ l)dx 

+ ./ 1 — a:» ’ 

2) 

f =—f (\gxy(x 2m - t + x* m -* + . ...x* + x)Sx 

n * * o 

4 

, f' g(lg xYdx 

+ -l 1-** 

Nun ist aus Nr.8)J.21., wenn p — 2, 7 = 2 gesetzt wird: 

/' ^S^ =( _ ) r.lr|l^ j2 )r + » = ( _ ) ,.^1| S(1> !),+>. 

Wird dieser Werth und der aus Nr. 14) {. 21 angegebene für 
/*' fle:rl r 0.z 

f t eingefuhrt, so erhält man aus Nr. 1) und 2): 

*o IX 

3 ) 


/ ' x im (igx) r dx 


= (~y. l f ■ » S( 1 , .IM MH- 1^ + gL-f .... 


Th.ü XXXIX. 


30 
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0 elting er : Leder bestimmte Integrale. 


r 


4) 

x 2m • 1 (lgx) r 


1- 


8x 


l'U 


l r 1 1 . 


1 


J 


— ( ) r - 2 r+l • S ’( 1 > *) r+1 (— ) r+l ‘ 2 r+i( l +2^ + —™>Ti) 


' m'+v 


Bei dem Uebergange auf besondere Fülle ist es am Besten, beide 
Formen getrennt zu behandeln. Aus Nr. 3) ergeben sieb folgende 
Integrale für r = l und m = 0, I, 2....: 


f 

O 

/' 

f 

0 

/ 

r 

o 

/' 


5) 

Ä»'=-*C. »’=-?■ 


i_ x * ax — - 
x 8 lgx 
l-x*' 


** 10 
8 f 9 ’ 
239 
225 ‘ 
12910 


x 8 lga: _ s 

\-x* OX — 8 T 11025’ 


’lfiX, 


re* . 117469 


1 — .r* 8x ~ 8 + 99226 ’ 


Durch Vereinigung erhält man : 


6 ) 


f 


— * 4 ) ig* 

X*)» 


ax =-"+i 


(1— x*)lgx 


d.x = 


(I-X*)* 

[' (1 — x 8 ) lgx 

J Ti ^*)*" 8x ~ 

•' ~(l-x*)* 8x ~ 


3re* 19 
~ 8 + 9 ’ 


n* 734 
2 + 225* 
_5jt* 16294 
8 + 3675 ’ 


/> (l-x«-+«)lgx Q __ (m + l)re*. m — «i -f- 1 
J (l_x»>* 0X 8 (2m — 1)*' 


Eben so entsteht: 
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7 ) 


443 


/' .„(i.-gjip), 

woraus sich folgende Integrale ableiten : 

8) 

• f' (* + **) te * 

J 1 — x" 1 


dx = - T ,_ 


28 
9 ’ 


f' (I + a^lg*,, - 

/*‘ (l + **)»lg*,_ . 1684 

J 1-** 0a: - “ + 225’ 

/” (H-^yig^ r , „ . , 36256 

J — j.a “ 2,1 + 2206 ’ 


Hierin ist g- = S(] , 2)* = 1,233700550136 1698. . .. 

Aus Nr. 4) leiten »ich unter den nämlichen Voraussetzungen 
folgende Integrale ab : 

9) 


/' 

Ö 

r 

r 

u 

/ 

/' 

/' 


xfex - 

1 — X 1 

= -iS(l, !)•= 

x*lga:^ 

l-x' 8x 

JT* 1 

- 24 + 4 ’ 

**lg*;, 

T=x* 8 * 

** 5 

~~24 + 16’ 

X 7 >g X 
i-x* 8x 

jt a 49 
_ 24 + 144 ’ 

X*\f(X 

\-^ dx 

jr* 205 
“ 24 + 576’ 

p*%dx 

l—x* 

n* 5269 
- — 24+ 14400’ 


71* 

24’ 


/■ 


f 1 

1—1** 




10 ) 

a(l— a: 4 )lg.r , _ jt 1 _ I 
(1 — x 2 )* 12 + 4 ’ 

:r(l— ar 8 )lg.z„ 

(!-*’)* 


/' 

O 


+ 16 ’ 
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Leber bestimmte Integrale. 

/ 

x(l— .r*)lgx^ 
(!-**)* 8x 

** 65 

6 + 72’ 

f 

a:(l— a w )lgar n 
( 1 — x 1 )* dx 

5** 725 

J 

O 

~ 24 + 5f6’ 

r 

0 

x(l-x a )\gx . 

** 3899 

“ (!—**)• 0X 

~ ~ 4 + 2400 ’ 



C x x(\ — 1$ a: 

. (m + I)ji* 


4 ( 1 -**)* 


24 



11) 


/' 

o 

i(l + .T*)lg:r 
l-x* 8x 

’sE 

1 

1! 

1 

f 4’ 

f 

ar(l +x t )*lgx 
1 « ox 

1 — X 1 

7l 2 

" “Ti 

+ 1 - 3 
+ 16’ 

f' 

a:(l +x I )*lgar n 

n 2 

73 

l 

1 — x* ' ~ 8x 

~~i 

f 36’ 

r 

x(I + .T*) 4 lgx„ 

2 jc 

* 2645 

J 

o 

1-** 6x 

~ 3 

+ 576 * 

r 

i(l 4-a:*) s lga; „ 

4** . 71447 


1 — X* 

— 3 

T 7200 ’ 

.r 

(2/ 0 -o a « + i **“+») lg x^ 

1 — j* Sx=~(£ ( 

** 

) m n-2r-+i)-24 


Auch hier lassen sich 

, wie in 

§. 31.-35. 


■ m — u + 1 


1 

•- 1 

«* 


Gleichung Nr. 5) §. 22. noch andere Integrale ableiten. Ihre Dar- 
stellnng unterliegt aber nach dem früheren Vorgänge keiner wei- 
teren Schwierigkeit. Deswegen werden sie hier und auch künftig 
nicht weiter berücksichtigt. 


§. 37. 

Setzt man r = 2 und m = 0, 1,2,.... in Nr. 3) §.36., so erge- 
ben sich folgende Integrale : 

/ SS*. =25(1. 2)*, 

/ -*^8^ = 2S(1,2)*— .>, 
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's; 

./ i—** 8 * — 2 ’ S ( 1 * 2) 1157625 ’ 

./ l — a» 8*-äS(l,2) -2-5, (2u— 1)* 

Hieran schliessen sich durch Summirung folgende Integrale: 

/’ (1 rtS& — =«a. *>■-«. 

110 


(1— ;r 2 ) 2 

/ =»«■•»■-»• 
/ tjSSF«». =.o S( .,»-- 3 S 


/* ( ^ = S^.f*--*a*= 2 (".+i) 5 (i- *) , - 22? ," 


(1 — a: 2 )' 
Ferner ist: 


,m m— u+l 
(2m— 1)* 


3) 


/ * ( -^^5^-*0*=2(2- o m o t .) Ä(l,2)»-2£ l "« 1 „(^; (1 — y,), 

woraus sich mit Hfilfe der Binomial - Coefficienten folgende Inte- 
grale ableiten : 

4) 

f' ---j— ^~- 8 * = 4S(I, 2)* — 2, 

/' <»+;**£ dx= m 


/ ' ) 4 0a . _ ;{2,S'( 1 , 2)* 

% 1— -T* 


3375 ’ 
7154272 
231525 ’ 
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Oeltinger : (eher bestimmte Integrale. 


Hierin ist 5(1, 2)*=1, 051 7997902646451 .... 

Aus Nr. 4) §. 36. erhält man bei Annahme der nämlicher 
Werthe für r und m die nachstehenden Integrale: 


5) 


r 

0 

ar(lgar)* 

1 =-<KC 

I — a* 2 

= i«(l, D», 

/' 

o 

x 8 (lga:)* 

— i a dar 

1 — ar® 

= 15(1, l) 8 -i. 

r 

a- 6 (lga:)* 

1 — a:® 0 * 

=**('• D’-rr 

r 

V 

a r (lga-)*„ 

1 2 ««* 
1 — X Z 

= **»• D--SJ. 

f 

*! (l **fa* 

1 — a; 2 

— i c/i n , 2035 
— * Ä( 1> 0 6912 


f 


gSw-HCly j;)» 

1 —aß Sa '~ **(*' 


D»-t^ 


u 3 ' 


Ö) 


-WO. D--i. 

feä=^e 3x 

J (l-x®)* 8x ~ ,S(1, — 432’ 

r *lL=*3t(!s^a* -> S(] l)3 _™ 

•J (1— a:*)* ax ~ 6912’ 


/*' a:(l — a- 2n ’+-)(lga-)' i m— u+1 

./ (1— *» )» ox=i( ,n 41)5(1, 1)»— iZT 


7) 


Z ’ 1 a:(l +a*)(lga:)®„ ... . 

./ _____ 0 ar=i 5 (l, l) 3 -i, 

r *ö±*yj isfüa*- Avi ,)s 25 

•( 1— a:* o«— ■>(!, i) - 32 , 

/** *(H-**)»(|gx)*, _ 407 

./ r _ a * - a *“*«« 1 - 2 i 6 ■ 
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286« 

' 6912 ’ 


% 1 — x 1 

= 2(^ 0 m "2o+») 5(1, l) 3 — i-^i m »2i,+i(-2,“^s)- 

Hierin ist 5(1, 1)*= 1,2020569031595942... 


I 


§. 38. 

Wird endlich r = 3 und m=0, 1, 2 in Nr. 3) §.36. gesetzt, 

so erhiilt man folgende Integrale: 

/‘ r rä 3 * =-es(i. 2 )«=-jg. 

s+«. 

/•> j: 4 (lga~) B _ sr 4 164 
•? 1 — a:® öir— ~16 + 27 ’ 

/'> a: 8 (lg;r) B n 4 , 102662 

•J l — ar* Sar - — 16 + 16875 ’ 


/•' a- 8 (lgx)* .. 

J \- x t 0X = ” .« + 


7T* 246592712 

16 + 40516875 ’ 


f' a- 2 <"(lg.T) s 0 ** lßv m 1 

J 1 - .r» S 16 + ü2 i (2 u - l) 4 ' 

Hieraus leiten sich durch Summirung folgende Integrale ah : 

*> 


f' (1— a^Mlga:) 5 ,, n* . a 

J (j -J. =-8+ 6 ’ 

/*' (l-x«)(lga)*. 

./ (1— a-*) B 01 

/•' (1— :r»)(lg:r)» 


3?r* , 326 
=_ 16 +17 ’ 
n* 306412 
4 + 16875 ’ 


/ 


1 (1— x 2 ">+*)(lgar)» 

(l-* 1 )* 


Bx- 


( m+l)7t* . r „m— n+1 

+ 6JS . (2u-l)>- 


16 
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Oettinger : Vtber bestimmte Integrale. 


Eben so erhält man : 


3) 


./ 


’* (Igz -) 8 


1— ** 

woraus sich folgende Integrale ergeben : 

4) 


dx—-(2" atu) jg + 6Z"«i tl ,(^j S -L 1 jj i . 


!_** - a * = “ä + 6 > 


/*' (1 4-ar»)(lg a:) a 

•' 1-** 

f' (1 + **)»(lg*)* tt 4 , 488 

J - + 27-. 

f 1 (! + *■)» (I k *)» 8 = _ 

% I — :r 2 x 2 + 


713912 
17876 ' 


Hierin ist S(1 , 2) 4 = gg= 1,014678031 004 1921 .... 


Aus Nr. 4) §. 36. folgt unter denselben Voraussetzungen : 


5) 


•„ 1— X* 

=-iS(i.D 4 =-ä 

/' 

n* 3 
— — 240+8’ 

/ 

TT 4 51 

— 240+128’ 


jt 4 1393 
~ 240 + 3456’ 

/*■ 

•o 1— 

jr* 22369 
“ 240 + ^298’ 

/*' ar*m+i (Igjrjs 

J 1 — X* 

**=-m 


Ferner erhalt man: 

6 ) 



x(\ - ar 4 ) (I ga:)» _ Jt* 3 

(1 —X*)* l‘20 + 8’ 

ar(l— a:«)(lgx)* n Jt 4 . 99 

(I-* 2 ) 2 ~ 80 + 128’ 
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/*' .t( 1— .r®) (lg.r)\ 

J -(i-* 4 ~ dx 

f' x(l — a: ,0 )(lgx)» Q 

J (1-^)* SX 


_ n* 2033 
~ 60 + 1728’ 

n* 87425 
~ 48 + 55296’ 


/ ’ ar(l — ar^+^Oga:)** (m+ \)n* . IV , ra m — « + 1 

(!_*.)* Sx = 240 + * i u 4 

Ehen so erhält man : 

7) 

f ( 2„ m a%u fl ar*“ +1 ) (lgx) s &r=- •£i" , oii.f 

woraun sich folgende Integrale ableiten : 

8 ) 

/*• x(l +£*) (IgaO* n* 3 

./ jTT^« 0T = T20 + 8 ’ 

/*' x(l + ar*) 2 (ls;.z) 8 ,, _ rt* 147 

J — 60 + 128 ’ 

x (1 + ar*) 9 (lpx) 8 s 


I— x* 


_ rt* 2353 
30 + 864 ’ 


/*■ *(l + **) 4 (lgx)*„_ _ n* , 326657 
./ 1 — x* ° x ~~ 15 + 55296 ’ 


§. 39. 

Setzt man i = x* in Nr. 2) und Nr. 3) §. 2., verbindet die 
hierdurch entstehenden Resultate mit 

f a: 4 ” 1 (lg x) r dx und Jf x* m * l (\gx) T dx 

# « 

und dann mit 

f ' x* m +*(\gx) r dx und J .r 4m t*(lga:) r 0a: , 
so erhält man : 

I) 

f ' ^ ^Ji r Sx: =.f ‘ Og x^ar 4 "-* - .t 4 ”- 4 ...**-! )8x+J 

30 * 
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0 eltinger : lieber bestimmte Integrale. 


f' ( | g£) r g a . 

•J 1 + x 1 3 

/ • /■' idsjy, 

(lg xy(x* m - , —x 4m -*.... — x a —x)d.r+J . , 2 «**■ 

O O 4 * 

x* m +*(\f'x ) T 

•' 1 + x 4 

/*' /*' (lg*)' 

= / (lg.r) r (.r 4m — * 4 "*— 4 .... — a: 4 + 1)0*— # / ^cx. 

/*' :r 4 ”+ 8 ( lga :) r 3 
/ r~r ~* — Sx 

•' l+i* 

/ ' *(le*) r 

(lg x) r (x im i l — x Am ~' .... — .r 3 -f- x) Sx — f — y 3». 

V *o * T ,r 

Werden nun die einzelnen Glieder nach Nr. I) §. 19. behan 
delt und wird der W'erth des einen begleitenden Integrals aas 
Nr. 15) §. 21. eingefiihrt, so erhalt man. da nach Nr. 9) §. 21. 

./ ' y^Jr = (~Y . l r 1 ' S' (2, 2) r +' = <-y .^S'(1, 1/+* 

ist, folgende vier Integralformen zur Bestimmung der hierher 
gehörigen Integrale: 

f *^lg xY dx 

1 +X* 

1 

’3 r + , " r 5 r + 1 — (4m-lrf''' 


= (-K. 1' I t.^ (1 ,2)r+«.(-)r + *.lr 


3 ) 

f' x **^ 1 (lg*) r 

[ -r+x 4 “^ 

im lr 1 1 11 1 

— ( — y > l) r+1 (— ) r +* . ^F+i (! ~ '2rp^3'Ti — (2m)'+ 1 *' 

4) 

f'*^te*Y dx 

% 1 +* 4 

=(-) r+ '- ,r 11 .S'(\,2Y+H-Y . 1 " (1 -•vT.% 1 f.-- +r4 m +iy+^ 

5) 

/* • r4m+s ( l g^) r 0x 1 

•' 1 + x* J 

=(— ) r+I - 2 r+I-'S'(l, 1)'+* . (— K^F+I ( 1 ~2i+l+3r'+i — - + (2n»+l") r + l * | 
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Hieraus ergeben sich folgende Integrale für r = l und m= 0, 1,2 : 

6) 


*lg* „ * t ./„ w* 

f f+£ 8 *= S'(l, 2)*-I, 


/’ ^»*=-«'<1.2)’. 

r 

f r+^ 0 *- 

/* 1 ar 3 lg:r n a 1 

/ T+^ 4 . 12 4 ’ 

r nS? 8 *r=-«'t 1 ' *)•+?• 

o 

r 


**lg*„ »* , 3 

T+a:*° X ~ ~ 4. 12 + 16’ 


209 

225’ 


/** x[jg£ JE!__ 

,/ 1 -f- ar* 0:r 4 12 

Z* 1 .. 100J« 

J 1 + x* 8 ~ S ’ 2) + 11025 ’ 


31_ 

144’ 


115 


f" ***** &,; fL + — 

J 1 + x 1 4. 12 + 576’ 


Setzt man r=2 und m — 0, 1, 2, 3, so erhält man folgende 

Integrale : 

7 ) 

(lg*)* _ t)c ,. 

- 2 dx — 2A(I,2)*— 


r i (lg* 

J y+ 

./ ’ T+iT»»‘= IS'(I.I)’. 

r *w?*— »♦«. 
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'** x«(l E* )»,, _ * s 52 
1-M* 16 “ 27’ 

1 x 4 (leo-) a 7 

*«*(»• »>’-»• 

/'“ * 8 (lga:)*„ *» 6554 

J TR?- aa; =- 16 + 3375’ , 

f 1 * r üi£)! 0a; __ , IW 
J 1+a:® ° x ** (I- 1) +664’ 


J 

f 


f 

O 

/ 


1 x* (Iga:)* 

T+ir9*= 


Ti* 2241272 
16 1157625’ 


1 1549 

1+i* dx ~ * S (l ’ !) “6912’ 


Hierin ist S'(l, 1)* = ^ = 0,8224670334241132.... und S' ( 1.1)* 

= 0,9015426773696957.... Die übrigen hierher gehörigen Werth« 
•'>(1,2)® und iS' (1,2)® sind oben in §.27. angegeben. 

Hieraus lassen sich, wie früher, durch Vereinigung der 
gleichartigen Gebilde noch weitere Integrale 

/*■ (1 -*»))> lg* /* 1 'x(l — x*)P(lgx)® 

./ i+*® 0 *• J — rr*® — USK 

° o 

ableiten. Da die Methode der Entwickelung im Früheren wie* 
derholt gezeigt ist, so unterliegt ihre Ausführung keiner weitem 
Schwierigkeit, und wir stellen die hieraus sieb ergebenden Re- 
sultate nicht insbesondere auf. - 

§. 40. 

Setzt man z = x a in Nr. 6) §. 2. und verbindet man das da 
durch entstehende Resultat mit j* x 3m +P (lg:r) r dx , so erhält 


P 1 Jt , ' n +P(lg^’) r „ 

/ — i , - ex 

! I — x 3 


= — J (lg.r);(T®' B te-® f x im +i’~ t ,...xP)dx -\-J* ‘ 
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Hier kann p = 0, I, 2 sein. Werden die einzelnen Glieder 

/ I ( Iß 3?)** 

I _ g'-Sx nach 

U 

Nr. 8) §. 21. bestimmt und die hieraus folgenden Werthe einge- 
fiihrt , so erhält mau folgende drei Integralformen : 

2 ) 


/ 


1 ,r 3m (lg j-) r 
1 — .z* 


1 


1 


= (-)' 3 )M-‘ (-)'+* M‘(l + 4 t+t + 7 Th • (3ra o)r+i 

3) 


). 


n\ (lg£K ^ 

J 1 — x* X 


= (->''■ ,r " S C 2 * 3 > r+ ’ (-> r+ ‘ 1M, (-2 hm + 5 r+, + ■ ( 3 ra _ l)V+i). 

4) 

/ll T Sm+2f| ga .)r , 


/»» .r ,m + 2 (li 

J l-.T 


&r 


— < ) r 3 r+l ' S ( 1 » J) r+1 ( 3 r+"l ^ 3 r 4 * *’*" fj| r +^' 

Hieraus leiten sich folgende Integrale für r=l und m=U. 
1 , 2 ah: 

5) 

f' ^50*=- 5(1, 3)*, 

/' ^S^=-S(2,3)., 

f X f^=-§«0, , )»=-g. 

r ssfas-sd.v+i. 

o 
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Hetlinger: Heber bestimmte Integrale. 


Für r 


/*• ^lgtf. _ je* 1 
J 1 — **** 54 + 9’ 

./"ÖS*— *o.*+fi. 

o 

/■^ 8 „_ ss , 3) , + ». 

u 

/“ .r 8 lga: a ji 2 5 
J I — a: 3 ° X 54 + 36 ’ 

/*' x 9 \$x 849 

/ rr5i ar=-S(l,3)»+ 9gi . 

Ä < 2 ’ 3 ) +1000’ 


:2 und m=0, 1, 2, 3 — ergehen sich folgende Integral' 

=>*<!. W, 

f' *-£§<* —25(2,0)*, 

o 

y- ^äg>V=| S( ., .,*, 

/*> a: 4 (lga:)* n 1 

/ -p^i-ö* = 2S(2, 3)»— 

O 

/'^*a,= 2S( .,o,-g. 

/"■^(Ig*) 2 133 

J l-* 3 — >S(2,3) 5oo> 

J 1 — x 3 27 ^ ^ 12’ 
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/" 4^9*=2S(1,3)-- 


22359 

10976’ 


8637 

32000’ 


455 


U. 8. »V. 

Die Werthe für 5(1,3)*, 5(2,3)*, u. s. w. sind in §.27. ange- 
geben. 


§. 41. 

Wird z = x 3 in Nr. 2) und Nr. 3) §.2. gesetzt, so entstehen 
zwei Formen. Wird die erste mit ^ Sm t />(|g x) T dx. die zweite 

O 

mit r j-em (-3 1 p(|gx) r 0.T verbunden, so erhält man: 

C» 

1) 

/ '• I 

(lg j') r (*r 6 m +P “ 3 — a: 6 m +P -6 — — xP)dx 

~o 

/' 1 xP(hx)' . 

+,/ TT^ 8 *’ 


/ 


i x 6m +v(}%x) r ~ 

V ~1 . ^ 


2 ) 


y * d* = / (lgx)'-(a:«"'t P — ^»>+1-®- ,... + a:P)9a: 

0 «» 

-/ ' 

O 

Hier kann /> = 0,1,2 sein. Werden die Glieder auf der rech- 
ten Seite nach Nr. 1) §-19. und »viril das integral J — j-qp dz ' 

nach Nr. 9) §. 21. bestimmt und die sich ergebenden Werthe ein- 
geführt, so erhält man folgende sechs Integralformen: 

•3) 

j -rr^~ Sx 

b 

= (-)r lr I- 1 5'( 1 , 3) r +‘ (-)'+ ‘ 1* . * (l - Jp + ^ .... - (j-4 2 y rTl ), 
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0 etlinger : leb fr bestimmte Integrale. 


r 


4) 

3*<hn-f l(|g x) T 

l+x*~ 


dx 


= <->' ,r ' 1 s '( 2 - 3 ) r+, (-) r+1 ,r 1 1 (m-&P+&rv- (g^iT+i) 


5) 




f* 1 gj;) r , 

TT» 8- 


: ^ r 3 r +» S ^ r+1 3 r +* ^ 'l'l' + 3N-»"" (ümK+ ,)l 


r 


Ü) 

' T 6 ml 3 (lf;x)r 

r+i* 


8x 


=(-) r+ ‘ ,r| IS '(l' 3 ) r+, (-) r,r l ‘(‘“FT- + 7*-> • •• + (6* VlTfl» 

7) 


/ - . 8- 


f* 1 x #m + 4 (lgj;) r , 

1+ä* 


=<-)' 4 * ,r • 1 *<* 3 ) r+, (-> r i •' 1 

8 ) 


r 


, i'i* 


X«<n4 ®(lgx) r 

1+* 1 ~ 

l'H, 


8x 


I . 1 


= (-) r+, 3^ S ' (, ’ ,)r+1( - )r ^ (, -5FM+:FT«-"- + 


3 r + ,v 2 r t 1 3 r + 1 


y 


i 

r (2m+I>f‘ l 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale, wenn r=I, m=0. 
1,2,3.... gesetzt wird : 

O 

/‘f3fa=- S . (a , 3).. 

o 

P l x 2 \zx * 1 n 2 
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/'fS«= 

r+a:» dx - 108“ 9’ 

O 

/'^®r.ä-=-»'«.3C+ä- 

O 

/* 1 x a \gx „ n a 1> 

J 1+1^ 0X 108 + 12’ 

r i x* \g* ?T _ o,, 751 

J 1 + a:» 9 ~ S(1 ’ 3) ~ 784* 

0 

J l+x s0x “ ,S(2,3) 1600’ 


457 


Wird r = 2, m = 0,1,2,.... gesetzt, so erhält man fol- 
gende Integrale : 

10) 


= 2S'(1, 3)*, 

O 

i /' , t + 3 ' 0x= ‘ 2s '( 2 ' 3 )*- 


x*(igx)* 

l + z* 


8*= 27 1)8 


f 

f ' ^TfirS*= - 2S'(1 , 3) 1 + 8, 

T^5pa»=-*s'fl. »■+!. 

j n 3&~h™-V*h- 


t heil XXXIX. 


31 
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Oeltinger: Heber bestimmte Integrale. 


/' ttz ? 8 *= 

<> 

J l+x s dx ~ 27 S(1,I) 108’ 

o 

f -&jjP9x=-iSf(\,W + 

O 

y* ar |°(ij 


21673 
10976 ’ 


XW ^*=-2S' ( 2.3)»+ 3 ^|, 


Die VVerthe ffir <S'(I,3)*, S'(2, 3)* sind in §. 27. angegeb« 

Man kann diese Entwickelungsweise weiter fortführen nix! 
hiezu die Gleichungen des §. 2. und des §. 21. benutzen. Mas 

/ I jj.4m+p /|ct 

— j _ ' dx folgende Integralformen : 

O 

11) 

=(_)rlr,lS(l ( 4)r+*(-)r+.lr l .(l + ^, + ^ 

/* 1 j 4 "’4 1 (lgar) r g^ 

J 1—x* 

O 

= (-)rlr|.S( 2 ,4)r+l(-)r+ilHl(^- 1 + ^ + ■ • • • (4m 1^ ' 
r 1 3r 4m f *(i gg) r 

l—X* 


= (_)rln lS(3 ? 4)r+l(_)r+l]r| I 


/ 1 1 

ViFF 1 + 7H 

r 1 ^ 4m+3 (igj) r Sx 
J 1 — x* x 


7r+l+"- (4 ro _l)r+l 


r.) 


ln>_. lr|l 1 1 1 

= ( — ) r 4Tfi 5(l,l) r + , (— ) r+1 |^fi(l +cy?fi + fp$i + ■■■• ^prp) 
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12) 

f 1 = (-) M+r l' ' ■ 1 S 1 (1 , 4) r + l , 

(_)n,| r+1 Ir | 1 (1 + g^p— .... (— ) m ~ l ( 4 m _ 3 )r+l)- 

f' ' '^7^^ 0* = ( -)-tr lr | 1 S' (2, 4) r + 1 

(_ )m+r+ 1 Ir | 1 i — (p+i + . .. (—)"-' ( 4m _ 2)r+l)> 

f 1 ^; ( y - r ^= ( -^ r » r ' *s'(3, 4) r +> 

1 l r ' ^Tl+ -(— )"“l( 4m — |)7fi)* 


r 


ar*™ + 5(| R a;)r 

l -y x* 


i>- 1 1 


d.t =(-)»+-■ ir+* 

i r '*.. i i 


(- 


) m,r|1 4r(l(l - 2 r+1 + 3r+I" 


- rTl ). 


In Nr. 12) ist nicht zwischen einem geraden und ungeraden 
m unterschieden. Geschieht diess, so entstehen acht Integral- 
formen. . 


Auf dieselbe Weise kann man mit der gleichen Leichtigkeit 


die Intesrale 


r 


r 4n.(p(| 2-T )r 

IT*® 


a*. f 


a:»»'+p(|ga:)r 

Tr*® 


0*, U. 8. w. 


o o 

bestimmen. Das allgemeine Fortgangsgesetz erkennt man leicht 
aus den angegebenen Darstellungen. Diese Integrale führen auf 
die reciproken Potenzreihen mit gleichen und abwechselnden 
Zeichen, welche einer und derselben Zunahme zugehören. Da 
im Frühem gezeigt wurde, wie die Summen dieser Reihen mit 
beliebiger Schärfe gefunden werden können, so ist auch das Ge- 
setz, wornach alle hierher gehörigen Integrale bestimmt werden, 
gegeben, und das vorliegende Problem ganz allgemein gelöst. 


Wir wenden uns nun zur Darstellung einer andern Art hier- 
her gehöriger Integrale. 


§. 42. 


Verbindet man die Gleichung Nr. 1) lfi. mit f" x*"'\ t (lg*) r 0*, 


so erhält man : 
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I) 


S Vix+ffi Sx = f* ( , R ar ) r (* 8 '’ ,+p ~* + z*™**-* • ••• xP+‘)cr 

O 0 

*f ^ (te x ) ^ (^ 3w * p ~ 3 + ;r8m * p ” Ä *••• 

<> o 

= (~) r ,r 1 ‘ (( 7 + 2 K+* + (p + 5 )’’+» + --( 3 m + ^-l)'T*) 

Y» ^p(lgg) r rf , lrl ,/ » ■ 1 1 ^ 

1/ l+x+x* 0 ^ ; ^(p+ir+ 1+ (p+4rK + "(3 m +p-‘2)'W 

o 

JCP 

' Wird , - — - — a in Reihen nach den steigenden Potenies 
i T*r-f x* 

von x entwickelt und mit (lgx) r 0x verbunden, so entsteht: 

o 

2 ) 

/ * XP (\” X) r f* 1 

Sx= J Cg x) r (* r + ■ r '’ +5 + IP+ ® +••••) 3* 

o o 

— (lgx) r ( 1 P + 1 -f xt t -4 + XP+ 7 ...!)0X 


= ( — ) r l r 1 1 


((p + l) r +' 


(p + 4K+> + (p+7)>+* 


1 


~) 


) 


f—tr+1 Ir | \( L L ! 1 ! — . 

1 1 V(p + 2)'+> + (p+ 5)-M Vp + 8)'H 

= ( — ) r lr I 1 S(p + 1, 3) r +» (-) r + 1 Ri 1 S(p + 2, 3)r+*. 

Setzt man nun für p die Werthe 0, 1, 2 in Nr. 1) und 2) and 
verbindet die hieraus sich ergebenden Resultate in schicklicher Orti 
nung, so erhält man folgende drei integralformen: 

3) 

f ' TlS? = { - )r ,r ' ‘ s ( 1 • 3 > r+1 (-) r+l ,r 1 1 «(2. 3) r+I 

o 

(-)r+l.lrH(| + jrp + T^p— (3m_>2)r+l’ 

(-)r. ,r I ‘(2?+-, + 5PI +gpi + •"•( 3 iw _ 1 )»+T ) - 
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4) 


f ‘ = (-)'• ,r 1 1 • 5(2, 3) r +* (— ) r +' 5(1, l) r +* 


( _ ) r+1 -^ 1 '(fr+l + 5 r +‘ "*■ tjr+r— +( 3 m _ l)r+ l) 

l r I 1 1 1 1 

2 r + 1 + 3 r + 1 + • • • • m <"t 1 >’ 

S) 


f 1 = (-)' .Ml 5(3,3/+* (-)’•+! 1' 1 1 S(4,3) r +» 

J 1 + X -f- J* 


1 


1 


1 


(~) r+1, l r| ^3r+l + ßr+l + yr+l + 




" (3m) r +* 

f-) r . ,r 1 1 (jr+i+fTFI+iÖr+I + •••• (3„,+|)'r+i>- 

ln der Darstellung Nr. 5) beginnt die Reibe S(4, 3) r + l nicht 
mit dem ersten Gliede (.1), eben so nicht das vierte Glied. Kühlt 
man daher (— ) r + l l r 1 *1 . ( — ) r . l r I *. 1 =0 in beiden zu und ab, wo- 
durch sie ergänzt werden, so geht Nr. 5) über in : 


ö) 


f ‘ *T+S% " = ( - )r 5rT» » r+1 (-) r +‘ • M ' ‘ 5(1,3/+* 

O 

l'l» I 1 1 

)r+1 M T ^ + iFP + 3r+i + '■"mr+i^ 

(_)'• l r 1 ‘(1 + 4^-, + ( 3 ^ , )r+1 )- 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale, wenn r=l und 
m = 0, 1,‘2,.... gesetzt wird: 


f 

o 

/' 

0 

/ 


Igx 

1 + x + x* 

1 xlgx 
H x + x* 

1 x* lg x 
1 + x + .r 


7) 

3x = - 5(1,3)* + 5(2,3)*, 


8x — 


jSx 


- 5(2, 3) + gS(l, I)* : 


‘ - 5(2,3)*+ 54 


54 


+ 5(1,3)*-!, 
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r i .r*\ax . 

J l + x + x* Sx - 

o 

r i j?i jg£_ 8r _ 

,/ l + ar+x* 0 * - 

/V?£>= 

o 

J I + ar+jr* 0a: ~ 


- S(l, 3 )*+S( 2 , 3 )« + j, 

— 5 ( 2 . 3 )»+ 54 + 36* 

54 + 5 ( 1 , 3 ) — ]44 * 

9AQ 

~S( 1 , 3 )*+ 5 ( 2 , 3 )* + ^, 


,0a: = 


/ M a? 7 lga 

,/ 1 + * + 

o 

/* 1 ^jg*_ 8 _ 

,/ l + ar + x* 


5 ( 2 , 3 )* + 54 + (,600 * 


n* . 1334 
(1600 

2155 


54 + 5(1,3)* < mi] 


2352 ’ 


U. S. VI'. 


Wird r = 2, m — 0,1,2,.... gesetzt, so erhalt man folgende 
Integrale: 

8 ) 

r ■ Op^*a» _ 8) ._ 2Ä 2 3) *_ J2I 

./ l+x + a:* -»(-.•*) — 8)4/3* 

n 

r l x( lg a:)»8jr 2 

J J + S + i* ==2S(2 ' 3) 27 Ä(I,,) ’ 

O 

/ * a? 2 (l£ra*) 2 6a: 2 

W = 2? Ä ( , >') , -^ , - 3 ) , +i. 

0 

/* 1 a: 8 (lga:) 2 0a: 87t 3 7 

J T+^+i* “ 8 lv 3 ~ 4 f 
o 

/'‘x«( | g5)*ax_, 2 jy^ 

J l+Tr + a:* Ä(2..3) ^5(1,1) jQg. 

O 

/> , .z*(lg*)*3* _ 2 1691 

J 1 + a-f-a« — 27 Ä(1,,) "Ml. 3 ) + 864’ 

o 

/» 1 x« (I g a-)* 0 .c _ «ir 3 706 1 

,/ l+x+a* — 81 v 3 4000 ’ 


n. s. vv. 


Die Wcrthe fiir S(2,3)*, 5(2,3)* sind in §. 27. angegeben. 

Euler hat (lntegr. • Kechn. Bd. IV. p. 141.) folgendes hieber 
gehörige Integral : 
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(1 + 2*)lg ar - 

I + * + .** dX ~ 


71 * 

9 


angegeben. Es findet sich auf folgende Weise. Nimmt man das \ 
zweite Integral in Nr. 7) doppelt und zählt es zu dem ersten, so 
erhält man: 


/ 


») 


TTTfJt -s(i,3)*-s(2,3)* + g 


n* 3 7t* 

= _ S( l >3 )*-S(2,3)*-, X g+ 
=— 5(1,3)*- S(2,3)*- 5(3, 3)* f 


.... . „ 7t* 7i* 7t* 7t* 

= - 5 ( 1 , 1 ) + ] 8 =— " 6 + 18 ~~ ¥’ 


wenn man Nr. 3) §. '24. berücksichtigt. Man ist überrascht, mit 
welchem Scharfsinne Euler bei den ihm zu Gebote stehenden 
Mitteln in diese Integrale eindrang. Auf dieselbe Weise erhält 
man aus dem 4ten und 5ten Integrale in Nr. 7) : 

10) 


/ 


.z 3 (l + Ix 1 ltr.7 

l|z + i* 


7t* 37 

9 + 36’ 


§ 43. 


Wird in der Gleichung Nr. 1) §. 17. zwischen einem geraden 
und ungeraden m unterschieden, also '2m statt m und 2/n-fl statt 
rn geschrieben , und werden die hierdurch entstehenden Resultate mit 


f 


x) T dx und 



*(lgx) r 0J' 


verbunden und integrirt, so erhält man : 

J* * Sx = f '(Igx)' (x*"+ p-*— *«-+?-».. . - xr+‘)8x 

O O 

+ 'j* (lg:r) r (# 6n, +P“ 8 — x 6m +P~ 6 .... — xP)dx 
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= (—)’•+'. !>• I » ( 


1 


1 +- ' 
1 ' / 


(p + 2)r+i (p f- 5) r +* (p+8) r +* (6m+p— l) r +' 

. /*» xr(\ S x)' a _ 

V ü^T^ dx 

o 

(-)'+* .M» ( (p+ J )r+ , - (p + 4)r+i+ (; ,4.7)r+i—— (6m+/j — 2)'+'*' 

2 ) 

f a - =7" 1 ( '^-) r * I.+ +J — + ... 

o o 

— ^ + / (lg'®) r (^® m 4 r — ar® m+p_ * — .... xf)Zx 




J + ! _ _J| 

hSW» • •^(6m+»+2/+> > / 


(p + 2) r +> (/) + 5yti , ( ; ,+S)-l> •• , (6m+/H-2/t'; 

_r'*u*xy_ dx 

J 1— x + x* 

O 

/ 1 1 I 1 \ 

l_)r \(p + l) r +* (p +4) r +* (/» + 7)'+ , “”'*’(6m+/H-l) , 4 J / 

Wird auch | in eine Doppelreihe nach den steigen- 

den Potenzen von x entwickelt, mit j* (lgjr) r 0a; verbunden und 

O 

integrirt, so entsteht: 

3) 

f' — ■**+• + *p4« — an>+ 9 )dx 

V O 

-f j' (lg j:) r (ar* , + 1 — arM* -f a:Pt r — ....) 

O 

= (-) r ,r|1 ((p+i)»+* - (p+4)HPt + (^+7y+» - ••••) 

(-)'. u ' 1 ( ( y+2^+i - (TqrsT+i + ( P+ Hyf' ~ ••••) 

= (— y.DI »«'(p + l,3)*+*(-) r -l r| ‘S'(p+2. 3) r «-‘. 
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Setzt man nun statt p die Werthe 0, 1, 2 in Nr. 1), 2) und 3), 
führt die hieraus entstehenden Resultate in schicklicher Ordnung 
ein, so ergeben sich folgende sechs Integralformen : 


4) 


f X \ + = (— )'■ |r 1 ' 3 ) r+, (~) r - lr 1 1 ■S'(2,3) r + 1 


(_)r+l . R I 1 (1 - 4r ) , + ?r+l .... ~ (6 ,„_2)r+l ) 
(_ )r+ 1 . Jr 1 1^_ _ _ j+ __ (6m _, )r+1 ). 

5) 

in» 


f ‘ - 7^ - 3 * * = (~> r • lr 1 1 S ' ( ' 2 ’ 3) r (~ ) r .grf~, «'0. U ,+1 


) r +l lr I 1 ( — ! ! — I L 5 ^ 

’ 1 V'2 r f 5r+i + 8r+» (6in— l) r +V 

), 


Irl» 1 ] 

(— ) r + I 37p(l-^qp, + jrp 

6) 


1 


('2rn) r + »' 


J ' ‘ = (-) r - l r 1 1 S'(3, 3) r + 1 (— ) r - l r 1 1 S'(4. 3) r + 1 

Jrl* . 11 ] 

( Jr f 1 __ (1_ _ + __ 

(_)r+l R | 1 A_ j_ 1 

1 ‘ ■ \4 7 r +* + (6m + l) r +y 

= (-) r ^ S' (1 , 1)* ( -) r +' l r I » . S'd , 3)'4 > 

RH 1 | ] 

(—) r+1 3,41(1 — grp + ;}?+» — (2m)r+i) 

<~) r * l r 1 ‘ ( 1 — 4 FR + 7?+i — + ( 6 m + l) r +i)’ 

wenn ( — ) r + , .l r l 1 ( — ) r .I r |i — 0 zur Ergänzung der Reihen im 
zweiten und vierten Gliede auf der rechten Seite verwendet wird. 

?) 

J * ) r+, l r| l Ä'(l,3) r +*C — ) r + 1 l r * , S'(2,3) r +* 

O 

(— ) r . ,r| *(!■— -•••• + ( 6 m+ l)r+') 

l r 1 1 (.2Tn~^+8^i •••+(^+2)'+ 1 )’ 

31 * 
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8 ) 


y' 1 + = ( ~ )r+1 |r 1 * S '^ 3) r + 1 (-) r + 1 grp S'(l, 1)*» 

l r 1 — 5M - »+8'T« - "+(6m+-2)' I ‘) 


l'H i ) 1 

( "" )r -3 r + l ' 1— ‘2 r + , + 3 r +» ••■ + (2m+l)'+! 


9) 


f ^^^ 1 -=(-) f +*^rIs'(l,l)r+>(-)r+iin. S <(4 > 3/H 

|M* _1_ l 

(— ) r • 3r+i(‘ 2M » + :iM> -• + (2*+iy+> 

(-) r .l r| ‘(j- TTM + ltK+i "- + (SäTMF 1 ) 
= (-) r ' 1 ^-!s'(U) r + 1 (-) r - ,r|, S'( , .3)'+' 

IM* fi 11 1 

( ~ )r '3Ti (I -2Mi +3Tfi— ■•••+ (2TO+IF+ 1 


1 




1 


(6mf4)'+ 


,>• 


wenn ( — ) r .l r l 1 ( — ) r + 1 . l r I l = 0 zur Ergänzung der Reihen indem 
zweiten und vierten Gliede verwendet wird. 

Die Richtigkeit der zweiten Formen in Nr. 6) und 9) ereil* 
sich auch dadurch , dass man die Gleichung 

f 1 i4Jfr*5*=y >I ('g*) r (i + if 

0 ii 

benutzt und die angezeigten Geschäfte ausfiihrt. 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale für r = 1 und 


10 ) 


m — 0, 1 , 2, 3....: 
f l rZ ! ffj i a*=-S'(l,3)*-S'(2,3)«, 

' o 

f'ä 


a:*lgx 




dx — — jjjg + S'( 1 , 3)* — 1 , 
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J l-g+ ? 8 * = S'(«.3)*+S'(‘2,3)*-J, 

' O 

P 1 x* \px . 13 

J T^T+x* Sx== S (2,3) + IÖ8“36’ 

o 

pi X*\gx 71* M9 

J l-ar+o:* 0 * - 108 S ( ,>3)+ 144’ 

f l «'(i.JV-mv+g. 

f l ~~x+^ x =- s ' (2> 3)1 ~ ng S • 


467 


U. 8. W. 

Für r — 1, rn = 0, 1, 2 entsteht: 

11) 


/* l-V+x* 0x ^ 35' (1,3)» +25' (2,3)*=^ 

O 

f l ^1^0*= 2S'(2,3)»+Js'(l,l)*, 

O 

0 

/*> x*(\%x)* . _ 10»» 9 

J l — ar+ar* 81V3 + 4* 

f * = - 2S ' < 2 > 3)» - 1 «' (U)» + S 

/‘ 1 4$f~. 3 -=-Ä S ' (, ’ ,)8 + 2S ' (1 ’ 3) *- 4 S 

rt 

/ * a ,s (lgar) 1 . 10»» 551 

r^+^* Sx= - 8Tv3 - 250 ’ 


Von diesen Integralen hat Euler (Integr.-Rechn. Bd. IV. S. 141.) 
folgenden Fall : 

12 ) 


/ » (1 — 2a;)lga: , »* 

l-x+~x* ax= -& 
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entwickelt. Man findet ihn, wenn man das zweite Integral ir 
Nr. 10) doppelt von dem ersten abzieht. Hiernach ist: 



(1— 1x)\gx 
I -z + z l 


dx=- S'(l,3)* + S'(2,3)* - ns + 


3»» 
108 _r 108 


71*2 «J er 2 

: — 1 )*+ 36 = — 12 + 36 = — 


n* 

18 


Wendet man das gleiche Verfahren auf das 4te und 5te Integral 
in Nr. 10) an, so erhält man: 

13) 



a: 3 (l — 2.-r)lga:„ ji 2 19 

+ dx = 18 ~ 30 ’ 


II. 8. W. 


Die Zablenwerthe für S'(l,3) 2 , S'( 2,3)*,.... sind in §.27. angegeben 


zu 
man : 


§. 44. 

Legt man die Darstellung 

i + ir ^ =*~ 4 + *- 10 + •• -*- 8ra+2 + rrSh 

— (x~ 6 4- x~ lt + x~ w .... x ~' *•") 

Grunde und verbindet sie mit J* * 8 ' n -h , (lg:r) r 3;r, so erhill 


1) 


f Y^ 2 +i*~ Sx ~ j ( l R'*) r + .r 9 '»ts- ,n .... aref*)cz 

O (I 

\ j* (lga:) r (.r 6m +r- fl -f ^ 6m +r -i * r 9)bi 

o o 

= (-) r - l r 1 1 ( ( p T 3 ),+. + (p 4 - 9) r +i + • • • * ( 6 m+p- 3 )-T>) 

xr(\gx) r 

+ ./ M^ 2 + ^ 0X 




(_)r41.Jr| I 
Entwickelt man 


I 


•) r+1 T (p + 7) r +* + • " (6m 

1 


+ />-5) r + >)' 


l4z*4z* 


in eine Reihe nach den steigen 
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den Potenzen von x und verbindet das hiedurch entstehende Re- 
sultat mit xf(lgi) r 0.r, so erhält man: 


f = Cs^' 1 + ^ +# +*'*+'* + -)^ 

0 «» 

— (lgar) r (;rP+* f .TP+® -f a:P+ 14 -f ....)0ar 

o 

=(-) r ■ i r 1 '((^qrrjfin + ( P + 7y+i + (7+i3r+* ‘ ") 
(-)r+1 - ,r 1 , (^^ l+ (7^^ I+ (p+W+' 1 ••) 

= (-)e.]r I 1 8(p + 1 , 6) r +‘ (— )e+> . P I» S{p + 3, 6) r M. 

Setzt man nun jj = 0, 1, i, 3, 4, 5 in Nr. I) und 2) und ver- 
bindet die hiedurch entstehenden Resultate mit einander, so er- 
geben sich folgende sechs lntegralformeu : 

3) 

1 röni/lfr r)r lr | 1 

. / iVi»Ä s * =( ~ )r - lr 1 1 • S(, ’ 6)r+l <-) rfi - ),+l 

O 

(_)r ( I Jr | 1 (1 +^-p + l3r+ , + .... — 5 j r _|_ l) 

lr | 1 1 1 1 

P'SFF»^ 3'+* + 6^+* + • " (2m — l)r+i^' 

4) 

J ' f Ä Srr^= ( -) r - ,r 1 1 SCW+M-)* 1 P 1 1 S(4,6rf . 

»> 

(—)>■+». I r| 1 (y+i + fFR + — + (t>m-4)'T 1 ) 

( - )r ,r,1 (FP + T^Ti+--+(ö^r.> 

5 ) 

/ * zx) r - | r l* 

r-F* 1 + , X 4 ^ = (-)'• ¥ fl S( l,2)r+» (-)'+* lr I . S(5,6)r+1 
(_)r+, -3M-> (l + äM* 1 + 5M" 1 + — 

) r .l r| 1 r«r+l + llrJ-1 + o;™ lVr+iV 


Digitized by Google 


470 


0 elting er : l'cber bestimmte Integrale. 


6) 


f ' q 0r = ( “) r • lr 1 1 «(■*. 6)^ 1 (-)-+ 1 • S( 1 . 1 r+ ' 

« 

f ~) r+1,r ' + j(FF 1+ "* (6m — 2)'4») 


Hl' 1 1 

( ' r '6r+l'‘ + Vr+l + 3r+l+* 


’m--H 


). 


r 


7) 


x «m+4 (|gx)‘ 
1 + X % + X* 


dx=(-y. H 1 » Ä(5,6)H-i (-)'+«. H l 1 Ä(l,6) r +' 

( ) r+ ’-l r 1 1 ( 57 p + rF+» + — •(6m-l)'+‘) 


( ) r .l r| *(1 + 7r+l+|3r41+ •• 

8) 


1 


(6m + 1)'+* 




/ *! x4m [ &(\a x ), Ir |1 

1> X* dx=( — ) r -fr~p 5(1, l)^»(-)r+l |r | 15(2, 6)-+' 


lr I 1 1 1 1 

(~) r+ (FhO +2HTi + 37p + -”-;^Fi) 

(— )r. l r I 1 (jj^pj + jprp-, + . . ••(g m + 2 )r+l)- 

Die Formen in JNr. 7) und Nr. 8) entstehen, wenn die Heiken 
im zweiten und vierten Ausdrucke ergänzt werden, denn es ist 

(-)-+». 1 r l‘(-)M r |. = 0 und (_)rfl.lr|l^ +l (_)r. ln 

Hieraus ergeben sich folgende Integrale för r=l und tn = 0, 1, 2,..- 

t>) 

f' rf^s* &T =“ S(l > 6) *+i s ( , . 2 )*=- s ( , > 6 )H^. 

o 

,/" , vJff xl 3x=-.S(2.« ) MS(1.6)-, 

/' ,T^=-S **».*>*■ 

n 

/ * rSfe* 3 *““ S(4 ’ 6)1 + k SO. !)•«- «(W + ä 
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f 1 , = - S(5,6)* + S(I,6) a — 1 , 

lf>f^ 8 *=-Ä+ s < 2 ' 6 )'-j' 

r ifjfei äi =- sii ’« ,,+ s+5' 

o 
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Wird r = 2 und m = 0, 1 , 2, 3... . gesetzt, so ergeben sich 
folgende Integrale: 

10 ) 

f = 2S( J , ft) * - i S( 1, 2)» , 

r i^-is» 8 *=ä ä(| - 3 > , - 2s < s ’ b) *- 

» o 

f' j^||^ i 3jr=2S(5,6)»-2S(l,6)*+2. 

/' I 0f^S*= r J ä S<l,l>>-2S<W + i, 

0 

C y ^(Igx)* , _ **__ 7 

,/ l+iH-* 4 8>V3 32’ 

<» 

u. 8. w. 


Auch die hier angewendete Methode ist, wie man sieht, all- 
gemein und lässt sich leicht weiter fortfiihren. Sie eröffnet ein 
grösseres Feld der Anwendung. Man kann nun hiernach dos Integral 
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f 


l 


^“(Ig x) T 
1 — x*+x* 


8x 


entwickeln. Es «ird auf zwülf verschiedene Integralformen (ob- 
ren. Bei der Anwendung dieser Methode hat man die vorlie- 
gende Funktion auf zweierlei Weise in Reihen mit fallenden nnd 
steigenden Potenzen von x zu entwickeln und dann die sich er- 
gebenden Resultate nach §. 19. zu behandeln. Für alle Functio- 
nen von x, die sich in solche Reihen entwickeln lassen, wird 
daher diese Methode benutzt werden können. Zur Darstellun.' 
des Integrals 


/' 


x m (lgj) r 

I -f X -f- X 1 -f X 3 r x 


erhält man, wenn j— — — — — ; 2 — r — 3 auf die angedeutete Weise in 

I X "l X *T 

Reihen entwickelt wird: 

II) 



:c* m tP(lg.r) r 

+ X + X 2 X 3 



(\gx) r (x 4 m tp~ s + X* m +P~ T .... XT \ 1 )cx 


i xP(\nx} r /* * 

I +x + X* + X* 8x - J ('K^) r (*♦"+>-“ + . . . . -rP)ä* 

O 


=( — y ■ i ri 


'U 


1 


(p f2)r+» T (p >ti)rt 


l + ••' 


1 

(4m+p-2p+ l . 


) 



xP (lg:r) r 
1 -f x -f x® -f x* 


Sx 




(p + 1 ) r + 1 + (p + S) r+1 ^ (4m + p 


— 3) r +') ’ 


12) 

f 8 * =./ (lp^) r (^'’ f xrl* + xfl» + ....)cz- 

— * f (lga:) r (a:Pd 1 -fxP + 6 -f arP+® -f ...,)cx 

~ (— )r.lr|lS(p + l,4)rfl(_)r+I.lr|lS( p + 2 > 4)rf>. 

Wird nun p = 0, 1 , 2, 3 gesetzt und werden die nüthigen Ent- 
wickelungen gemacht, so erhält man zur Bestimmung des vorlie 
genden Integrals folgende vier Formen: 
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f 1 1 jCÄS? 8 * = (-)'• > r 1 1 S(l. 4) r + 1 (-) r + 1 . 1' ' * S(2, 4JH-1 

( — )r+1 *l r " + S’T» + Ö^ + '"'(4m-3)'’+ i ' ) 


13) 


) r • lf 1 1 ( 2 H -1 + fr+i + • (2m — 2) r + »)’ 


14) 


J" (-) r -l r| *S(2,4)^(-y+ , .l'"5(3,4) , + 1 

(— ) r + 1 .l r 1 ‘(gf+i + (FF» + — (4m -2)'+») 

( — )' • 1' 1 * (^+> + ’FF' + ""(4m— l)r+i)' 

15) 

/ = ( - )r - lr 1 1 S(3 > *r*-n-r+ l - stf, m* 

(— ) r+I l r| ‘Ofm + ?Fp + -(4m— 1 y+i) , 
lr I 1 1 1 1 

) r -4Ffi(l + ^+1 + 3F+1+ ‘ ‘ • 1 m r +*^ ’ 

16) 

/ 1 i CS l ^ 8 " =( ~ )r ^ S(,> ,)r+i ( - )r+i - ,r 1 1 ■ s(, ’ 4)r+i 


(~y 11 4 r +l (1 +2 r + 1 + 3 r H + "" m r+l) 

1.1 l 


1 1 

2 r + l + .')rfl 


1 

«r+l/ 


( ) r ‘ l r I 1 (1 + 4 r | !+7r+ 1 + (4 m+ l)r+I>- 

Die Ermittelung besonderer Fälle ergibt sich hieraus leicht. 
Mau siebt, dass, wie bemerkt, diese Methode ein grosses Feld für 
die Anwendung eröffnet. Sie ist eben so einfach, als allgemein, 
was sich durch die vorliegenden Resultate verdeutlicht. 


§. 45. 

Eine besondere Gruppe von Integralen erhält man aus den 
in §.22. aufgestellten Gleichungen, wenn man statt p gebrochene 
Zahlen schreibt. Setzt man p = i in Nr.5)§.22., so entsteht: 

1) 

/’’ .r’'' (Ig-r) r . 

•o (1— x) Vx X 

= (_) r 2 r +., |r I » S(1 , 2)r+I(_)r+l 2r+». |r|l(l + ^ + gi-, 

+ -- (2^ny+ i) ‘ 

Theil XXXIX. 32 
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Hieraus ergeben sich für r=l, m=0, 1,2 folgende Integrale 


/ ’ x\s X _ 

f' « n* . 40 

4 2 " 1 " 9 ’ 

r 

% (1— x)Vx 

y*' a^lga: 


Bx = — -5 + 


1 036 
225 1 


(1— x)Vx 


n' 61664 
ox ~ 2 + 11025’ 


f' L_ 

4 (1-*)V*®* 2 +42, i (äT-l)«‘ 

Eben so erhält man nach der früher angegebenen Methode: 

3) 

4 (1 -x)*Vx dx ~ + 4 - 

f' (1 — x*)\gx „ _ 3n> 76 

4 (l—x)*vx ~ ~ 2 + "9’ 

f'(\—x*)\%x „„ 2936 

J Ö^-x)*Vx dX =- 2,r ’+ 225 ’ 

f' (1— a:’»+ 1 )lgx. 

4 (1 — x)*Vx ox ~~ 


(m + l)jr® 


442' nm =“ + '. 
+ 1 (2u — 1)* 


Ferner ist: 


4) 




woraus sich folgende Integrale ableiten : 

8) 


(1 + j)l ga: 

(1 — x) Vx 


dx= — ji® ■+• 4, 


/■ 

O 

f' 0+i 

4 ( 1 - 

/' g±3£-~ w 

/ 


(l+*)*lg* 112 

*)v* =-2,t +T’ 

6736 
225 ’ 

* (l + *)«lg*„ „ „.145024 

V - * =_8 * + ^2Ö5“ ’ 
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Wird r=2, m=0, 1,2,3 in Nr. 1) gesetzt, so entsteht: 

f 1 ,r (l **T te = IMP. 2)*- 16. 

*5 ( 1 — ■ * 


-x)Vx 

f l a:*(lga:)» a , ßC/1 0 M__Ü§. 

J (l^)Vi Sx - 16S( l' 2) 27’ 

/*■ ar*(lg j)* . _ 66432 

J (l- x jvx 8x ~ 165(1 ' 3375 

f' *•(!**)•- o ) s_! 6 i 161 Z 6 . 

./ (l_i)yi 0X - 16*( I . V , 157625 

f <S§v5 to = KS " ■ 2) ‘~ “< cK=TF 

Hieraus erhält man folgende Integrale: 

7) 

/** (*+£li!?£)-ar =325(1,2)*— 16, 

J (l — x)Vx 

[' (l+j?)*(l?*)! öa . = 645(1, 2)*- 

•Z fl — x)\tx 


1312 

27 ’ 
386432 




f ' = 16(2i"<t.) 5(l,2)»-162i" a B (Z“ 

Diese Darstellungen lassen sich beliebig fortsetzen. 

Setzt man p = i in Nr. 6) §.22., dann 2m und 2m + 1 statt» 
m, so erhält man folgende zwei Integralformen : 

8 ) 

r ^Ol^L dx=( _ )r ,2r+i .Ul 15*0, a)H-» . 

(1 + a:) V* j j 1 

(— )f+ , .2 r + 1 .l r I (4m— 1)'+»)’ 


9) 

f ' ^*-+ 1 (ig^ )_ r 8j _ ( _ )r4 .i lr I l S'(l , 2)H-* 

•? (1 + x) Vx j j 1 

(-)' .2r+ I . l r I ‘(1- I 5r+l _ -•+ (4m+l)r+»)- 
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Setzt man r — I und m — 0, 1,2,....-, so leiten sich hieraus lei- 
gende Integrale ab : 

10 ) 

f' 's* „ 

J (I+^3*= + 4S'(l,2)*-4, 

/ ' a:*lg'a: „ j» 

/ * x*lgx _ 836 

ö+^^+^d.^-g. 

/’■ J 4 lg x - 40064 

« (l + a:)Va ; 0 S(l,2) +UÖ 25 ' 

“• 8 ‘ »• Fü > r== 2, **0,1,8,.... entsteht: 

•( (TOvS 0 *= ,6s '( , - 2 ) , = T' 

f' j(igj)» _ «* 

•1 (l+x)Vx dx 2 +16 ' 

/*’ J«(lg a:) a _ re 3 416 

•\ fl+arW.*®* ■ o 27 ’ 


/*’ J a (lga:)* _ *»52432 

% (\+x)V*— 2 + 3375 ’ 

f x *(\gx)* _ *» 17984176 

% (• +*) Vx ~ + 2 1 157625 ’ 


u. s. «v. Diese Gruppe von Integralen lässt sich auf jeden Wur- 
zelexponenten ausdehnen. Setzt man nämlich F statt p in Nr. 7) 

, un4 Nr - $• 22-, so erhält man folgende hieher gehörige aliee 
meine Integralformen: 


12 ) 


13) 


/ 

o 

/ 


mp + Z-l 


1 — XI' 


(lg*) r a . , i'+l.IrU 

°x = (— ) r . -r, — 


mp | 7—1 . 

X * (Igx)' 


k 

I -j-xF 


5x = (—y. 


pr+' 

W ‘. |rH 

O^ 1 


S(m*+I, */+*, 


S'(mii+1, *-)r+l. 


Hieraus lässt sich, wie früher, eine grosse Reihe besonderer 
Integrale ableiten, je nachdem die VVerthe von k , p, r und in ge- 
wählt werden. 

(Fortsetzung nächstens.) 
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XXXI. 

M i s c e 1 1 e n. 


Summirung der Reihen : 

o*. (o+d)®, (o+2 d)*, (o + 3d)®, ..... (o+nd)*; 
n". (<i+d)». (o + 2d)>, (a + 3d)*, (a + nd)*. 

Von dem H erausgetif r. 

Wenn der Kürze wegen: 

„ (a + nd)(a + (n + l)d)(2a + (2n+l)d) 

1.2.3 

also : 

„ (n + (n — l)d) (a + nd) (2a + (2n — l)d) 

1.2.3 

gesetzt wird, so überzengt man sich durch einfache Rechnung ' 
auf der Stelle von der Richtigkeit der Relation : 
d(a + nd)*= P n — Pn- 1 , 

und setzt man nun in dieser Relation für n nach und nach : 

0, 1, 2, 3, 4 n; 

so erhält man die folgende Reibe von Gleichungen : 

da* = P 0 — P- 1, 
d(« +d)® = P t — P a , 
d(a+2d)* =/>*-/>,, 

U. 8. W. 

d (a + (n — 1) d)* = Pn-i — Pn-t , 
d (a + nd)® = P n — Pn-i ; 

also, wenn man addirt und aufheht, was sich auf heben lässt: 
d I a* + (« + d)® + (a + 2d)* + .... + (a + nd)* | = />„ - P- t , 
folglich : . 

a*+(a+d)® + (o + 2d)® + .... + (a + nd)* 

| (n + nd)(a + (n + l)ff)(2a + (2n + l)d , 

1.2.3 ( 

(a — d)a(2u — d) (’ 

170 
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oder : 

a * + (a + d)* + (a + 2d) a -f (n-|-»id)* 

(a -f- nd) (o -f(« + 1) d) (2a + (2n + 1) d) — (a — d) a(2a — d) 

~ 6 d 7 

Ferner erhellet sogleich die Richtigkeit der Gleichung: 

j , a+(n—l)d a + (n + l)d 
d+ 0 = f Ti — > 

also auch der Gleichung: 

j, . , (a + nd)(a+(n— l)d) _ (a + (n + l)d) (a+itd) . 

d(o+nd)i j j = j 2 » 

und quadrirt man nun auf beiden Seiten dieser Gleichung, st 
erhält man, weil offenbar 

d*(a + nd) a + d(a + nd) a (a + (n — 1 )d) = d(a + nd)* 

ist, die Gleichung: 

. ^(a + n d)(» + (*-l)d))‘_^o+(ii + l)d)(a+»d)^ 
d(a + nd)»+£ j-g— £ = $ 

oder : 

<(a + (n + l)d)(« + nd))* lj(« + »d)(a + (n — l)d)J- 

d(«+«d)* = } J72 $ ~J O ]■ 

oder , wenn wir der Kürze wegen : 

„ $(u+(n+l)d)(a+nd)£ a ( (a+nd)(a+(n-l)d ) /' 

\ T2 1 ’ 4,80 = * T2 ) 

setzen, die Gleichung: 

d(a + nd)* = Qm — 0»-i- 

VVird nun in dieser Gleichung für n nach und nach 

0, I, 2, 3, 4, n 

gesetzt, so erhält man die Gleichungen: 

da* = Qo — Q-i, 
d(a + d)* = Qi — Q 0 , 
d(a+2d)»= 0,-Q,. 
u. s. w. 

d(a-f(n — l)d)*= Q n -i — <?»-». 
d (a + nd)* = Q„ — Q„- 1 ; 


Digitized by Google 


Miicellen. 


479 


also, ivenn man addirt und auf hebt, was sich auf heben lasst: 
rf|a»+(o + d)* + (n + 2rf)* + .... + (a + «rf)*l = Q n - Q-i, 
folglich : 

a s + (« + rf) 3 + (a+2d) 3 + + (a + nd) s 

_H[- ( a+( n +IW )( n + n rf)-j^ ^ «(u-rf) -jV 

oder : 

a* + (« + d) 3 + («+ 2d) 3 + ....+ (n + nd)* 

_ |(a + (n + l)d) (a + ntl) I* — la(n — d)i* 

~ 4rf 


Von dem H e r a u » g e b e r. 

Ueber den vielfach verdienten und berühmten Astronomen 
Friedrich Theodor Schubert, den Verfasser des „Traite 
•1’ Astronomie theorique. T. I. II. III. St. Pötersbourg. 
1822. 4.“ und mehrerer anderer werthvoller Schriften und vieler 
Abhandlungen spricht Ernst Aloritz Arndt in seinen „Erinne- 
rungen aus dem äusseren Leben. Zweite Auflage. 
Leipzig. 1840. S. ISO.“ sich auf folgende Art aus: 

„Unter vielen bedeutenden Männern lernte ich“ — (in Pe- 
tersburg im Jahre 1812) — „auch Schubert den Astronomen, 
Klinger den Dichter, und den YVelturasegler Kmsenstern 
kennen, alle drei Deutsche, der letzte aus einer schwedischen 
Familie stammend. An Schubert war ich gewiesen als einen 
Mann aus meiner Heimath *). Ein hoher, schöner und geistreicher 
Mann, aber durch Hochmuth verdorben. Er war ein Vergötterer 
Napoleons, zweifelte an jedem Erfolge gegen ihn **), schien über- 
haupt Geist und Glück anzubeten, kalter Hohnlächler und Men- 
schenverächter. Vielleicht hatte er dies hier gelernt; indessen 
gehört zu allem irgend eine geborene Anlage. Er gab mir die 
Lehre: der Mensch ist eine dienstbare und lastbare Bestie; ge- 
wöhnen Sie Sich hier recht grob und hoch aufzutreten, dann hält 
man Sie für etwas ***). Solche widerliche Lebcnsregeln mögten 


*) So viel ich weiss, war F. T. Schubert in Wolgast, in Neuvor- 
pommem, geboren; E. M. Arndt war aus Schoritz auf der Insel Ragen 
gebürtig und geboren 1769. G. 

••) Man bedenke, dass dies sich auf das Jahr 1812, welches dem Jahre 
der Erhebung, 1813, vornusging, bezieht 

***) Arndt trat in die Dienste des damals vom Kaiser Alexander 
nach Petersburg gerufenen Ministers von Stein. 
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auch anderswo für gewisse Karaktere ihre praktische Gültigker 
haben. Ich war ein paar Mal bei diesem hochfahrenden und vor 
nehmen Gelehrten und kam nicht wieder.“ 

Wie schön spricht er sich dagegen über den aus einer scbwe 
dischen Familie stammenden Deutschen, den hocbberühmt« 
Krusenstern, aus: „Krus ens terfi — ja das war ein gam 
anderer, obgleich im rauhen Norden an Ebstlands Küsten gebo- 
ren, der menschlichste, anspruchsloseste, liebenswürdigste Manc. 
bei welchem jeder Seele wohl ward, der nur die schlichte De- 
falt des Seemanns, aber nichts von der Rauhigkeit des rauben 
Elements, mit welchem er zu kämpfen hatte, an sich trug.“ 


Berichtigung. 


In der Abhandlung „lieber die der Ellipse parallele Harte etc,- 
iin Isten Hefte dieses Bandes sind vor der ersten Formel auf p. 20. dir 
folgenden Zeilen einzusehalten : 


£*.r* + k 2 . 


a 2 b 2 — a 2 (ß 2 — r®) — 6 2 (a 2 — r*) 

'^* 6 * 


. , <»* + 6*— («*+/?*— r*) , 1 A 

+• a*6* * a*6* U 


(in Bezug auf die Veränderliche Ä) die Gleichung der zsr 
betrachteten Ellipse parallelen Curve liefert, d. i. die Glei- 
chung der Curve, deren auf den Normalen der Ellipse gemessener Ab- 
stand von dieser Letzteren unveränderlich und =r ist. 44 

Als ich im VI. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Phy- 
sik 44 p. 140 f. in der Abhandlung: „Ueber Dreiecke und Tetraeder 

welche in Bezug auf Curven und Oberflächen zweiter Ordnung sich selbst 
conjugirt sind 44 die Ausdehnung der wichtigsten Resultate jenes Zusätze« 
auf Flächen zweiter Ordnung vorlegte, hchielt ich die entsprechend* 
Erweiterung de» hier wiederholten Schlusssatzes einer besonderen Ge- 
legenheit vor. Diese Erweiterung liefert den Satz: Die Disrrimi- 
ii ante der Gleichung .... 

Mnn lese ferner p. 20 Zeile 2. v. o. c 2 a 2 statt ca 2 , 

p. 22 „ 13. v. ti. gegeben „ egeben , 

p. 27 „ 2. v. u. Curve „ Curven , 

p. 34 „ 1. v. n. Durchmesscrend punkte statt Durch 

messerpunkte. 


Chemnitz, 23. Octbr. 1862. 


Dr. W. F red 1er. 


Druckfehler im Literarischen Berichte Nr. CLV. 
8. 15. Z. 9. v. u. fftr „SchÖnlcin“ 8. m. „Schönbein 44 . 
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Literarischer Bericht 

CLIll. 


Am 28. Juli 1862 starb 

Ür. Edmund Kfilp, 

Professor und Director der höheren Gewerbeschule io Darm 
stadt, der sich auch als Schriftsteller im Fache der Mathe- 
matik und Physik einen geachteten Namen erworben hat. 


Geschichte der Mathematik und Physik. 

Professor Schulz von Strasznitzki als Gelehrter 
und Mensch. Eine Erinnerung an dessen zehnten 
Sterbetag (9. Juni 1862.). Wien. Manz&Comp. 1862. 8. 

Die warme Pietät für einen der verdientesten Lehrer der 
Mathematik, ausgezeichneten Gelehrten und trefflichen Menschen, 
dessen ausführlicherer Necrolog schon im Liter. Ber. N/. LXX1V. 
S. 942. geliefert worden ist, welcher diese Schrift Ausdruck ver- 
leihet, macht einen ungemein wohlthuenden Eindruck, und zeigt, 
wie hoch und allgemein wahres wissenschaftliches Verdienst in 
Oesterreich geschätzt und erkannt wird. Auf 24 Seiten giebt uns 
der Herr Verfasser einen ziemlich ausführlichen Lebensabriss 
und eine sehr interessante Charakteristik des trefflichen Mannes 
als Lehrer, als Gelehrten und Mensch, aus welchem auch in der 
erfreulichsten Weise deutlich hervorleuchtet, wie aufmerksam auch 
in Oesterreich von den Unterrichtsbehörden jedes aufkeimende 
wissenschaftliche Talent beachtet, jedes wissenschaftliche Ver- 
dienst, ohne es, so lange es sich bewährt, jemals aus dem Auge 
zu verlieren , gefördert und belohnt wird. Wir machen unsere 
Leser auf die Schrift, die ihnen gewiss eine angenehme Lecture 
Thl. XXXIX. Hfl.i. 
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gewähren wird, aufmerksam. Ausser den schon in der erwähnte!) 
Nummer des Literarischen Berichts S. '24. verzeichneten Schriften 
bemerken wir noch die folgenden, dort nicht angegebenen, nt 
Schulz von Strasnitzki veröffentlichten wissenschaftlichen 
Arbeiten: 

Kennzeichen der Convergenz unendlicher Reiben. 1828. 

Leber binomische Reihen und Larabertiscbe Formeln. 1829 

Cissoiden der Curven. 1829. 

Der Euler sehe Lehrsatz von den Polyedern. 1829. 

Neue allgemeine Eigenschaften der Linien zweiter Ordnest 
1829. 

(WuhrNchcinlirli finden sich diese Abhandlungen in versefeir 
denen Journalen und ähnlichen Sammelwerken , die »brr u 
der vorliegenden Schrift nicht »ngegebui sind.) 

Anleitung zur Rechnung mit Decimalbrüchen. Wien. 1814 

Logarithmen- und andere nützliche Tafeln. Wien. 1844. 

Die Reise zum Volkstag nach Frankfurt am Main. Wien. 1818 

Stellung der Astronomie im Bereiche der Menschheit. Brünn 
1850. 


A r i t h m e t i k. 

Handbuch der Kugelfunctionen von Dr. E. Heine, 
ordentlichem Professor der Mathematik an der Uni 
versität in Halle. Berlin. Reimer. 1881. 8. 

ft 

Die Theorie der Kugelfunctionen. Von Dr. Georg 
Sidler. (Aus dem Programm der Berner Kanto nasch ole 
für 1861.). Bern. Haller. 1861. 4. 

Die sogenannten Kugelfunctionen, ursprünglich hauptsächlich 
bearbeitet von Laplace, und daher auch Laplace'sche Functio- 
nen genannt, finden bekanntlich die vielfachste und wichtigste 
Anwendung in der Theorie der Anziehung und Abstossung nach 
dem umgekehrten Quadrat der Entfernung, besonders dann, wenn 
die Gestalt der anziehenden Massen von wesentlichem Belang ist. 
also weniger in der Theorie der planetarischeu Störungen als bei 
den mehr in das Gebiet der eigentlichen Physik fallenden Pro- 
blemen, wie wir hier, übrigens natürlich nur ganz io der Kürze. 
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bemerken wollen. Eben so wollen wir nur ganz In der Kürze 
daran erinnern, dass man die nie Kugelfunction den, wie sieb von 
selbst »ersteh! , nur »on x abhängenden Coeflicienten »on «■ in 
der convergirenden Reihe nennt, in welche sich die Potenz 

(1— 2nz+«*)~* 

unter der Voraussetzung, dass « a < 1 ist, nach nufsteigenden Po- 
tenzen »on a entwickeln lässt. 

Herr Professor Heine hat sich jedenfalls ein sehr wesent- 
liches Verdienst erworben, dass er in sehr grosser Vollständig- 
keit alle Arbeiten, welche bis jetzt über die genannten wichtigen 
Functionen veröffentlicht worden sind. Dicht ohne Zuthun eigener 
verdienstlicher Untersuchungen, als ein systematisches Ganzes 
in dem obigen Werke mit grosser Sachkenntnis zusammenge- 
steilt, und neben der reinen analytischen Theorie auch die An- 
wendungen in eingehender Weise berücksichtigt hat. Dieses 
Verdienst ist um so grösser, je grösser die Anzahl einzelner Ab- 
handlungen ist, in welchen zerstreut die in Rede stehende wich- 
tige Theorie sich findet, und je schwieriger diese Abhandlungen, 
bei deren Kenntniss man bis zum Jahre 1782 zurückgehen muss, 
theilweise zu erhalten sind. Wir schlagen dieses Verdienst sehr 
hoch an, verhehlen jedoch nicht, dass das sehr grosse in diesem 
Werke zusammengehäufte, besonders analytische Material, wenn 
namentlich der Physiker, welcher diese rein analytischen Theorien 
bei seinen speciellen - Untersuchungen zu benutzen beabsichtigt, 
sich eine klare Uebersicht verschaffen will und diese Uebersicht 
unter der Masse nicht verlieren »oll, in dieser Beziehung Schwie- 
rigkeiten herbeiführen zu können uns scheinen möchte. 

Deshalb dürfte auch der freilich weit kürzeren, sich auf das 
Wesentlichste beschränkenden, und einen nicht so umfassenden 
Apparat analytischer Vorkenntnisse voraussetzenden Schrift des 
Herrn I)r. Sidler, neben dem Heine’ sehen Werke, ihr Werth 
nicht abzusprechen sein, weshalb wir einen Jeden, der sich mit 
nicht zu grossem Zeitaufwands eine allgemeine Uebersicht über 
die genannte wichtige Theorie in ihren hauptsächlichsten Resul- 
taten zu verschaffen wünscht, auf dieselbe aufmerksam machen. 

Du die Sidler’sche Schrift is einzelne, mit besonderen 
Ueherschriften versehene Unterabtheilungen nicht getheilt ist, so 
müssen wir eine genaue Angabe des Inhalts derselben uns ver- 
sagen, geben daher im Folgenden nur den Hauptinhalt der ein- 
zelnen Kapitel des Heine’schen Werkes an : 
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A. Theorie der Kugelfunctionen. Einleitung. Ein 
fübruDg der Kugelfunctionen. — Erster Theil. Die Kugelfanc 
tionen einer Veränderlichen. 1. Verschiedene Formen der Kugel- 
functionen. 2. Entwickelung nach Kugelfunctionen. 3. Die Kogei- 
functionen zweiter Art. 4. Zugeordnete Functionen erster Art 
5. Zugeordnete Functionen zweiter Art. 6. Die Kettenbrüche. — 
Zweiter Theil. Die Kugelfunctionen mehrerer Veränderliche*. 

1. Entwickelung der Kugelfunctionen erster Art nach Eaplaer. 

2. Entwickelung der KugelTunctionen zweiter Art. 3. Einführung 
und Eigenschaften der Lame’schen Functionen. 4. Entwickelung 
der Kugelfunctionen nach Lamd’schen Functionen. 5. Dirichlet» 
Beweis, dass Functionen zweier Veränderlichen nach Kugelfanc- 
tionen entwickelt werden können. — B. Anwendung der 
Kugelfunctionen. I. Mechanische Quadraturen. II 
Anziehung und Wärme. 1. Die Kugel. 2. Das Rotations- 
ellipsoid. 3. Das dreiachsige Ellipsoid. 


Geometrie. 

(Je o rnetri sc h e Uli ter such u ngen über Curven höhe- 
rer Ordnungen und Klassen. Von Dr. Sarres, Lehrer 
am Friedrichs-Gymnasium in Berlin. Wittenberg. 
Herrosee. 1862. 4. 

Die in dieser Schrift mitgetheilteu Untersuchungen wurden 
ursprünglich zu dem Zwecke begonnen, die durch analytisch«? 
Hilfsmittel gefundenen Eigenschaften der Curven der 3. und d.Ordnune 
durch rein geometrische Betrachtungen herzuleiten, und zugleich diese 
Curven wirklich zu construiren. Die angewandten Mittel zeigten 
sich aber nicht ausreichend , indem sich jedoch auf der anderes 
Seite ergab, dass die gebrauchte Methode einer grossen Verall- 
gemeinerung fähig sei, dass sie sich mit Leichtigkeit auf Curven 
höherer Ordnungen anwenden liess, und dass namentlich die von 
Steiner mit so grossem Erfolge angewandten Strahlbüschel und 
Geraden nur speciclle Fälle sind von vielfachen Strahlbuschel» 
jund Geraden, die bei den Qurven höherer Ordnungen dieselbe 
Rolle spielen, wie jene bei den Kegelschnitten. Die Leichtigkeit, 
mit welcher nach dieser Methode Bilder von höheren Curven 
dargestellt werden können, bewog den Herrn Verfasser, dieselbe 
weiter zu verfolgen und auf die vollständige Allgemeinheit za 
verzichten, da es ihm schien, dass nur durch bestimmte Anschau- 
ungen eine tiefere Einsicht in das Wesen geometrischer Gebilde 
ermöglicht werde, Anschauungen, die man sich a priori nicht bil- 
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den kann, ln der ersten der beiden Abtheilungen, in welche die 
Schrift zerfällt, wird die Construction der Curven durch rein gra- 
phische Hölfsmittel bewirkt, in der zweiten kommt das anharmo- 
nische Verhältnis» zur Construction derselben Curven in Anwen- 
dung; beide Abtheilungen stehen in inniger Beziehung zu ein- 
ander, und auch hier waltet das Princip der Dualität ob. 

Wir glauben die Liebhaber der neueren Geometrie auf diese 
Schrift, welche wir im Vorhergehenden, absichtlich griisstentheils 
mit den eigenen Worten des Herrn Verfassers, etwas näher zu 
charakterisiren gesucht haben, aufmerksam machen zu müssen. 

Die Lehre der geometrischen B eie u ch t un gs-Con - 
structioneu und deren Anwendung auf das technische 
Zeichnen. Für technische Lehranstalten und zum 
Selbstunterrichte verfasst von Franz Ti Isc her, Haupt- 
mann im k.k. G e n ie - St abe, Professor der darstellenden 
Geometrie an der k. k. Genie- Academie. Mit einem 
Atlas von 13 lithographirten Tafeln und einem Far- 
bendrucke. Wien. 186 i. 8. 

. So weit wir uns bis jetzt mit dieser neuen Darstellung der 
Lehre von den Schatten-Constructionen nach grösstentheils dem 
Herrn Verfasser eigentümlichen, besonders auf die mög- 
lichst leichte praktische Anwendung berechneten Methoden, 
bekannt gemacht haben, glauben wir dieselbe allerdings den be- 
theiligten Lehranstalten zur Beachtung empfehlen zu müssen. 
Nachdem dem Herrn Verfasser — so sagt er in der Vorrede — 
in der Theorie der darstellenden Geometrie, und zwar durch ein- 
fache Constructionen , die directe Lösung des Problems gelungen 
war: an eine gegebene Fläche Berührungsebenen zu legen, welche 
(nit einer gegebenen Geraden einen bestimmten Winkel bilden; 
lag ihm der Versuch nahe, dieses Resultat zur Darstellung der 
Intensitfitslinien der Flächen anzuwenden und auf Grund bereits 
bekannter Wahrheiten zu dem Systeme einer „Lehre der Be- 
leucht u n gs-Co nstruction e n“ in der Art auszuarbeiten, dass 
es den mit den Elementen der darstellenden Geometrie vertrauten 
Anfänger in die Lage setzt, in jedem gegebenen Falle, bei be- 
liebig angenommener Richtung der Lichtstrahlen, das wahre Mo- 
dell für seine Darstellung direct und einfach selbst construiren 
zu können. — Damit diese Lehre aber auch dort Nutzen stifte, 
wo dem Constructeur die nüthige Zeit oder Gewandtheit mangelt, 
sind die Erklärung»- Figuren in einem grösseren Maassstabe und 
mit solcher Vollständigkeit dargestellt, dass sie als Vorlagen beim 
Laviren zweckmässig benutzt werden können. — Um endlich die 
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nach der angewandten Methode erzielten Resultate ersichtlich 
zn machen, und zugleich für jene, denen wegen Mangels der nüthi- 
gen Vorkenntnisse der Unterricht im Larireu nach Vorlagen er- 
theilt werden muss, eine sichere Grundlage zn bieten, wird der 
Herr Verfasser demnächst die meisten, in den ersten zwölf Tafeln 
construirten Figuren nebst noch einigen anderen Beispielen , aaf 
welche häutig ira Texte hingewiesen wurde, einzelne jedoch aio- 
nometrisch dargestellt, in derselben Manier ausfübren lassen, in 
welcher die Figuren auf Taf. XIII. und XIV. behandelt erscheinen, 
zugleich aber die Einrichtung treffen, dass diese Vorlagen als 
eigentliche Vorlagen zum Laviren einen besonderen Anhang an 
der Lehre der Beleuchtungs-Constructionen bilden. 


Physik. 

Recherches sur les proprietes magnetiques du fer. 
Par T. R. Thaldn. Extrait des Actes de la Societe 
Royale desSciences d’Upsal. Serie III“. T.IV. Upsal. 
Leffler. 1861. 4«. 

Mit der die schwedischen Mathematiker und Naturforscher 
auszeichnenden Schärfe und Präcision hat der Herr Verfasser in 
dieser ungemein lehrreichen Schrill die magnetischen Eigenschaften 
der verschiedenen Arten des schwedischen Eisens untersucht, sich 
dabei anschliessend hauptsächlich an die von W. Weber ange- 
gebenen Methoden. Keineswegs aber bloss in Bezug auf diesen 
speciellen Zweck ist die ausgezeichnete Schrift von Wichtigkeit 
und grossem Interesse; vielmehr kann dieselbe nach unserer 
Meinung als ein wahres Muster für die Art und Weise, wie solche 
Untersuchungen ausznfiihreu sind, betrachtet werden, und enthält 
zugleich die trefflichste Anleitung zu deren Anstellung, weshalb 
wir recht dringend auf dieselbe aufmerksam machen. Nach einer 
kurzen Einleitung über Zweck und Veranlassung der nngestellten 
Untersuchungen beschreibt der Herr Verfasser zuerst in I. die 
angewandten Instrumente, und verbreitet sich dann in II. in 
sehr eingehender Weise über die Methode der B eo hach tung, 
worauf ferner die nachstehend nach ihren Ueberschriften von uns 
angegebenen Abschnitte folgen; III. l'Hdlice (1°. Determination 
de la force electro-magnetique de l'heiice' sur uo point, situd dans 
son interieur. 2°. Determination experimentale de l’iiitensite du 
courant d’induction produit par une force inductive qui emane 
successivement de points differents de l’interieur de l'heiice. 3°. 
Determination de la valeur du rayon moyen de l'heiice.) IV. De- 
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teriuination de la valeur absolue du cbangcment dans !e moment 
magnetique du barreau en fet. V. Sur l'influence de la forme du 
barreau en fer nur la grandeur de sou moment magnetique. VI. 
Verificätion de la formule de M. Neuniann, au ca« de« cylindres. 
VII. L’influence de la chaleur sur la grandeur de l’induction 
magnetique du fer. VIII. Determination de la grandeur d’induc- 
tion magnetique de diffdrentes especes du fer. 

Schon diese kurze Inhaltsanzeige wird unser obiges Urtheil 
bestätigen, dass jedem, der Untersuchungen dieser Art anzustcllen 
beabsichtigt, in dieser ausgezeichneten Schrift das beste Muster 
und die beste Anleitung dazu geboten wird. Dass er darin auch 
alle nötbigen Formeln und Kechnungsinethoden findet, versteht 
sich von selbst. 


Vermischte Schriften. 

Sitzungsberichte der kii ni g I. ha y er is ehen Akade- 
mie der Wissenschaften zu Mönchen. (Vgl. Literar. 
Ber. CXLIX. S. 8). 

1861. II. Heft III/ Robert v. Schlagintweit: Oeher 
die Höhcnverhfiltnisse Indiens und Hochasiens. S. 261. — Seidel: 
Bemerkungen über die Möglichkeit mit Hülfe der Photographie 
die directen Leistungen optischer Apparate in Ansehnpg der 
Vergrösserung zu verstärken. S. ‘290. 

1862. I. Heft I. Jolly: Ueber die Molecularkrfifte. S. 38. 
Herr Jolly gab eine vorläufige Nachricht von dem Resultate 
seiner Untersuchungen. Er bestimmte für 14 verschiedene Saiz- 
auflüsungen die Grössen der Contractiouen, welche durch ailmäli- 
gen Zusatz von Wasser eintreten, und zeigt, dass zwei Gesetze 
sich begründen lassen: 

1) Die Contractionen verhalten sich unter sonst gleichen Ver- 
hältnissen wie die Aequivalentzalilen der gelösten Körper. 

2) Die Contractionen erfolgen durch einen Zug der auf ein- 
ander wirkenden Molecule des gelösten und des lösenden Körpers, 
und ihr Zug nimmt ab, wie die Quadrate der Entfernungen der 
auf einander wirkenden Molecule wachsen, und ist verkehrt pro- 
portional der Summe der auf einander wirkenden Molecule. 

Herr Jolly wird diese Untersuchungen selbstständig heraus- 
geben, und dadurch gewiss alle Physiker zu besonderem Danke 
verpflichten. 
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Annali di Matematica pura ed appiicata pubblieiti 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
F. Brioschi a Pavia, A. Genocchi a Torino, B. Torto- 
lini a Roma. 4°. (S. Literar. Ber. Nr. CXLIX. S. 11.) 

No. 2. tom. IV. 1861. La teorica delle funzioni elitticbe, 
Monografia del Sig. Prof. E. Betti. p. 57. — Intorno la mini 
gobba del quart' ordine per la quäle passa una sola superficie di 
secondo grado. Memoria del Prof. C. Cr emo na. p. 71. — ln- 
torno ad alcuni sistemi di cnrve piane. Nota di Eugenio Bel- 
trami. p. 10*2. — Hlvista blbliograffca. 0. Hesse: Lezioc; 
di geometria analitica, articolo del Prof. L. Cremona. p. 109.— 
Pubblicazioni recenti p. 112. 

No. 3. tom. IV. 1861. Mdmoire sur la rdsolution de* 
equations dont le degrd est une puissance d’un nombre premier. 
Par M. Emile Mathieu. p. 113. — Sur un svstemc de courbe* 
et surfaces derivees, et en pnrticulier sur quelques surfaces ana- 
logues aux ellipses de Cassini. Par M. William Roberts 
p. 153. — Solution d’un probldme par M. W. Roberts, p. 153* — 
Sulla determinazione della Parte Algebrica nell’ Integra 
zione in funzione finita esplicita. Nota di C. M. Piuma. p. 154. 

— Hlvista blbliograflcn Quadratur» della doppia ellissoide 
di rivoluzione. Articolo del Prof. B. Tortolini. p. 170. — Ri- 
sultati di Geometria elementare. Articolo del Prof. B. Tortolini. 

— Sur la transformatinn du troisieme ordre des fonctions ellip- 
tiques. Lettres de M. Hermitc ä M. Borchardt. p. 176. 


Monatsbericht der königl. preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin. (Vrgi. Literar. Ber. Nr. 
CL. S. 12.) 

April 1862. A. v. Bezold: Ueber die Natur der negativen 
Stromesschwankungen im gereizten Muskel, mitgetheilt von Herrn 
du Bois-Reymond. S. 199 — S. 202. — Ehrenberg: Erlin- 
terung eines neuen wirklichen Passatstaubes aus dem atlantischen 
Dunkelmeere vom 29. Oct. 1861. (Mit einer Karte). S. 202 — 
S. 222. — Weber: Ueber die Identität der Angaben von der 
Dauer des längsten Tages bei den Chaldäern, Chinesen, Juden. 
S. 224. 

Mai 1862. Ehren berg: Mittheilung über den Orkan mit 
Passatstaub am 27. März bei Lyon. S. 235 — S. 236. — Kro- 
necker: Ueber einige Deue Eigenschaften der quadratischen For- 
men mit negativer Determinante. S. 302 — S. 311. 
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Wiederum haben die Mathematik und Astronomie den Verlust 
eines ihrer würdigsten Vertreter zu beklagen. Am 5. September 
1862 starb in L-und der ausgezeichnete schwedische Mathema- 
tiker und Astronom 

Dr. J. M. Agardh, 

Professor der Astronomie an der UniversitBt in Lund und 
Director der dortigen Sternwarte, 
im Alter von 49 Jahren 8 Monaten und 14 Tagen, dem der Her- 
ausgeber des Archivs sich zu manchem Danke verpflichtet fühlt. 
Desto mehr wünscht derselbe, dass ihm von kundiger Hand recht 
bald ein Necrolog des trefflichen Mannes zur Publication im Ar- 
chiv eingesandt werden möge. 


Am 29. August starb in Folge einer kurzen aber schmerz- 
vollen Krankheit im 77sten Lebensjahre der berühmte Director 
und erste Astronom der Sternwarte zu Mailand 

Franz Carllnl, 

geboren im Jahre 1785. Seine tbatenreiche astronomische Lauf- 
bahn begann sehr frühzeitig mit der Berechnung des Jahrgangs 
1804 der Mailänder Ephemeriden und erstreckte sieb fast durch 
*/s eines Jahrhunderts. Während dieser langen Zeit arbeitete 
er mit ununterbrochener Thätigkeit für die Fortschritte der Wis- 
senschaft. Im Jahrgänge 1863 der Mailänder Ephemeriden er- 
scheint noch eine Abhandlung von ihm, und vier Wochen vor 
seinem Tode hat er noch Elemente für den Cometen II. 1862 be- 
rechnet. 

Carlini’s Verdienste sind jedem Astronomen bekannt. Er 
war mit fremden Sprachen und deren Literatur sehr vertraut; 

Thl. XXXIX. Hft. 2. 
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auch liebte er, sich mit mechanischen Arbeiten zu beschäftigen 
Sein ganzes Wesen war für den, der ihn genau kannte, sehr lie- 
benswürdig; sein moralischer Charakter fleckenlos. 

Dass uns auch ein ausführlicher Necrolog dieses nusgezeicfc 
Deten Mannes eingesandt werde, wünschen wir sehr. Vorstehende 
Notizen sind aus den Astronomischen Nachrichten Nr. 1381. 
entlehnt, und mitgetbeilt von Herrn J. V. Sc hi aparel I i , wobei 
wir jedoch bemerken wollen , dass nach dem Alraanach der kai- 
serlichen Akademie der Wissenschaften in Wien Carlini am 
8ten Januar 1783 in Mailand geboren ist, worüber wir eine wei- 
tere Aufklärung wünschen möchten. 


Unterrichts wesen. 

Indem wir für die nns wiederum gütigst zugesandte: 

Anzeige der Vorlesungen an der Grossherzog- 
lichBadi sc bonPol ytechuischenSchuIezu Carls 
ruhe für das Jahr 1862 — 1863. Carlsruhe. 

verbindlichst danken, bemerken wir, auf die frühere Anzeige im 
Literar. Bericht Nr. CXVHI. S. 1. uns beziehend, nur, dass zuck 
diesmal der Unterricht auf dieser trefflichen und berühmten Lehr- 
anstalt in jeder wünschenswerthen Vollständigkeit von anerkannt 
ausgezeichneten Lehrern ertheilt wird. 


Geschichte der Mathematik und Physik. 

Scritti di Leonardo Pisano, Matematico del secolo 
decimoterzo, pubblicati da Baldassarrc Boncompagni, 
Socio ordinario doll' Accademia Pontiflcia de' nnori 
Lincei e Socio corrispondente dell’ Accademia Reale 
delle Scienzedi Torino*). Volume IL (Leonard! Pisani 
Practica Geometriae ed opuscoli). Roma. Tipografia 
delle scienze matematiche e fisiche. Via Lata Num°. 
211. A. 1862. 4°. 


*) Auch die Berliner Akademie der Wissenschaften hat zu unserer gro»« 
Freude dio wichtigen Verdienste, welche der Fürst Boncompagni sich fort- 
während um die mathematischen Wissenschaften erwirbt, durch die Anfnahm: 
unter ihre F.hrenmitglieder vor Kurzem anerkannt. 
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Wir haben schon öfter die Freude gehabt, unseren Lesern von 
den ungemein grossen Verdiensten Machricht zu geben, welche 
der Fürst Baldassarre Boncoupagn i, aus dem reinsten In- 
teresse ßir unsere Wissenschaft,. sich fortwährend um die Ge- 
schichte der Mathematik erwirbt, Verdienste, die um so höher 
auzuscblagen sind, wenn man bedenkt, wie eifrig und mit wel- 
chem Erfolge von den ältesten Zeiten an die Mathematik und 
Physik namentlich auch io Italien von den grössten Männern, 
denen ihre Entdeckungen die Unsterblichkeit sichern, gepflegt 
worden sind, und wie unvollständig verhältnissiuKssig die näheren 
Umstände dieser Entdeckungen und Arbeiten bis jetzt bekannt sind. 

In einem 283 Seiten starken, prachtvoll ausgestatteten Quart- 
bande liegt eine neue Frucht der wichtigen Publicationen des 
Fürsten B al dassarre Boncompagni jetzt vor uos. Es ist dies 
der zweite Theil der Schriften des Leonardo Pisano aus dem 
13ten Jahrhundert, der den Lesern aus früheren Berichten in un- 
serem Archiv schon bekannt genug ist, und dessen Schriften 
Herr B. Boncompagni mit Recht zunächst vorzugsweise seine 
Aufmerksamkeit gewidmet hat. 

Es besteht dieser zweite Theil der Schriften des Leonardo 
von Pisa aus zwei Ahtheilungen. 

Die erste Abtheilung hat den Titel: 

La Practica Geonietriae diLeonardo Pisano secondo 
la lezione del Codice urbinate n°. 292 delia Bibliotheca 
V aticau a. 

Der Raum «erstattet uns hier nur, auszusprechen, dass wir 
diese Schrift für die Geschichte der Geometrie, und Mathematik 
überhaupt, für höchst wichtig halten, uud dass Jeder, der sich mit 
historischen mathematischen Studien und Untersuchungen be- 
schäftigt, derselben die sorgfältigste Berücksichtigung schenken 
muss, welches allgemeine Urtheil wir durch die nachfolgende An- 
gabe der Uebersehriften der Hauptabschnitte etwas näher bekräf- 
tigen wollen : 

Ineipit practica geonietriae a Leonardo pisano de filijs bo- 
naccij anno M°. CC°. XX 0 . p. 1 — 5. — lucipit dislinctio prima de 
multiplicatione latitudinuni camporuiu quadratoruin rectos angulos 
bubeutiuiu in eorum longitudine, in quibus multiplicatiouibus cor um 
embada contincntur. p. 5 — 18. — Distinctio secunda. Incipit ea- 
pitulum de inuenctione radicum. p. 18 — 30. De mulliplicatione 
zadicum p. 23 — 26. De addictione radicum. p. 26— 28. De ex- 
tractione radicum. p. 28 — 29. De divisione radicum. p. 29 — 30. 
(Jedenfalls sehr wichtig auch für die Geschichte der älteren 


Digitized by Google 



4 


Literarischer Bericht CLIV. 


Arithmetik). — Incipit distinctio tertia in mensuratione omoiiwr 
camporum. p. 30 — 110. Incipit pars prima tertiae distioctionU 
de mensuratione triangulorum. p. 30— 56 (enthält vieles Merkwür- 
dige). Incipit pars secunda tertiae distinctionis de mensurattonc 
qnadrilaterorum. p. 56 — 83. Incipit pars tertia in dimensione 
camporum plura latera quam quatuor habentium. p. 83 — 86. I» 
cipit pars quarta in dimensione circulorum et eorum partium 
p. 86 — 107. (Das Verhältnis des Durchmessers zur Peripherie 
findet Leonardo von Pisa p. 91. == 275:864 = 1:3,1418). ia- 
cipit pars quinta in dimensione camporum qui in montibos iacent. 
p. 107 — 110. — Explicit distinctio tertia, incipit quarta de dioi- 
sione inter consortes. p. 110 — 148. (Sehr viele Theitungsaufgaben 
über Dreiecke, Vierecke, mehrseitige Figuren und den Kreis, die 
wir sehr zur Beachtung empfehlen). — Explicit distinctio quarta 
de diuisione camporum inter consortes. Incipit quinta de radici- 
bus cubicis extrahendis. p. 148—158. (Sehr bemerkenswerth wegen 
der Ausziehung der Cubikwurzeln). Incipit distinctio VI a in di- 
mensione corporura. p. 158 — 202. (Viele interessante stereome- 
trische Betrachtungen enthaltend). — Incipit septima distinctio 
de inuentione altitudinum rerum elevatarum et profunditatnm 
atque longitudinum planitierum. p. 202 — 207. <■» Incipit distinctio 
octaua de quibusdam subtilitatibus geometricis. p. 207 — 216 (vor- 
züglich reguläre Vielecke im Kreise betreffend). — Expliciunt 
questiones geometricales et incipiunt questiones, quorum solntio- 
nes non sunt terminate, hocestquod non cadunt ad unum terminmn 
tantum, sed ad plures (also unbestimmte Aufgaben „ut est Uta in 
qua proponitur inuenire aliquis quadratus numerus, cui si addatnr 
5, proueniat inde quadratus numerus et boc potest fieri mnltipli 
citer“) p. 216 — 224 

Die zweite Abtheilung hat den Titel: 

Opuscoli di Leonardo Pisano secondo la lezioae 
di un codice della Bibliotheca Ambrosiana di Milano 
contrassegnato E.75, Parte Superiore. 

Incipit flos Leonard': bigolli pisani super solutiouibus quarun 
dam questionum ad numerum et ad geometriam, uel ad utrumque 
pertinentium. p. 227 — 234. De trihus hominibus pecuniam comn- 
nem babentibus. p. 234—236. De quinque numeris reperiendis ex 
proportionibus datis. p. 236 — 238. De quatuor hominibus et bursa 
ab eis reperta, questio notabilis. p. 238 — 239. De eadem re. 
p. 239 — 242. De quatuor hominibus bizantios babentibus. p.242— 
243. De quatuor hominibus qui inuenerunt bizantios. p.243 — 246 
Questio similis suprascripte de tribus bomioibus. p. 246 — 247. — 
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Epistola suprascripti Leonard! ad Magistrum Theodorum phyloso- 
phum domini Imperatoris. De auibus emendis secundum proportionem 
datam. p.247 — 248. Item de auibus p. 248 — 249. De compositione 
pentagonj equilateri in triangulum equicrnrum datum, p. 249 — 250. 
Modus alius soluendisimüesquegtionesp.250 — 251. Inuestigatiounde 
procedat inuentio suprascripta. p.251 — 252.— Incipit über quadra- 
torum compositus a leonardo pisano. Anni. M.CC.XXV. p.253 — 283. 

Wir glauben durch das Vorstehende, so weit es hier der 
Raum erlaubt, unseren Lesern eine deutliche Anschauung von dem 
Inhalte dieses für die Geschichte der Mathematik hochwichtigen 
Werks gegeben zu haben, für dessen Publication Herrn B. Bon- 
compagni jedenfalls der grösste Dank gebührt. G. 


Arithmetik. 

Factoren-Tafeln für alle Zahlen der siebenten 
Million, oder genauer von 6000001 bis 7002000, mit 
den darin vorkommenden Primzahlen. Von Zacharias 
Dase. Hamburg. Perthes , Besser und Mauke. 
1862. Fol. 

„Durch die von mehreren Beförderern der Wissenschaften in 
Hamburg ihm gewährte Unterstützung wurde Dase vor etwa 
einem Jahre in den Stand gesetzt, sich ganz der Ausführung des 
von Gauss ihm angerathenen Unternehmens widmen zu können. 
Bis zu seinem am 11. September d.J. ,,—(1861) — “ plötzlich erfolgten 
Tode hatte er die 7te Million vollständig und die 8te bis auf einen 
kleinen Theil berechnet Von der 9ten und lOten Million hat er, 
bei Anwendung der B urc khardt’ sehen Methode, die Factoren- 
tafeln zu construiren, auch schon einen beträchtlichen Theil der 
Factoren bestimmt. Die Fortführung des Werks hat Herr Dr. 
Kosenberg in Hamburg übernommen.“ 

Die Dase’schen Tafeln, so wie dieselben jetzt im Druck 
erscheinen, haben dieselbe Einrichtung wie die Burck hardt’- 
schen, so dass also jedesmal nur der kleinste Factor, mit Aus- 
schluss der Factoren 2, 3 und 5 angegeben ist. Es scheint uns 
daher auch nicht erforderlich, den Gebrauch derselben hier zu 
erläutern, da solches bereits in den B urckhardt’ sehen Tafeln, 
als deren Fortsetzung sie angesehen werden können 
geschehen ist.“ 

„Auf volistandigeCorrectheit ist die grosse Sorgfalt verwendet.“ 
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Der Druck der 8teo Million wird sogleich nach Herausgabe 
dieser 7te« Million beginnen.“ 

Hamburg, im November 1861. 

Das Comitd der Dase-Stiftung. D. H. Jacebj, Dr. — 
W.A-Lepper. — C. C. H. Maschwitz. — C. A. F. P etera, 
Dr. und Professor. — H. M. Seegelmann, Pastor. — L. Steen- 
feld. 

Die trefflichen Männer, welche die Herausgabe dieses wich- 
tigen Werkes, dem ein sehr interessanter Brief von Gauss an 
Dase Torgedruckt ist, möglich machten und dessen Fortsetzung 
sicher stellten, verdienen den grössten Dank aber Mathematiker 
nnd der ganzen Wissenschaft; näher auf dasselbe einzugehen, 
würde überflüssig sein, da es als eine Fortsetzung der allgemein 
bekannten Burckhardt’schen Tafeln zu betrachten ist. 


Astronomie. 

Am 9ten Octoher 1862 wurde auf Veranlassung des Prälaten 
von Kremsmünster, des hochverdienten Astronomen und Meteoro- 
logen Herrn Reslhuber, an dem Hause Nt. 324 in Linz eine 
marmorne Gedenktafel eingemauert, welche den Namen Kepler 
und die Jahreszahlen 1614 — 1627 trägt, ln diesem Hause wohnte 
der grosse Astronom während seines Aufenthalts in Linz vier- 
zehn Jahr. 


Vermischte Schriften. 

Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
F. Brioschi a Paria, A. Genoccbi a Torino, B. Torto- 
lini a Roma. 4°. (8. Literar. Ber. Nr. CL1U. S. 8.) 

No. 4. tom. IV. 1861. Ricerca fundamentale per Io Studio di 
un certa classe di proprietä delle superfleie curve. Memoria del Prof. 
F.Casorati(Continuazione efine). p.117. — LaTeorica deiCuvarianti 
e degli invarianti delle forme binarie e le sue principali applicazioni. 
Monografia del Prof. F. Brioschi (Continuazione e fine), p. 186. — 
Sur un probleme concernant la Theorie des surfaces du 2™' ordre. 
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Par M. A. Clebsch. p. 195. — Propositioni di geometria, Nota 
de! Prof. V. Janni. p. 199. — Risotuzione dl tre date equazioui 
a tre ineognite. Nota del Prof. B. Tortolioi. p. 202. — Ricerche 
geometriche sulle funzioni ellitiche de! Prof. B. Tortolini. p.2Ö4. 

— Htvista blbliogrnphirn. Soluzione generale del problemas 
Rappresentare le parti di nna superficie data sopra un’ altra «u- 
perficie parimenti data in guisa che la rappresentazione riesca 
nelle sue parti intinitesime una ßgnra simile alla figura rappresen- 
tata di C.F.Gauss. Traduzione di Engeoio Beltrami, p.214. 

— Pubblicazioni recenti. p. 232. 


Rendiconto delle sessioni dell’ Accademia detle 
seien 20 dell’ Istituto di Bologna. Anno accademico 
1891 — 1862. Bologna 1862. 

Der Bericht über die Arbeiten der berühmten Akademie der 
Wissenschaften in Bologna für 1860—1861 ist im Literar. Ber. 
Nr. CXLVIII. S. 14. angezeigt norden, und wir freuen uns, jetzt 
auch den Bericht für 1861—1862 zur Anzeige bringen zu künnen, 
so weit der Inhalt in den Kreis des Archivs gehurt, wobei wir 
bemerken, dass die Einrichtung des Berichts ganz dieselbe, wie 
a. a. O. angegeben , gehlieben ist, so dass ausser dem Titel 
der gelesenen Abhandlung immer auch deren wesentlicher ln* 
halt angegeben worden ist. — p. 20 — p. 21. Prof. Respigbit 
Osservazione del Passaggio di Mercurio sul disco so- 
lare nclla mattina del 12 Novembre 1861. Mit dem gros- 
sen Refractor von Steinheil mit 250maliger Vergrüssening 
konnten die Zeiten der Inneren und äusseren Berührung mit gros- 
ser Genauigkeit beobachtet werden. — p. 30 — p.31. Prof. I>. 
Cremona legge un sunto d’una sua Memoria sulla Teoria 
generale delle curve pinne. Steiner hat in der Abhandlung: 
Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven 
(Crelle’s Journal. Thl. 47.- 1853) viele nichtige Theoreme 
über die algebraischen Curven bekunnt gemacht, von denen ein 
Theil neuerlich von Clebsch mittelst der hüheren Analysis und 
der Theorie der Covarianten bewiesen worden ist. Herr L. Cre- 
mona, von der Ansicht ausgehend, dass St ei ner diese Theoreme 
auf rein geometrischem Wege gefunden hat, bat dagegen eine 
rein geometrische Theorie der ebenen Curven zu geben versucht, 
welche nicht nnr die von Steiner, Hesse, Clebsch u. A. ge- 
fundenen Resultate umfasst, sondern ihn auch zu vielen neuen 
Sätzen und interessanten Anwendungen auf die Curven der 3ten 
und 4ten Ordnung geführt hat Wir müssen nns hier mit die- 
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ser vorläufigen Notiz begnügen, und hoffen auf die interessante 
Abhandlung, trenn dieselbe erst vollständig erschienen sein wird, 
später zurück zu kommen. — p. 35 — p.54 Prof. Qjulrieo 
Filopantt: Sülle Ctenranle, ossia di alcune singolari 
relazioni cosmiche delle Terra et del Cielo. — p.71 — 
p.73. Prof. SIsurtslo Hrighentit Sulla Portata dei tubi 
addizionali cilindrici o divergent!. — p. 79 — p.80. Prof. 
Chellmli De' moti geometrici e loro leggi nello sposta- 
mentod’una figura di forma invariabile. Die aus reis 
geometrischen Gesichtspunkten aufgefasste Bewegungslehre bat 
man bekanntlich mit dem Namen Phoronomie oder Ki n ematik 
(von xmlv bewegen) nach Ampdre belegt, und Euler, Monge, 
Chasles, Poinsot, Möbius, Giorgini, Rodrignes u. A. 
sind auf geometrischem und analytischem Wege zu merkwürdigen 
Resultaten in dieser Beziehung geführt worden. Herr Chelini 
hat jedenfalls eine höchst verdienstliche Arbeit unternommen, 
wenn er versucht hat, alle Gesetze der geometrischen Bewegungs- 
lehre in einer vollständigen möglichst elementaren Theorie zusam- 
menzufassen, und wir sind sehr gespannt auf die Publication der 
betreffenden Abhandlung, die wir, sobald sie zu unserer Kenntnis» 
gelangt, ausführlich zur Anzeige zu bringen uns beeilen werden. 
— p. 88— p.9I. Prof. L. Cremonat Intorno alla trasfor- 
mazione geometrica di una figura piana in un' altra 
pur piana, sotto la condizione che ad una retta qualuu- 
que di ciascuoa delle due figure corrisponda nell' altra 
una sola retta. Der Zweck dieser Abhandlung, in welcher 
der Herr Verfasser auf eine frühere Arbeit von Herrn Scbia- 
parelli Bezug nimmt, ist hierdurch mit hinreichender Deutlich- 
keit angegeben, und nach den in dem Bericht gemachten weiteren 
Angaben ist Herr L. Crem o na in derselben zu sehr merkwürdi- 
gen und interessanten Resultaten gelangt, die sieb hier nur erst 
weiter besprechen lassen werden, wenn die vollständige Abhand- 
lung uns vorliegt — p. 91 — 97. Prof. Reaplghii Sulla La- 
titudine Geografien d e 1 1 ' Osservatorio di Bologna. Die 
Breite der Sternwarte von Bologna ist schon oft zu verschiedenen 
Zeiten von verschiedenen Beobachtern mit verschiedenen Instrumen- 
ten bestimmt worden. Mittelst des berühmten Gnomons in der Kirche 
S.Petronio fand Mao fr edi 1706 dieses Element = 44°. 29*. 38*. 3 
nördlich. Spätere Bestimmungen von demselben Astronomen, von 
Zanotti, Zach, Caturegli schwanken zwischen 44°. 29'. 52* 
und 44°. 29'. 54". Mit einem Meridiankreise von Ertel hat Herr 
Prof. Respighi durch eine sehr fieissige Arbeit die Breite neuer- 
lich im Mittel zu 44°. 29'. 54*, 8 festgesetzt — p. 97 — p. 101. 
Dottor CUnllo Caeoal s Intorno alle influenze della luna 
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sulla nostra atmosfera. — p. 101 — 103. Prol. Igoren*© 
Deila Ca»*: Sul l’equivalente meccanico del calore. 

Der Herr Verfasser findet das mechanische Aequivalent der Wärme 
= 417,76. — p. 106 — p. 111. Prof. M Florini: Kulte triango- 
lazioni topografiche, worin auch eine neue Behandlung der 
Pothenotschen Aufgabe gegeben wird. 


Nova Acta Regiae Societatis scientiarnm Upsa- 
liensis. Seriei tertiae Vol. 11L Upsaliae. U. A. Leff- 
ler. 1861. 4“. 

Seriei tertiae Vol. 11. Fasciculus posterior dieser 
wichtigen Schriften einer der ersten und berühmtesten (Jesell- 
schaften der Wissenschaften ist im Literar. Ber. Nr.CXLI. S. 15. 
von uns angezeigt worden. Der uns vorliegende neue Theil 
(Ser. III. Vol. 111.) enthält ausser mehreren zoologischen und bo- 
tanischen Abhandlungen eine Abhandlung physikalischen Inhalts 
unter dem Titel: 

Recherches sur la condnctibilitd des corps pour la 
chaleur, par A. J. Ingstrüm. p. 51 — p. 72. 

Nachdem Herr Ängström in der Einleitung zu dieser wich- 
tigen Abhandlung in sehr lehrreicher Weise die Arbeiten seiner 
Vorgänger, namentlich auch rücksichtlich der Beziehung der Wärme 
und Elektricität zu einander, näher beleuchtet und beurtheilt hat, 
bezeichnet er in §. 1. als einen namentlich noch nicht hinreichend 
aufgeklärten wesentlichen Punkt in der Theorie der Wärme den 
Uehergang der Wärme von einem Metall zu einem aup 
deren, dessen nähere Erörterung der Hauptzweck seiner eben so 
scharfsinnigen als gründlichen, in dieser auch in mathematischer 
Rücksicht interessanten Abhandlung niedergelegten Untersuchun- 
gen ist. Der weiteren Details und der, unmittelbar anschliessend 
an die beiden von Poisson in der Theorie de| la chaleur 
p. 254 aufgestellten Bleichungen, experimentell nachgewiesenen 
Gesetze wegen müssen wir auf die Abhandlung selbst verweisen, 
und wollen nur noch wörtlich anführen, was der Herr Verfasser 
am Schluss in §. 9. über die erhaltenen Resultate sagt: 

„Quoique nous puisslons ainsi regarder les lois, ddtermindes 
ci-dessus pour le passage de la chaleur d’un metal ä.l'autre, 
comme verifides par les observations que nous venons d'exposer, 
on pourrait ndanmoins supposer qu’il existe certains cas, oü ces 
lois cessent d’etre satisfaites d’une maniere rigoureuse. En ad- 
mettant — comme il nous semhie necessaire — qu’il y a diffe- 
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rentes especes de chaleur thermometrique, de indme que pour la 
cbaleur rayonnante, et que tout metal conduit deslors par prefe- 
rence certaines especes de chaleur, on peut notamment distinguer 
les deux cas suivauts: 

1°. La chaleur conserve sa composition d’une maniere inva- 
viable au passage d un metal ä l’autre, tout aussi bien que la lu- 
miere et la chaleur rayonnante, tant que celles-ci se rnontreot 
sous la forme d’un roouvement vibratoire; 

2°. La composition de la chaleur se change ä la surface meine 
de contact et ddpend seulement de la conhtitution moleculaire 
du corps, ainsi qu’on le trouve, quand la chaleur rayonnante se 
transforme par absorption en chaleur thermometrique. 

Si Ton admet le premier de ces deux cas et qu’on vienne a 
supposer que le pouvoir conducteur varie pour les differentes 
espdces de chaleur, ce pouvoir d'un seule et mdme metal derrait 
dtre different, selon que la chaleur vient de Tun ou de l’autre 
conducteur“, 

worüber weitere Untersuchungen zu publiciren der Herr Verfasser 
sich vorbehält. 

Ausser dieser wichtigen physikalischen Abhandlung enthält 
der vorliegende Band noch: 

Resultats des observations mdtdorologiques faites 
au nouvel observatoire d’Upsal pendant l’annde 1857. 
Observateurs: 91. Scholz (Janv. — Juin), 91. Fogelmarck 
(Juillet — Dec.). Kddacteur: 91. Wackerbarth, 

Resultats (u.s.w. wie vorher) pendant l'annde 1858. 
Observateur: 91. Sfordlund. Rddacteur: 91. Wackerbarth. 

Die Beobachtungen sind äusserst vollständig, ganz den neue- 
ren Ansprüchen der Wissenschaft entsprechend, und die Redaction 
ist offenbar im höchsten Grade sorgfältig und genau. 


Sitzungsberichte der künigl. böhmischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Prag. Jahrgang 1862. 
Januar— Juni. Mit einer T afe I- Ab bild u ng. Prag. 1862. 
8°. (Vcrgl. Literar. Ber. Nr. CL. S. 12.) 

S. 1 — S. 12. Jahresbericht für 1861 vom Secretfir Dr. W. R. 
Weitenweber. — S. 13 — 17. Herr Pierre hielt einen (hier 
mitgetheilten) Vortrag über den Einfluss der Biegung des 
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Wagebalkens auf die Richtigkeit der Wage. — S. 27 — 
S. 31. Herr Weitenweber machte einige M it t h eilu n gen 
aus einer grosseren hydrologisch- meteorologischen 
Studie des Herrn Dr. Nowak über das todtc Meer 
und die Verdunstung. — S. 41 — S.43. Herr Karlinski hielt 
einen Vortrag über die schnellste Praxis der Auflösung 
der Kepler’schen Gleichung M = E — csin£ bei grossen 
Excentricitäten d er el I i p tisch en Comet en bah n en. (Herr 
Karlinski versucht die bekannte Gauss'sche Auflösung für den 
Fall sehr excentrischer Cometenbahnen zweckmässig abzuändern 
und erläutert die Methode durch ein Beispiel, bei dem man aller- 
dings leicht und sicher zum Zweck gelaugt). — S. 57 — S. 70. 
Herr Di r. Böhm demonstrirte einen neuen Zeitbestimmungs- 
Apparat für populäre Zwecke, den Un i v ersal -Gn o mon. 
(Der betreffende Aufsatz ist ausführlich mitgetheilt und durch 
eine Zeichnung erläutert; wir glauben, dass der neue Apparat 
allerdings weitere Beachtung verdient; er wird von dem Herrn 
Mechaniker W. S pitra in Pragin derGrösse von7Zoll ausgeführt). — 
S.78 — S. 87. Herr Nowak las eine grössere (in ausführlichem 
Auszuge mitgetheilte) Abhandlung: Ueber die Gewitter. — 
S. 104 — S. 107. Herr Böhm sprach überein in Prag befindliches 
Original-Manuscript T ycho Brahe’s: Canon Doctrinae Trian- 
guloruni. l)as Manuscript ist dem auf der Prager Universitäts- 
Bibliothek befindlichen: Canon Doctrinae Triangulorura. 

Nunc prim um a Georg io Joachimo Retico, in lucem 
editus, cum Privilegio Imperiali. Lipsiae. Ex officina 
Wolfgangi Gunteri. Anno M. D. L. L. beigefügt, umfasst 
20 Blätter und hat folgenden Titel: 

Triangulorum Planorum et Sphaericorum Praxis 
Arihmetica. Qua maximus eorum praesertim in Astro- 
nomicis usus compendinse explicatur. Tycho Brahe 
Calend. Januar. 1501. ln Trigono Invenies satagit quae 
docta Mathesis Ille aperit, clausum quicquid Olympus 
habet. A. C. 1595. 13. Cal. Xbris. 

Nach den Mittheilungen, welche Herr Böhm aus diesem, 
eine Zusammenstellung der zu jener Zeit bekannten Auflösungs- 
formeln und eigenthümliche Beweismethoden, die mit den jetzigen 
wenig gemein haben, enthaltenden Manuscript macht, scheint 
dasselbe allerdings von nicht geringem Werthe zu sein, und dürfte 
eine vollständige Publication desselben zu wünschen sein, wodurch 
die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften gewiss den Dank 
der Mathematiker erwerben würde. Das Exemplar dieses „Ca- 
nons", in dem dieses Manuscript sich befindet, ist aus Tycho’s 
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Nachlasse im Jahre 1642 an das Jesuiten-Collegium zu Prag und 
später, nach Aufhebung der Jesuiten, an die „Bi b lio theca Ma- 
thematica“ (ibergegangen, welche letztere seiner Zeit in die 
Bibliothek der künigi. Akademie (nun k. k. Universitäts-Bibliothek] 
einverleibt worden. Auf dem Titel steht unten mit deutlicher 
Hand geschrieben: 

„Vide in Gne Dogmata Tychonis Brahe m. p. scripta“. 


Indem ich diese Nummer des Literarischen Berichts schliesse. 
beeile ich mich die Leser noch aufmerksam zu machen auf den 
mir so eben zugegangenen: 

Catalogo di Manoscritti ora posseduti da D. Rai 
dassarre Boncampagni, compilato da Enrico Narducci. 
Roma. Tipografia delle scienze matematiche e fisiche. 
Via Lata. Nun» 211 A. 1862. 8°. 

Dieser für die Literatur der Mathematik u. s. w. unbedingt 
sehr wichtige Catalog ist alphabetisch geordnet und enthält auf 
176 Seiten 368 Nummern; er wird dadurch noch wichtiger, dass 
alle Manuscripte sorgfältig beschrieben sind und ihr Inhalt sehr 
genau und vollständig angegeben ist. Ausserdem ist ein „Ap- 
pendice“ beigefügt, welcher mehrere aufeinzelne Manuscripte be- 
zügliche besondere Aufsätze enthält, unter denen sich auch einer 
vonHerrn Woepcke befindet. Zwei Indices: „Indice alfabetics 
degli autori e traduttori i cui scritti trovansi nei co- 
dici indicati nel presente catalogo“ und „Indice alfabe- 
tico delle persone menzionate nelle pagine 1 — 176, 
179 — 200 del presente volumine“ beschliessen das litera- 
risch-historisch wichtige Werk, für dessen Publication wir des 
Herren Boncompagni und Narducci besonderen Dank zollen; 
auch die Vorrede des Letzteren enthält eine grosse Menge der 
interessantesten und wichtigsten literarischen Notizen. G. 
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Literarischer Bericht 

CLV. 

Unterrichts wesen. 

Personal-Stand des küni gl ich - böhm is c h en Poly- 
technischen Land es - Ins ti tu ts in Prag und Ordnung 
der offen 1 1 i c h en, o r den 1 1 iche n und ausserordentlichen 
Vorlesungen an demselben im Studienjahr 18 8 % 3 . 
Prag (Gottlieb Haase Söhne). 18Ö2. 4®- 

Aus dieser Schrift, für deren Cebersendung wir verbindlichst 
danken, gewinnt man eine sehr deutliche Anschauung von der 
Einrichtung des polytechnischen Instituts in Prag*), und wir em- 
pfehlen dieselbe daher einem Jeden, der diese ausgezeichnete 
Lehranstalt näher kennen lernen will. Hier können wir nur in der 
Kürze Folgendes bemerken. Wie hei der berühmten polytech- 
nischen Schule in Carlsrnhe ist auch hier in sehr zweckmäs- 
siger Weise ein vorbereitender Jahrgang eingerichtet. Die Vor- 
lesungen auf dem eigentlichen polytechnischen Institut betref- 
fen : Elementar- Mathematik , Höhere Mathematik, beschreibende 
Geometrie, Physik, Naturgeschichte und Waarenkunde, Geographie, 
Paläontologie, Allgemeine Chemie, Praktische Geometrie mit Feld- 
messübungen (niedere und höhere Geodäsie), Land-, Wasser- und 
Strassenbaukunst und Bauökonomie, Mechanische Technologie, 
Chemische Technologie, Analytische Chemie und Löthrohrprobir- 
kunst, Landwirthschaftslehre, Verwaltungskunde der Landgüter, 
Agrikulturchemie, Forstwissenschaft, Industriestatistik, Böhmische 
Sprache, Englische Sprache, Französische Sprache, Italienische 

•) Höhere technische I.ilir.insliiltrn besitzt Oesterreich in Wien, Prnu, 
l.emherg, Brünn. Ofen und Gratz. 

Thl.XXXIX; Hft.3. 3 
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Sprache , Russische und Serbische Sprache, Stenographie, teefc 
nisches Modelliren. Der vorbereitende Jahrgang umfasst Elt 
mentar-Mathematik, Experimental - Physik, Naturgeschichte alle 
drei Reiche, Aufsatzlehre, Vorbereitendes technisches Zeichrer 
und Projectionslehre. Für die Physik besteht ein deutscher n*! 
ein böhmischer Cursus, eben so für beschreibende Geometrie ui* 
Industriestatistik, und auch für die Elementarmathematik soll neb 
der deutschen noch eine böhmische Abtheilung eingerichtet wer 
den. Reiche Sammlungen, Kahinete und Werkstätten stehen des 
Institut zu Gebote. — Die statistischen Nachweisungen über dir 
Studirenden- zu Anfang des Studienjahres 1861 — 6‘2 sind aus» • 
ordentlich vollständig, genau und interessant. Die Gesammtzz! 
derselben betrug 815, einschliesslich 68 Schüler des Vorher«, 
tungsjabrgangs. Der grössten Anzahl von Hörern erfreuten siel 
die Elementar -Mathematik ('227) und die Physik (267). Die Ar 
zahl der Lehrer und Beamten ist 40, -wovon zur Zeit nur ein Paa- 
Stellen unbesetzt sind , nämlich die Docentenstelle für Klemer 
tar - Mathematik mit böhmischer Unterrichtssprache und zwei Db 
Herstellen. Beigegehen sind: 1. Disciplinar- Vorschriften für di» 
Studirenden; 2. Bestimmungen über die Aufnahme der Hörer 
des polytechnischen Instituts und der Schüler des Vorbereitungs- 
Jahrgangs; 3. Stiftungen am polytechnischen Institut. Ulan vergt. 
Literar. Ber. Nr. CIX. S. 7. G. 


Turin, 12. Novbr. 1862. Die ofhcielle Zeitung enthält eit 
Decret über die Gründung technischer Lehranstalten in Berga 
no, Bologna, Brescia, Cagliari, Galtanisetta, Carrara. 
Catania, Cremona, Messina, Neapel, Palermo, Porto- 
mauricio und Vigevano. — Man siebt hieraus in der erfreu 
liebsten Weise, wie kräftig und schnell das neue Italien, so nie 
im gesammten Unterrichtswesen, insbesondere auch auf dem Ge- 
biete des technischen Unterrichts vorzuschreiten bemüht ist. ix 
Turin selbst, und gewiss auch noch in anderen Städten, besteh! 
schon längst ein höheres technisches Institut. 


Geometrie. 

Introduzione ad una Teoria geometrica delle curve 
piane. Pel Dr. Luigi Cremona, Professore di Geome 
triaSuperiore nella R. Universitä diBologna. Bologna 
TipJ Garoberini e Par in egg i an i. 1862. 4°. 
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Es sind in neuerer Zeit so viele Untersuchungen über die 
dlgemeinen Eigenschaften der algebraischen Curven angestellt, 
rnd so viele solcher grosstentheils sehr merkwürdiger Eigen- 
schaften gefunden worden, dass es für den, der sich nicht 
lusschliesslich oder wenigstens vorzugsweise mit diesem Ge- 
genstände beschäftigt, ungemein schwer ist und immer schwe- 
rer wird, sich mit demselben bekannt zu machen, bei dem 
fast täglichen Fortschritt bekannt zu erhalten und die Ueber- 
sicbt nicht zu verlieren. Dazu kommt noch, dass diese Unter- 
suchungen bisher keineswegs nach einer einheitlichen Me- 
thode angestellt worden sind, indem man bei denselben theils den 
rein geometrischen, theils den analytischen Weg betreten hat. 
Wir halten es daher für ein sehr grosses Verdienst um die Wis- 
senschaft, dass Herr L. Cr emo na eine leicht übersichtliche sy- 
stematische Darstellung der genannten Untersuchungen, wenig- 
stens rücksicbtliclr der ebenen Curven, in dem vorliegenden schö- 
nen Werke geliefert, und sich dabei als einer einheitlichen Me- 
thode der rein geometrischen Methode bedient hat, wodurch 
das Interesse nur erhöht wird, da hei diesen so allgemeinen Un- 
tersuchungen die genannte Methode bei grosser Eleganz jeden- 
falls besondere Befriedigung gewahrt. Ja, man kann sagen, dass 
Herr L. Cremona ein wirkliches Elementarwerk über die allge- 
meinen Eigenschaften der ebenen Curven geliefert hat, zu dessen 
Verständoiss kaum mehr als die gewöhnlichen Kenntnisse der 
ebenen Geometrie erforderlich sind. Noch mehr wird das Ver- 
ständnis des ganzen Werks dadurch erleichtert, dass in der ersten 
Section die fundamentalen Prineipicu entwickelt worden sind, 
welche zwar aus der gewöhnlichen sogenannten neueren Geome- 
trie wenigstens theilweise bekannt sind, liier aller, mit Rücksicht 
auf den vorliegenden specicllen Zweck, auf theils neue Weise und 
— wie, um nur eins anzuführen, z. B. die Theorie der Involution 
nach der Generalisation de la theorie de l’involution 
von Jonquiäres — in verallgemeinerter Gestalt dargestellt wor- 
den sind. Dass Herr L. Cremona seinen Gegenstand, so wie 
derselbe in einer grossen Menge einzelner Abhandlungen jetzt vorliegt, 
sehr nahe erschöpft hat, sieht der Kundige aus der grossen Menge 
beigefügter sehr schätzenswerther literarischer Nachweisungen, 
die zugleich des Ilm. Vfs. w eit ausgelireitete Kenntniss des ganzen 
betreffenden Feldes und die sorgfältigste und eifrigste Benutzung 
aller vorhandenen Quellen auf «las Deutlichste bekunden. War 
schon grosser Scharfsinn und ungemeiner Fleiss erforderlich , um 
die grosse Anzahl theilw eise nur vereiuzelt dastehender Sätze in 
ein so schönes und wohlgegliedertcs System zu bringen, wie es 
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hier vorliegt: so konnte es doch auch nicht fehlen, da** de 
scharfsinnige Herr Verfasser dabei auch auf manche interessant! 
und nichtige neue Sätze geführt wurde, die vorzüglich in de 
zweiten Section sich finden dürften. Sollen wir nun unser Crth« 
in der Kürze noch im Allgemeinen aussprechen, so würden wir 
dasselbe in den Worten zusammen lassen : dass wir das vor 
liegende schiine Werk für ein vortreffliches, sehr roll 
ständiges, in seiner Art jetzt einzig dastehen- 
des Lehrbuch der rein-geometrischen Theorie de: 
ebenen Curven halten, durch welches ein Jeder ia 
den Stand gesetzt wird, sich mit Leichtigkeit um 
grosser Befriedigung eine vollständige Kenntnis* de» 
betreffenden Gegenstandes zu verschaffen. Der Hei: 
Verfasser verdient fiir die Publication dieses Werks jedeefill» 
den grössten Dank, und wir würden eine sofortige Ueber- 
Setzung desselben in s Deutsche für ein überaus rer 
dienstliches Unternehmen und eine wahre Bereiche 
rung unserer Literatar halten*). Eine vollständigere Angabe 
des Inhalts, wie wir sie nachstehend geben, scheint uns bei einen 
solchen Werke von selbst geboten: 

Prefazione. Sexione I. Principii fondamentali 
I. Del rapporto anarmonico. II. Projettivitä delle punteggiate e 
delle stelle. III. Teoria de' centri armonici. IV. Tenria dell' in 
voluzione. V. Deflnizioni relative alle linee piane. VI. Punti r 
tangenti communi a due curve. VII. Numero delle condizioni ehr 
determinano una curva di dato online o di data classe. VIII. Po 
rismi di Chasles e teorema di Car not. IX. Altri teorenii fon 
damcntali solle curve piane. X. Generazione delle linee piane 
XI. Costruzione delle curve di second’ ordine. XII. Costruzioor 
della curva di torz’ ordine determinata da uove punti. — §f- 
zione II. Teoria delle curve polari. XIII. Delinizione e 
proprietä fondamentali delle curve polari. XIV. Teoremi rela- 
tivi ai sistemi di curve. XV. Keti geometriche. XVI. Foroole 
di Plücker. XVII. Curve generate dalle polari, quando il pok 
si muova con legge data. XVIII. Applicazionc alle curve di se- 
coud ordine. XIX. Curve descritte da un punto, le iodicatrici 


*) Da eins Wi rk in «einer jetzigen Ausstattung nur IG llogen in gree 

Quart umfasst, so würde die Herstellung einer Ucherselznnc kein 
grossen Kosten erfordern und kein «ehr grosses Unternehmen ros du» 
bnchhändterischcn Standpunkte ans sein, welches wir nur bemerk». « 
zu einem solchen von uns sehr gewünschte» Unternehmen noch nwhr 
zu ermuntern , da wir wohl wissen, dass unsere deutschen BiirhbäeHIr' 
vor grossen Unternehmungen jetzt leicht zurnekschrcrken. 
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el quäle variino con legge data. XX. Alcune proprietä della 
urva Heseiana e della Steineriana. XXL Proprietä delle'seconde 
olari. — Seasione 111 . Curve del terz’ ordine. XXII- 
/Hessiana e la Cayleyana di una curva del tsrz’ ordine. XXIII. 
r ascio di curve del terz' ordine aventi i medeaimi flessi. XXIV'. 
,>a curva del terz’ ordine coneiderata come Hessiana dt tre di- 
erse reti di entliehe. 

Illüg« dem von uns hochgeachteten Verfasser Anerkennung 
m reichlichsten Maasse und in der weitesten Ausdehnung Air 
iieses so verdienstliche Werk zu Theil werden! G. 


Sulla tr as fo r maz i one geometrica delle figure, ed 
in particolare sulla trasformazione iperbolica, di O. 
V. Schiaparelli. Torino. Stamperia Reale. 1862. 4° 

Herr Schiaparelli, der Nachfolger des vor Kurzem ver- 
storbenen berühmten Carlini in der Direction der Sternwarte zu 
Mailand, welcher mit gleichem Eifer und gleichem Geschick seine 
Kräfte der Astronomie und der Geometrie widmet, hat so eben 
die Wissenschaft mit der obigen interessanten, in das Gebiet der 
analytischen Geometrie gehörenden Schrift bereichert, welche wir 
unseren Lesern recht sehr zur Heaclitung empfehlen, und mit wel- 
cher wir dieselben im Folgenden etwas näher bekannt machen 
wollen. Nach einer interessanten historischen Einleitung charak- 
terisirt Herr Schiapnrelli auf S. 8. IT. seinen Zweck ganz im 
Allgemeinen auf folgende Art. 

Wenn F(x, y) — 0 die Gleichung einer Curve in der Ebene 
ist, und zwischen den Coordinaten x, y und den neuen Coordi- 
naten |, y zwei Gleichungen von der allgemeinen Form 

f ' (*, y. I- «|) = 0, f"( x > !h I. V) = 0 ■ ■ (I) 

gegeben sind; so werden sich mittelst dieser Gleichungen sowohl 
x, y durch £, y, als auch umgekehrt y durch x, y ausdrücken 
lassen, und die Punkte (xy) und (ly) können einander entspre- 
chende Punkte genannt werden. Führt man aber die Ausdrücke 
von x, y durch 4, y in die Gleichung F(x,y) — 0 ein, so erhält 
man eine Gleichung zwischen £, y von der allgemeinen Form 
®(S, »)) = 0, durch welche eine neue Curve charakterisirt wird, 
die als die stetige Folge der den Punkten (xy) entsprechenden 
Punkte (ly) zu betrachten ist. Von den beiden in der vorher- 
gehenden Beziehung zu einander stehenden Curven wird die durch 
die Gleichung F(x, y) = 0 charakterisirte die primitive, die 
durch die Gleichung <D({, y) =s 0 charakterisirte die transfor- 
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mirte genannt. Ist die primitive Curve eine Curve im Raume. 
so müssen natürlich zwischen den Coordinaten x, y, i and i, g, { 
drei Gleichungen wie (1) gegeben sein; das Verfahren bleibtaber 
im Allgemeinen und Wesentlichen ganz dasselbe. Die Gleichoo 
gen (1) können natürlich nach sehr verschiedenen Gesetzen ge 
bildet werden; als Grundlage fruchtbarer Untersuchungen zu die- 
nen, werden sie aber nur geeignet sein, wenn ihre Auflösung in 
bestimmter und allgemeiner Weise möglich ist. Der Herr \et- 
lasser betrachtet nun vorzugsweise die drei folgenden Fälle: 

I. 

*=G'£+//'ij+ä', y = G Fi + H'y+IC*; 

II. 

£'! + //'», + /< G n S + «" + «" 

Qi + Äij + S* y~ qt+Ry + S ’ 

III. 

_ m*+mn+Pn % +G'i+iry 

x ~ Np+Niri+Prf + Ql + Rr,’ y ~ Alt ? + A - £tj + + Ql + «t 

und nennt diese drei Transformationen nach der Reihe die lineare, 
die homographische und die conische. Alles dieses wird 
späterhin auch auf den Raum überhaupt ausgedehnt, und diese 
drei Transformationen werden ausführlich untersucht. Rücksicht- 
lieh der conischen Transformation namentlich zeigt der Herr Ver 
fasser, dass dieselbe drei wesentlich verschiedene Fälle unter 
sich begreift, die nach gewissen Transformationen in der einfach 


sten Form durch die Formeln : 


4 

y . 

* = 4*+n*' 

y — p+r)*’ 


_ J_ _ 1 V 

x £-y v’ s 4»? 4’ 


k 

m _ 5 _ 

*> - 

(4 + >))*’ 

J ~ («+»))* 


dargestellt, und nach der Reihe die cyclische, hyperbolische 
und parabolische Transformation genannt werden. Die Leser 
werden aus diesen wenigen Bemerkungen wenigstens die allge- 
meine Grundlage der Untersuchungen des Herrn Verfasset« er- 
kennen; auf weitere Einzelnheiten einzugehen, gestattet die Natur 
dieser literarischen Berichte nicht. Wir können im Allgemeiner 
nur noch bemerken, dass die in Rede stehenden Transformationen 
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ungemein fruchtbar an den interessantesten Folgerungen sind, und 
zu einer sehr grossen Anzahl der merkwürdigsten, theils schon 
bekannter, theils unbekannter geometrischer Sätze führen, wobei 
auch noch besonders bervorgeboben werden muss, dass der Herr 
Verfasser gezeigt hat, wie mehrere der in der Einleitung bespro- 
chenen älteren besonderen geometrischen Transformationen unter 
diesen allgemeinen Transformationen als besondere Fälle enthalten 
sind. Wie halten daher diese Schrift in jeder Beziehung für eine 
sehr interessante und wichtige Erscheinung auf dem Gebiete der 
neueren mathematischen Literatur, und wünschen sehr, dass 
derselben auch in Deutschland ganz die Beachtung gewidmet werde, 
welche sie in so hohem Grade verdient, wobei wir nur bedauern 
müssen, dass der Kaum uns hier nicht erlaubt hat, noch weiter auf 
dieselbe einzugeheu. Ein Jeder wird sie mit besonderem In- 
teresse lesen, und mit hoher Achtung vor dem Herrn Verfasser 
von ihr scheiden. G. 


Tetraedrometrie von l)r. Gustav Junghann. Erster 
T h e i I : Die Goniometrie dreier Dimensionen; mit 9 
li thographirten Tafeln. Gotha, Thienemann 1862. 
XVI und 142. S. 8. 

Der Aufforderung des geehrten Herrn Herausgebers des Ar- 
chivs, in demselben eine kurze Anzeige des vorliegenden Buches 
zu geben, komme ich desto lieber nach, als ich den Verfasser 
desselben vor mehr als 30 Jahren zu meinen Zuhörern gezählt 
zu haben mir zur Ehre rechne. Die Schrift gehört nämlich, mei- 
ner innigen Ueberzeugung nach, sowohl wegen des schönen und 
fruchtbaren ihr zu Grunde liegenden Gedankens, als wegen der 
Sorgfalt und Treue, mit welcher derselbe verfolgt und aus- 
gebeutet worden ist, zu den beachtenswerthesten der neueren 
Zeit, und die hier begonnenen Untersuchungen werden, da sie ein 
neoes Element in die geometrische Rechnung einlühren, wenn 
mich nicht Alles täuscht, bald auch vnn Andern aufgenommen 
werden. Ich will nun, so kurz als möglich, angeben, um was es 
sich handelt. Der Verfasser ging von der Bemerkung aus, dass 
von den fünf verschiedenen Grundformen räundicher Ausdehnung: 
Linie, Fläche, Körper, Winkel und Ecke, die letzte bis jetzt 
noch nicht als selbständiges Element in den Bereich der 
rechnenden Geometrie gezogen worden ist. Uni aber die Ecke 
als selbständiges Gebilde in die Rechnung einführen zu können, 
kam es darauf an, Functionen aufzufinden, die zu den Ecken in 
ähnlicher Beziehung stehen, und durch welche die Ecken in der- 
selben Weise für die Rechnung repräsentirt werden, wie die Win- 
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kel durch ihre trigonometrischen Functionen. Eine solche Function, 
nämlich den Exponenten des Verhältnisses der von dem (dreisei- 
tigen) Eckenratim durch eine Ebene gleichschenklig abgeschlos- 
senen Pyramide zu der rechtwinkligen gleichschenkligen Pyramide 
von derselben Seitenkante, nennt der Verfasser den Eckensinas, 
und im ersten Capitel werden nun die verschiedenen Arten auf- 
gestellt, wie derselbe durch je drei Bestimmung6stücke der drei- 
seitigen Ecke ausdrückbar ist. — Wenn nun aber zu den Kanten 
einer dreiseitigen Ecke ein vierter vom Scheitelpunkt ausgehender 
Strahl tritt, der mit je zwei Kanten eine neue Ecke bestimmt.' 
oder wenn die drei Ebenen einer Ecke von einer vierten ge- 
schnitten werden, die mit je zweien derselben neue Ecken bildet, 
so treten Systeme auf, deren Elemeute die Ecken sied, 
und in den drei folgenden Capiteln werden nun die Gleichungen 
aufgestellt, welche für diese vierstrahligen und vierebenigen Ecken- 
systeme stattfinden. In diesen Gleichungen tritt uns sogleich eine 
auffallende Analogie mit den Gleichungen für die gewöhnlichen 
Winkelfunctionen, also mit denen für sin («4;/J)u.s. w. entgegen. — 
l)as 5te und 6te Capitel behandelt dann auf gleiche Weise die 
fönfstrahligen und die fünfehenigen Eckensysteme, und diese Glei- 
chungen entsprechen dann wieder denen, welche für die YVin- 
kelsysteme von vier in einer Ebene liegenden Strahlen, so wie 
für das vollständige Vierseit aufzustellen sind. Das 7te und 8te 
Capitel betrachtet endlich noch andere Functionen ausser dem 
Eckensinus, und zeigt, in welchem Zusammenhänge unter einan- 
der und mit den Eckensinus sie stehen. 

Eine ausführlichere Angabe des reichen Inhaltes der Schrift 
dürfte wohl kaum ohne tieferes Eingehen in die Bezeichnungs- 
weise möglich sein. Dass bei einer so neuen Untersuchung eine 
grosse Menge neuer Resultate zu Tage kommen, wird sich jeder 
Einsichtige seihst sagen; aber mau ist doch auch anderseits er- 
freut, auf diesem neuen Wege auf Resultate zu stossen, zu denen 
andere Mathematiker bereits früher, zum grossen Theil auf gros- 
sen Umwegen gelangt waren, auf Umwegen, weil sie eben die 
Ecken nicht als Grundform räumlicher Ausdehnung betrachtete«, 
sondern die bestimmenden Elemente derselben, die Winkel, erst 
einführeu und dann wieder climiniren mussten. So z. B. findet 
der Verfasser mehrere von Feuerbach in seinem „Grundriss 
zu analytischen Untersuchungen über die dreiseitige Pyramide", 
von Car not in dem „Memoire sur la relation, qui existe enlreies 
dimensions respeclives de cinq points pris dans l espace“, n. A. 
zum Theil als Cornllarien allgemeinerer Sätze. — Hiernach glaube 
ich annelimen zu dürfen , dass Jeder, der diese Schrift studirt, mit 
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mir dem Erscheinen des zweiten Theiles mit Begierde entgegen- 
sehen wird. Bremen. H. F. Scherk. 


A s t r o n o ui i e. 

Kalender für alle Stände. 1863. Herausgegeben 
von Karl von Littrow, Director der k. k. Sternwarte in 
Wien. Mit einer Sternkarte. Wien. Carl Gerold. 8°. 

Wir haben Liebhabern der Astronomie diesen Kalender in 
unseren Anzeigen der früheren Jahrgänge (Literar. Ber. Nr. CXL. 
S. II, und Nr. CXLVIII. S.7.) als ein für ihre Zwecke sehr brauchbares 
populäres astronomisches Jahrbuch empfohlen, welches sie mit 
allen bemerkenswerthen Himmelserscheinungen, auf welche sie in 
dem betreffenden Jahre ihre Aufmerksamkeit zu richten haben, 
bekannt macht. Auch die Ephemeride der Sonne, des Mondes 
und der Planeten reicht für den in Rede stehenden Zweck sehr 
wohl aus, und kann selbst Lehrern an Schulen empfohlen werden. 
Alles dieses gilt auch von dem vorliegenden Jahrgange, welcher 
im Ganzen völlig dieselbe Einrichtung wie seine Vorgänger hat, 
so dass wir uns also in dieser Rücksicht auf unsere früheren 
Anzeigen beziehen können. Rücksichtlich der äusseren Einrich- 
tung bemerken wir nur, dass der vorliegende Jahrgang mit Papier 
durchschossen ist, und daher zugleich die Stelle eines Notizbuchs 
vertreten kann. Die Uebersicht des Planetensystems ist wieder 
in der musterhaftesten Vollständigkeit gegeben, wie man sie 
schwerlich überhaupt anderwärts finden dürfte; und gleich voll- 
ständige Nachrichten über die neueren Entdeckungen fehlen auch 
in diesem Jahrgange keineswegs. Ausserdem enthält derselbe 
zwei interessante Aufsätze: „Geschichte der beobachtenden 
Astronomie nach Grant (Fortsetzung und Schluss zum 
Kalender 1861)“ und „Galilei 1 eine ziemlich vollständige 
Lebensbeschreibung des berühmten Mannes nach A. v. Reumont , 
dessen Untersuchungen zu manchen von den bisherigen Erzählun- 
gen abweichenden Resultaten geführt haben, weshalb dieser Auf- 
satz jedenlalls besonderes Interesse für sich in Anspruch zu neh- 
men geeignet ist. S. 118.’ heisst es z. B. : „Die drastischen Er- 
zählungen, die spätere Schriftsteller von Galilei’s Leidensgeschichte 
gaben, entbehren alles Grundes; Galilei hatte ehen so wenig 
Torturen auszusteben, als er wenigstens öffentlich unwandelbar 
fest hielt an der von ihm erkannten Wahrheit. Die Worte: e pure 
si rauove, mit deuen man ihn zu einem Typus des wissenschaft- 
lichen Märtvrthums machte, sind unverbürgt. Auch nach gefäll- 
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tem Urtheil hatte er kein eigentliches Gefängniss zu erdulden, 
und wenn er gleich bis zu seinem Ende gewisse, allerdings in 
die Länge peinigende Beschränkungen seiner persönlichen Frei- 
heit sich gefallen lassen musste, so muss man doch der Mäs- 
sigung seiner Richter desto mehr Gerech tig k e i t wi- 
derfahren lassen, je mehr die Zeit, in der sie wirkten, 
sich jeder Apologie entzieht.“ Die Inquisition mag es als« 
hiernach doch nicht so schlimm gemacht haben, wie gewöhnlich 
erzählt wird. — Wir wünschen sehr, dass das vorliegende Büch- 
lein, welches in seiner Anspruchslosigkeit doch recht viel Nütz- 
liches für die oben angegebenen Zwecke, auch für Lehrer an 
Schulen, und manche interressanto nnd lehrreiche Mittheilungen 
enthält, sich immer mehr Freunde erwerben möge. G. 


Maut i k. 

Reise der österreichischen Fregatte Novara um die 
Erde in den Jahren 1857, 1858, 1859 unter den Befeh- 
len des Commodore B. von W ü Ilers torf- Gr hair. Nau- 
tisch-physikalischer Theil. I. Abtheilung. Geogra- 
phische Ortsbestimmungen und Flu t h b eo hacht u n gen. 
Mit drei beigegebenen Curskärtcben und einerBeilage 
von sieben lithographirten Plänen. Mittheilungen der 
hydrographischen Anstalt der k. k. Marine. 1. Band, 
1. Heft. Wien. Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei. 
1862. 4°. ln Commission bei Carl Gerold’s Sohn. 

Von der k. k. hydrographischen Anstalt in Triest, die vom 
Herrn Professor Dr. Schaub dortselbst dirigirt wird, einer An- 
stalt, wie man sie jeder Marine- Verwaltung wünschen möchte, 
und die wohl jetzt in ihrer Art und der ihr gegebenen Ausdeh- 
nung einzig dasteht, ist schon im Literar. Ber. Nr. CXLVIU. 
S. 10. ausführlicher Nachricht gegeben worden. Eine neue Po- 
blication dieser grossartigen Anstalt liegt jetzt vor uns. Es ist 
dies die Berechnung der auf der merkwürdigen Reise der Novara 
gemachten geographischen Ortsbestimmungen und Fluthbeobacb- 
tungen. Die Längenbestiinmungcn sind in überwiegender Mehr- 
zahl durch Chronometer gemacht, zu welchem Behuf die Novara 
sieben Box- Chronometer und zwei Taschen-Chrononieter an Bord 
hatte, von denen die zwei letzteren sich jedoch in ihren Gängen 
so unverlässlich zeigten, dass sie verworfen werden mussten. Zn 
den Breitenbestimmungen diente u. A. (s. S. 15.) ein ausgezeichne- 
ter Pistor'scher Theodolit. Unter den bestimmten Punkten 
werden Hau p t s ta t ionen (St. Paul , Saoui, Condul, Ningapore, 
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Cavite, Hongkong, Shanghai, Auckland, Papiete, Valparaiso) und 
Nebenstationen (Komios-Bucht, Novara-Bucht, Hafen Nong- 
covri , Galatheabucht, Insel Guam, Hafen Koan-Kiddi, Simpson- 
Inseln, RiffBradley, Gower-lnsel, Stewarts Inseln, Insel Sta. Anna, 
Avon-Inseln, Riff Bampton-Shoal) unterschieden. Die Berechnung 
ist augenscheinlich mit grosser Sorgfalt, Genauigkeit und umsich- 
tiger Kritik angestellt, auch ist überall auf ältere Bestimmungen 
gehörig Rücksicht genommen worden. — Zur Anstellung der Fluth- 
beobachtungen diente ein auf S. 51. beschriebener besonderer 
Fluthiiiegger;sehrsorgfiiltige nnd ausgedehnte Beobachtungen dieser 
Art sind angestellt worden in St. -Paul, Carnicobar (Saoui-Bucht) 
Tahiti. Graphische Darstellungen, welche von dem Commandan- 
ten der Expedition, Herrn von Wül ierstorf- U r b air, mit gros- 
ser Sorgfalt ausgeführt worden sind, sind überall beigegeben und 
erhöhen das Interesse dieser Beobachtungen wesentlich. — Die 
Beobachtungen und Rechnungen für die Ortsbestimmungen sind 
von dem Hydrographen Herrn Robert Müller unter Mitwirkung 
des Seecadetten Herrn Alexander Kalmar ausgeführt, die 
Fluthbeobachtungen sind von dem Seecadeten Herrn Andreas 
Graf Borelli angestellt. Die Küsteuaufnabmen, auf denen die 
beiliegenden sehr schönen und nichtigen sieben Karten (Insel 
St. Paul, Bucht von Saoui auf Carnicobar, Generalkarte der Ni- 
cobaren, Komios- (Arrow-) Bucht auf Carnicobar, Insel Tillang- 
schong, Nangcovri- Hafen, St. Georgs- Canal, sämmtlich im indi- 
schen Ocean) beruhen, sind hauptsächlich von den Offizieren 
Herrn Eugen Kronow etter und Herrn Gustav Battlogg ge- 
macht worden. Auch die drei Curskärtchen sind eine sehr dan- 
kenswerthe Beilage. Zwei weitere Abtheilungen dieses trefflichen 
und für Nautik und Geographie wichtigen, auch äusserlich in 
«chwer zu übertreffender Weise ausgestatteten Werks, welches 
ebenso wie die ganze Novara- Expedition dem österreichischen 
Kaiserstaate und allen dabei betbeiligten Personen zur grössten 
Ehre gereicht, sehen wir mit grossem Verlangen entgegen; die- 
selben werden die magnetischen und meteorologischen Beobach- 
tungen der Novara-Expedition enthalten. • > G. 


I* h y s i k. 

Untersuchungen über das Sonnenspectrum und die 
Spectren der chemischen Elemente von G. Kirchhoff. 
Besonderer Abdruck aus den Abhandlungen der Aka- 
demie der Wissenschaften in Berlin. Zweite, durch 
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einen Anhang vermehrte Ausgabe. Mit drei Tafeln. 
Berlin. Dümmler's Verlagshandlung. 1862. 4°. 

Die das Sonnenspectrum betreffenden berühmten Entdeckungen 
von Bunsen und Kirchhoff sind zwar bereits bekannt genug, 
indess wird die vorliegende Schrift, in welcher Ki rch hoff sieb weiter 
über dieselben, namentlich auch über die Art, wie die Versuche 
anzustellen sind, und über das dazu erforderliche lnstrumeat, ver- 
breitet, jedenfalls mit besonderem Banke aufzunehmen sein, ln 
dem kurzen Vorwort sagt der Herr Verfasser: „Einer von den 
Zwecken, welche die Abhandlung verfolgt, ist der, den Weg aa- 
zugeben, auf welchem die chemische Beschaffenheit eines Theiles 
der Sonne, ihrer Atmosphäre nämlich, untersucht werden kann, 
und die Existenz einiger irdischen Elemente in derselben nach- 
zuweisen“. Demzufolge werden in dein ersten Abschnitt, welcher 
„das Sonnenspectrum“ überschrieben ist, die Linien im All- 
gemeinen beschrieben, welche in dem durch ein Fernrohr be- 
trachteten Sonnenspectrum sich zeigen, auch auf Taf. I. und Taf. II. 
(mit Rücksicht auf den zweiten Abschnitt) sehr schöne und genaue 
Zeichnungen davon geliefert, über welche eine in Millimeter se- 
theilte Scala gesetzt ist, welche zunächst dazu dient, eine jede 
der gezeichneten Linien mit Leichtigkeit zu bezeichnen. Zugleich 
ist das zu den Beobachtungen erforderliche, von Steinheil in 
ausgezeichneter Weise angefertigte Instrument und sein Gebrauch 
sehr deutlich beschrieben und auf Taf. III. abgebildet. Der zweite 
Abschnitt ist überschrieben : „Die Npectren der che m ischcn 
Elemente“, worin die Resultate der die Darstellung dieser 
Spectren betreffenden Versuche, die auch näher beschrieben 
werden, und worauf sich, wie schon bemerkt, auch die Zeichnun- 
gen auf Taf. I. und Taf. II. beziehen, in höchst lehrreicher und 
interessanter Weise, jedoch meistens nur mehr im Allgemeinen, 
dargelegt werden, ln dem dritten, die Ueberschrilt „Umkehrung 
der Flammenspectren“ tragenden Abschnitte werden sehr 
merkwürdige Erscheinungen beschrieben und zu erklären versucht 
auf die wir hier aber nicht weiter eingehen können. Hervorheben 
müssen wir aber, dass der Herr Verfasser S. II. sagt: „Nach 
diesen Tliatsachen liegt die Annahme nahe, dass jedes glühende 
Gas ausschliesslich die Strahlen von der Brechbarkeit derer, die 
es selbst aussendet, durch Absorption schwächt, mit anderen 
Worten die Annahme, dass das Spectrum eines jeden glühenden 
Gases umgekehrt werden muss, wenn durch dasselbe Strahlen 
einer Lichtquelle treten, die hinreichend hell ist und an sieb ein 
continuirliches Spectrum giebt“. Einen sicheren Aufschluss da- 
rüber, in wie weit diese Annahme richtig ist, lindet der Herr Ver- 
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lasser in einem theoretischen Satze, welcher im Anhänge §. 3. 
S. 24. auf folgende Art ausgesprochen wird! ,,l)as Verhält- 
niss zwischen dem Emissionsvermögen und dem Ab- 
sorptionsvermögen ist für alle Körper hei derselben 
Temperatur dasselbe. Für diesen Satz wird in dem Anhänge, 
durch welchen sich die zweite Auflage vor der ersten auszeichnet, 
ein auf gewisse, in §. I. klar ausgesprochene Annahmen gegrün- 
deter mathematischer Beweis gegeben. Die beiden letzten Ab- 
schnitte endlich sind überschrieben : „Chemische Beschaf- 
fenheit der Sonnenatmosphare“ und „Physische Be- 
schaffenheit der Sonne“. In dem ersten dieser beiden Ab- 
schnitte sagt der Herr Verfasser auf iS. 13: „Die Beobachtungen 
des Sonnenspectrums scheinen mir hiernach die Gegenwart von 
Eisendämpfen in der Sonnenatmosphäre mit einer so grossen 
Sicherheit zu beweisen, als sie bei den Naturwissenschaften über- 
haupt erreichbar ist“, und späterhin aul S. 14. wird erwähnt, 
dass auch das Vorhandensein von Nickel in der Sonnenatmosphäre 
sehr wahrscheinlich ist; über Kobalt hält der Herr Verfasser sein 
Urtheil zurück; dagegen sind Gold, Silber, Quecksilber, Alumi- 
nium, Cadmium, Zinn, Blei, Antimon, Arsen, Strontium und Li 
thiuin in der Sonneuatmosphäre nicht sichtbar. Ein Theil der 
dunkeln Linien des Spectrums rührt nach dem Herrn Verfasser 
von einer Absorption in der Sonneuatmosphäre her. In dem zwei- 
ten der beiden oben erwähnten Abschnitte sagt der Herr Ver- 
fasser: „Um die dunkeln Linien des Snnnenspectrums zu erklären, ' 
muss man annehmen, dass die Sonnenatmosphäre einen leuch- 
tenden Körper umhüllt, der für sich allein ein Spectrum ohne 
dunkle Linien und von einer Lichtstärke giebt , die eine gewisse 
Grenze übersteigt. Die wahrscheinlichste Annahme, die man 
machen kann, ist die, dass die Sonne aus einem festen oder tropf- 
bar flüssigen in der höchsten Glühhitze befindlichen Kern besteht, 
der umgeben ist von einer Atmosphäre von etwas niedrigerer 
Temperatur“ eine Hypothese, die, mit ganz besonderer Rücksicht 
auf die Sonnenflecken , des Weiteren in sehr lehrreicher Weise 
besprochen wird, woraus man sieht, wrie wichtig dieser ganze 
Gegenstand namentlich auch für die Astronomie ist. — •„ Je schwie- 
riger es ist, von einer so inhaltsreichen und wichtigen Schrift 
ganz in der Kürze eine auch nur näherungsweise richtige An- 
schauung zu geben: desto dringender müssen wir unsere Leser 
auf die Schrift selbst verweisen, mit der Versicherung, dass sie 
dieselbe mit hohem Interesse lesen und mit grosser Befriedigung 
von ihr scheiden werden. 
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Vermischte Schriften. 

Upsala U n i versi te t s Arsskrift. 1861. Upsala, tryckt 
hos Edquist & K. 1861. 8°. 

So wie einige andere, auch deutsche, Universitäten, gieb; 
auch die berühmte Universität zu Upsala in sehr nachahmunss- 
würdiger Weise Universitätsschriften heraus, deren Jahrgang 1861 
in einem schön gedruckten, im Ganzen 916 Seiten umfassend» 
llande vor uns liegt. Nach den Facultäten ist dieser Jahrgang in fSnt 
Abtheilungen getheilt, nämlich : I. Theologie. II. Rechts undStaats 
Wissenschaften. III. Medicin. IV. Philosophische Facultät und 
zwar: 1. Philosophie, Sprachwissenschaft und historische Wissen- 
schaften. 2. Mathematik und Naturwissenschalt. Uns kann hier 
nur die letzte Abtheilung interessiren, welche mehrere sehr werth- 
volle Abhandlungen im Fache der Mathematik und Astronomie 
enthält, mit deren Titelangahe wir uns hier leider begnügen müssen 
Zuerst enthält diese Abtheilung eine in das Gebiet der höheren Geome- 
trie gehörende Abhandlung:Un dersökningafnägracorrespon- 
deranda Curvor, af ll.T.Dnug. auf welche wir unsere Leser 
recht sehr aufmerksam machen. Hierauf folgt eine astronomische 
Abhandlung: Gpbemerider for Asteroiden Alexandra 

(54) 1862, af H. Schultz, welche nicht bloss eine sehr getrau 
berechnete Ephemerirle des genannten Asteroiden enthält, sondern 
auch eine vollständige Darlegung der angewandten analytischen 
Formeln und Rechnungsvorschriften liefert," wodurch dieselbe auch 
im Allgemeinen für die Ausführung aller Rechnungen dieser Art 
sehr lehrreich und werthvoll ist. Den Hcschluss macht C. A. v. 
Steinheils justeringsmethod für pa r al lak tis ka Instru- 
ment af egen construction. Ilcarbetning af H. Schultz, 
welche gleichfalls sehr instructivo und werthvolle Abhandlung 
die von Steinheil in den Gelehrten Anzeigen der M|ün- 
ch euer Ak a d em i e. 2. April 1860 angegebene Methode betrifft 

Beigegeben ist diesen Universitäts- Schriften die Chronik der 
Universität für 18°°/ 0 i (Programm für Rectors -ombytet 1861 
af F. F. Cnrlson), worin auch genauere Nachrichten über die 
reichen Sammlungen und Institute der Universität gegeben sind, unter 
denen uns vorzüglich die sehr werthvollen, ziemlich ausführlichen 
Nachrichten über die trefflich ausgestattete Universitäts-Sternwarte 
auf S. 12 — S. 14 (am Ende) interessirt haben, wo auf S. 13 auch 
einer reichen Schenkung des verstorbenen verdienstvollen Profes- 
sors der Astronomie Bredman gedacht wird. Den Schluss des 
Buchs macht das Verzeichniss der öffentlichen Vorlesungen für 1861 
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Wir wüssten nicht, dass ein so reich ausgestatteter and zu- 
gleich so ausgedehnter Jahrgang von Universitätsschriften von 
anderen, namentlich deutschen Universitäten uns schon vorgekom- 
men wäre, so verdienstlich diese Schriften auch sind, und so 
dankbar wir dieselben jederzeit aufgenommen haben. Besonderer 
Dank für die Publication dieser, wie schon gesagt, in einem star- 
ken, schön ausgestatteten Bande uns vorliegenden Universitäts- 
schritten, von denen die einzelnen Alitheilungen aber auch abge 
sondert zu haben sind, gebührt gewiss auch der Universität in 
Upsala. G. 


Sitzungsberichte der künigl. bayerischen Akade- 
mie der Wissenschaften zu Mönchen. (Vergl. Literar. 
ßer. CLIII. S. 7.) 

1862. I. Heft II. Lamont: Ueber die tägliche Oscillation 
des Barometers. (Diese ausführliche Abhandlung zur Erklärung 
des vielbesprochenen Gegenstandes füllt nebst den ihr beigegebe- 
nen Tafeln das ganze vorliegende Heft. Wir gestehen, dass wir 
dieselbe mit besonderem Interesse gelesen haben. Jedenfalls ge- 
bührt der in ihr gegebenen Erklärung vor den meisten sonstigen 
Erklärungsversuchen der wesentliche Vorzug, dass dieselbe, aus- 
gehend wie jede strenge Erklärung einer Naturerscheinung von 
gewissen bestimmten Voraussetzungen, die man wohl zuzugeben 
geneigt sein kann, einer strengeren mathematischen Fassung und 
Darstellung fähig ist und au vielfache Beobachtungen sich an- 
schliesst, also nicht besteht in einem blossen vagen, wenn auch 
zuweilen in gewisser Beziehung, wenn man so sagen darf, ganz 
geistreichen, oder wenigstens geistreich klingen sollenden, Gerede, 
wie man es leider auf dem Felde der Meteorologie noch häufig 
genug antrifft, worauf sich aber Herr Lamont nie einlässt, was 
uns bei seinen meteorologischen Untersuchungen immer besonders 
angesprochen hat. Dies ist auch bei der vorliegenden Abhand- 
lung der Fall, welche wir daher unseren für Meteorologie sich 
interessirenden Lesern recht sehr zur Beachtung empfehlen.) 

1862. I. Heft III. Schönlein. Fortsetzung der Beiträge 
zur näheren Kenntniss des Sauerstoffs. S. 165. — v. Kobel I: 
Ueber Asterismus und die Brewster'schen Licht6guren (mit drei 
Tafeln). S. 199. (Zwei interessante, wenn auch nicht unmittel- 
bar in das Gebiet des Archivs gehörende Abhandlungen, beson- 
ders die letztere, welche einen wichtigen mineralogischen oder 
krystallographischen Gegenstand bespricht). 

1862. 1. Heft IV. Pettenkofer; Die Bewegung des 
Grundwassers in München vom März 1856 bis März 1862 (mit 
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einer Tafel). S. '272. (Interessante an 4, später 5 Brunnen in 
München angestellte Beobachtungen , wobei auch eine lehrreich« 
Anleitung zur Anstellung solcher Beobachtungen gegeben wird 
Eine graphische Darstellung der Beobachtungen ist beigegeben.) 

— Nägeli: Beobachtungen über das Verhalten des polarisirten 
Lichts gegen pflanzliche Organisation (mit einer Tafel). S. 290. 

1862. 11. Heft 1. Pettenkofer: Ueber die Bestimmung 
des Wassers bei der Kespiration und Perspiration. S. 56. 

Monatsbericht der künigl. preussi sehen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin. (Vergl. Literar. ßer. 
Nr. CUM. S. 8.) 

Juni 1862. Hagen: Ueber das Verhalten der Mecrestvelleo 
beim Auflaufen auf Untiefen und auf den Strand. S.313 — 28.316. 

— Riess: Ueber die Abhängigkeit elektrischer Ströme von der 
Form ihrer Schliessungen. S.343 — S.362. — Dove: Eine neue 
Methode die Intensität der Interferenzfarben zu bestimmen. 
S.362 — S.363. — Kronecker: Ueber die complexe Multi plication 
der elliptischen Functionen. S. 263 — S. 372. — Du Bois-Rey- 
mond: Ueber den zeitlichen Verlauf voltaelektrischer Inductione- 
strüme. S. 372 — S. 404. — Kummer: Ueber ein Modell der Krüa- 
mungsmittelpunktsfläche des dreiaxigen Ellipsoids. S. 426 — 428. 

Juli 1862. Quincke: Experimentelle Untersuchung der 
optischen Strahlenbündel , mitgetheilt von Herrn Kummer. 
S.498 — S.50Ö. — Encke: Die Tafeln der Melpomene. S. 536 — 
S.537. — Dove: Ueber die Unterschiede der bei sehr feuchtem 
Scirocco und heftigen Niederschlägen erfolgenden Staubfälle und 
den trockenen Staub»inden der afrikanischen Küste. S. 542. (Ab- 
handlung nicht mitgetheilt). 

August 1862. Du Bois-Reymond: Ueber die ungleiche 
Stärke des Stromes je nach der Richtung in der er durch das 
Elektrodenpaar geht. S. 560. (Abhandlung nicht mitgetheilt). — 
Magnus: Ueber die Absorption der Wärme durch Luftschichten 
von verschiedener Dicke. S.560 — S.572. — Magnus: Ueber die 
Absorption der Wärme durch feuchte Luft. S.572 — S. 574. 
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A r i t h m e t i k. 

Grundriss der Differential- und I n tegral - Rechnu ng 
mit Anwendungen. I. Theil. Differential-Rechnung mit 
69 Figuren im Texte von M. S tege mann. Hannover. Ilel- 
wing’sche Hof-Buchhandlung. 1862. 8°. 

In dieser Schrift tritt bei der Darstellung der Differential- 
Rechnung dem in den Geist der neueren strengen Analysis wahr- 
haft eingeweihten Leser ein Gemisch der älteren, jetzt als anti- 
quirt zu betrachtenden (sogenannten) Begründungsweise, wo die 
alte Reihenentwickelung nach der Methode der unbestimmten 
Coefficienten in der ungenirtesten Weise in Anwendung gebracht 
wird, mit an die neuere strenge Begründung erinnernden, und 
derselben entlehnten, freilich oft in wenig genügender Form an- 
gestellten Betrachtungen entgegen. Dass aber gerade bei diesen 
Dingen eine solche Vermischung nur zur Unklarheit führt und 
den Anfänger in Widersprüche verwickeln muss, giebt wohl jeder 
Kenner der neueren Analysis ohne Weiteres zq. Auf eine ein- 
gehendere Kritik uns einzulassen, halten wir nicht für nüthig und 
lässt auch der beschränkte Raum unserer literarischen Berichte 
bei Schriften dieser Art nicht zu. Will man daher das obige 
Urtheil, weil wir es hier nicht ausführlicher begründen können, 
für ein blosses subjectives erklären: so müssen wir uns das schon 
gefallen lassen. 

Exposd de la theorie, des propridtds, des formales 
de transformation et des methodes d'evaluation des In- 
Thl. XXXIX. Hft.4. 4 
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t^grales definies par I). Bierens de Haan. Publiee p» I 
l’Academie Royale des Sciences ä Amsterdam. A msttt- 1 
dam, C. G. van der Post. 1862. 4". 

Herr Bierens de Haan hat dem sehr grossen Verdienst I 
welches er sich schon durch die Publication seiner schönen, in; I 
Literar. Ber. Nr. CXXYI. S. 1. angezeigten Tafeln der bestimm 
ten Integrale erworben hat, ein neues nicht minder grosses Ver 
dienst hinzugefügt durch die Herausgabe des obigen, 702 Seiten 
in gr. Quart umfassenden Werks. Wie der Titel besagt, ist das 
selbe lediglich der Theorie der bestimmten Integrale gewidmet, 
und steht jedenfalls gegenwärtig in seiner Art einzig da. da die 
mathematische Literatur kein Werk besitzt, welches sich dem 
vorliegenden gleichstellen könnte, was namentlich Vollständigkeit 
und Strenge der Darstellung betrifft, in welcher letzteren Bezie- 
hung besonders hervorzuheben ist, dass das Werk ganz den von 
der neueren Analysis gestellten Anforderungen entspricht. Die 
bisher zur Entwickelung der bestimmten Integrale angewandten 
Methoden treten in sehr grosser Mannigfaltigkeit auf und stehen 
meistens sehr vereinzelt da, so dass cs gewiss nicht geringe 
Schwierigkeiten hatte, diese Methoden unter gewisse allgemeine 
Gesichtspunkte zu bringen, welche aber, nie es uns scheint, 
von dem Herrn Verfasser so glücklich überwunden worden sind, 
wie es bei dem gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft 
überhaupt möglich sein dürfte. Um diese Methoden aber alle 
kennen zu lernen und zu sammeln, war eine von uns lebhaft 
bewunderte Literaturkenntniss nöthig, wie sie schwerlich viele 
Mathematiker in gleichem Maasse wie der Herr Verfasser be 
sitzen dürften. In der ausgedehntesten Weise sind nun ab« 
auch (in der dritten S04 Seiten umfassenden Abtheilung) die all- 
gemeinen Methoden überall zu der Entwickelung besonderer be- 
stimmter Integrale in Anwendung gebracht worden, wodurch diese 
Theorie zugleich der beste Commentar zu den „Tafeln“ wird, 
auch zu mehrfachen Verbesserungen derselben Gelegenheit gege- 
ben hat, und nejben denselben gar nicht entbehrt werden kann: 
dass aber in der Hand eines so geschickten Mathematikers, sie 
Herr Bierens de Haan ist, diese Anwendungen der allgemel 
nen Methoden auch zu einer grossen Anzahl neuer Resultate führen 
mussten, braucht wohl kaum noch besonders bemerkt zu werden; 
nach der eigenen Angabe des Herrn Verfassers wurden ungefähr 
1260 schon in den Tafeln enthaltene bestimmte Integrale und 2130 
neue Formeln erhalten, wodurch sich also auch schon von selbst 
die Nothweudigkeit einer baldigen neuen Ausgabe der Tafeln 
herausstellt. Wegen der schon gerühmten grossen Strenge und der 
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janz im Sinne der neueren Analysis gehaltenen Darstellung, die 
uns ganz besonders in der ersten, der Entnickelung der allge- 
meinen Principien der Theorie der bestimmten Integrale gewidme- 
ten Abtheilung in der lebhaftesten Weise angesprochen hat, kann 
dieses Werk namentlich auch jüngeren Mathematikern zum eifrig- 
sten Studium nicht dringend genug empfohlen werden, die darin 
reiche Früchte zu ihrer tüchtigen Ausbildung und Befähigung zu 
eigenen wahrhaft strengen, neueren Ansprüchen genügenden Un- 
tersuchungen schöpfen werden. Schliesslich gestattet uns der 
Baum nur noch die folgende Angabe der Hauptabschnitte des 
Inhalts: Pro face- — Partie preinierc. Principes de la 

theorie des integrales definies. — Partie deuieme. 
Forniules de transformation generales. — Partie troi- 
ni£mc. Evaluation des integrales d d fi nies. Considera- 
tions preliminaires. — Sectinn 1. Methodes directes. — Section 2. 

Methodes qui ramenent ä des integrales delinies. — Section 3. 

Methodes, qui ramenent ä des integrales delinies doubles. — Se- 
ction 4. Methodes qui ramenent ä des series. — Section 5. Me- 
thodes, qui ramenent a des equations differentielles. — Section ti. 

Methodes pour deduire d’une integrale detinie connue d’autres 
integrales delinies. — Section 7. Methodes particulieres. (Em- 
ploi des integrales de Fourier. Methode de Cauchy, calcul des 
residus. Methodes diverses indirectes. Par des considerations 
de geometrie). — Additions et corrections. 

Schwerlich würde die Herausgabe zweier so umfangreichen 
und kostspieligen Werke, wie die „T a b I es “ und die „Theorie“ 
sind , dem verehrten Herrn Verfasser möglich gewesen sein, 
wenn denselben nicht die Königlich niederländische Aka- 
demie der Wissenschaften in Amsterdam mit der gröss- 
ten Liberalität Raum in der Sammlung ihrer Schriften, von denen 
beide Werke einen Theil ausmachen, gestattet hätte, wofür die 
Wissenschaft dieser hohen gelehrten Körperschaft zu dem grössten 
und wärmsten Danke verpflichtet ist. 

Möge dem Herrn Verfasser Anerkennung seines Strebens, i 

der Wissenschaft und ihren Jüngern durch so grossartige wissen- 
schaftliche Arbeiten wahrhaft zu nützen, im reichsten Maasse 
zu Theil werden! G. 


G e o m e t r i e. 


La Fremoire's Sammlung von 


Lehrsätzen 


und Au f- 
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gaben der Elementar-Geometrie (Planimetrie und Ste- 
reometrie). Aus dem Fanzüsi sehen übersetzt von Pro 
fessor Kauffmann. Nach dem Tode des Uebersetzers 
durchgesehen und herausgegeben von Doctor C. G. 
Reuscble, Professor am Gymnasium zu Stuttgart. Mit 
circa 400 Abbildungen. Stuttgart. Gust. Hoflmann. 
Preis Rthlr. 1. 6. 

Das französische Original hat hei der neuen Auflage im Jahre 
1852 einen neuen Herausgeber, Herrn Catalan, gefunden, wobei 
es bedeutend erweitert und umgewandelt worden ist. Herr Ca- 
talan sagt in seiner Vorrede, er habe eine Menge von Aufgaben 
und Lehrsätzen, welche in allen geometrischen Lehrbüchern ste- 
hen, durch andere ersetzt, und überdiess, um die Sammlung zu 
einer eigentlichen Ergänzung der Elementargeometrie zu 
stempeln, eine Anzahl von Lehren eingeführt, wovon die meisten 
der sogenannten „neueren Geometrie“ angehören. Man findet 
also in dieser Sammlung die Theorie der Transversalen , der 
Polaren, der harmonischen Theilung, der Potenzlinien, der Aehn- 
lichkeitspunkte, der Punkte der mittleren Entfernungen, der iso- 
perimetrischen Figuren, der windschiefen Polygone, der allge- 
meinen Eigenschaften der Polyeder, der reciproken Punkte und 
Geraden, der Polar- Ebenen , Potenz- Ebenen, der sphärischen 
Transversalen u. s. w. Besonderer Erwähnung verdienen mehrere 
interessante Probleme, wie die Construction des regulären Viel- 
ecks von 17 Seiten, die Transformation der Figuren, über das 
Volumen des Tetraeders, über die Berührungskugel von drei ge- 
gebenen Kugeln. 

Der Herausgeber der Uebersetzung, Herr Professor Reuschle, 
bemerkt mit Recht, dass man zwar keine systematische Darstel- 
lung der sogenannten neueren Geometrie erwarten darf, sondern 
dass sich vielmehr die neueren Theorien als ungezwungene An- 
hänge altbekannter elementargeometrischer Sätze ergeben, so dass 
man durch dieses Buch in jene schönen Theorien ganz unver- 
merkt hineinkommt. Auch legt Herr Reuschle einen beson- 
deren Werth auf die ausführliche Berücksichtigung der Stereome- 
trie, indem unsere gangbaren Aufgabensammlungen sich meistens 
nur auf die Planimetrie einlassen, obgleich die Stereometrie der 
ungleich reichere Theil der ganzen Wissenschaft ist, mit welchem 
dieselbe erst so zu sagen reell und konkret wird. Mit vorstehen 
der kurzen Anzeige hat der Unterzeichnete den Zweck, einem in 
seiner Art gediegenen Werke, welches in deutschen Kreisen, wie 
es scheint, wenig bekannt ist, eine weitere Verbreitung zu geben. 

Dr. O. Böklen. 
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Praktische Geometrie. 

Elemente der Vermessungskunde von Or. Carl Maxi- 
milian Bauernfeind, Bau rat li und Professor der Inge- 
nieur - Wissenschaften in München. Zweite Auflage. 
Erste und zweite Abtheiluug. München. Cotta’sche 
Buchhandlung. 1862. 8°. 

Es freut uns sehr, die Richtigkeit des von uns über die 1856 — 
1858 erschienene erste Auflage dieses in vielfacher Beziehung em- 
pfehlenswerthen Buchs im Literar. Ber. Nr. CXXV1I. S. 2. ausge- 
sprochenen sehr günstigen Urtheils insofern bestätigt zu sehen, als 
schon jetzt eine neue Auflage nüthig geworden ist. ln der ganzen 
Anlage ist diese neue Auflage ungeändert geblieben ,wohl aber ist 
dieselbe eine verbesserte und nicht unbedeutend vermehrte zu nen- 
nen, und die berühmte Verlagshaudlung hat durch etwas kleineren 
Druck und schwächeres Papier es möglich gemacht, die früheren 
zwei Bände in einen aus zwei Abtheilungen bestehenden Band zu 
vereinigen und den Preis zu vermindern, ohne der Eleganz der 
Ausstattung im Geringsten Eintrag zu thun. Die Vermehrungen 
betrefTeb vorzüglich die Instrumentenlehre, in welcher — ■ um zehn 
Paragraphen und dreissig Abbildungen vermehrt — alles Neuere 
von einiger Bedeutung nachgetragen worden ist. Die theoreti- 
schen Entwickelungen sind, so viel als irgend thunlicb, verkürzt 
und vereinfacht worden, um das Buch seiner praktischen Bestim- 
mung immer näher zu bringen. Die meisten Veränderungen sind 
der Lehre von dem barometrischen Höhenmessen zu Theil ge- 
worden, wozu dem Herrn Verfasser seine eigenen, diesem Ge- 
genstände gewidmeten, in einer nachher von uns für sich zu 
besprechenden besonderen Schrift niedergelcgten neueren Unter 
suchungen die natürliche Veranlassung gaben. Auch in der Mark- 
scheidekunst ist insbesondere von den neueren Erfindungen in 
der Instrumentenlehre Nachricht gegeben worden, ohne dieses 
Kapitel selbst wesentlich zu verändern, wozu uns in der That 
auch keine besonder Veranlassung vorzuliegen schien. Besonders 
danken wir es noch dem Herrn Verfasser, dass er in der Vor- 
rede zu dieser zweiten Auflage dem Gebrauche des Messtisches mit 
der Kippregel, wenn dieselbe namentlich zur Distanzmessung ein- 
gerichtet ist, nachdrücklich das Wort geredet, und zugleich einen 
nach seiner Angabe in dem berühmten Ertel’schen Institute an- 
gefertigten neuen, wie es uns scheint, sehr zweckentsprechenden. 
Messtischapparat beschrieben hat. Auch wir können die Abnei- 
gung nicht begreifen , welche die praktischen Geometer vielfach 
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gegen dieses, nach unserer Ueberzeugung wahrhaft wissenscbafi- 
liche Instrument haben, welches in der ihm rugeniesenn 
Sphäre niemals durch ein anderes zu ersetzen sein wird. Den 
Gelderwerbe mag freilich die auch bei schlechterem Wetter zt 
gebrauchende Houssole, welche zugleich das Aufträgen zu Haus» 
in der Stube gestattet, wohl forderlich sein, gewiss aber nicht der 
Genauigkeit, besonders bei der Art und Weise, wie diese> 
Instrument, dessen auf gew isse Gränzen zu beschränkenden Werth 
wir übrigens keineswegs verkennen, gewöhnlich gebraucht wird 
Wir sind überzeugt, dass dieses schöne Werk auch in seiner neue- 
ren Gestalt dazu beitragen wird, eine neue bessere Aera in der 
Vermessungskunde herbeizufiihren, und wünschen dem Herrn Ver 
fasser aufrichtig Glück zu dessen Vollendung. Im Uebrigen ver- 
weisen wir auf unsere frühere Anzeige der ersten Auflage. 

Beobachtungen und Untersuchungen über die Ge- 
nauigkeit barometrischer Höhenmessungen und die Ver- 
änderungen der Temperatur und Feuchtigkeit der At- 
mosphäre von l)r. Uarl Maximilian Bauernfeind. Mit 79 
Tabellen, darunter (i zur Höllenberechnung, und einer 
Steinzeichnung. München, J. G. Uotta’sche Buchhand- 
lung. I8li2. S°. 

Die Veranlassung zu diesen Untersuchungen fand der Herr 
Verfasser zunächst in der ausserordentlich grossen Verschieden- 
heit der Meinungen über den Werth und die Genauigkeit der ba- 
rometrischen Höhenmessungen. Eine zweite Aufforderung dazu 
fand er in dem Umstande, dass man die Aenderungen der Tem- 
peratur und der Feuchtigkeit der Atmosphäre mit der Höhe zu 
wenig kennt, und deshalb bei der Entwickelung der Barometer- 
formel gezwungen ist, Hypothesen über diese Aenderungen zu 
machen Besondere mit den Barunieterbeobachtungen verbundene 
Versuche sollten, wenn nicht die Gesetze der Temperatur- und 
Feuchtigkeitsänderungen selbst, doch den Grad der Zulässigkeit 
der darüber aiilgestelltcn Hypothesen erkennen lassen. Eine dritte 
Veranlassung zu diesen Untersuchungen war die Ueberzeugung, 
dass die barometrische Uonstante in Folge der neueren Bestim- 
mungen über die Dichtigkeit und Ausdehnung der Luft und des 
Quecksilbers einer Aenderung bedarf, und der Wunsch, Einiges 
zu deren Feststellung beizutragen. Endlich hoffte der Herr Ver- 
fasser, eine hinreichend grosse Reihe von Beobachtungen würde 
einige Anhaltspunkte liefern zur Beurtbeiiung der von G. S. Ohm 
im Jahre 1854 aufges teilten Ansicht, dass die auf das Barometer 
drückende Luftsäule nicht das Gewicht eines Cylinders, sondern 
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eines vertikal stehenden Kegels habe, dessen Spitze im Erdmit- 
telpunkte liegt. 

Zu c iner Entscheidung über alle diese Fragen glaubte der 
Herr Verfasser auf folgende Art zu gelangen. 

Es soll einer der höchsten, leicht zugänglichen üerge des 
bayerischen Hochgebirges, etwa der Miesiug oder der Wendel- 
stein, von der Thalsohle bis zum Scheitel zweimal aufs Genaueste 
nirellirt, und seine Höhe in vier nahezu gleiche Theile getheilt 
werden. An den hierdurch sich ergebenden fünf Theilungspunk- 
ten sollen überall Thermometer und Psychrometer, an dem ersten, 
dritten und fünften aber ausserdem Barometer und Windfahnen 
aufgestellt, und diese Instrumente von zehn der tüchtigsten Zu- 
hörer des Herrn Yerlassers mindestens acht Tage lang Vor- und 
Nachmittags in kurzen Zwischenräumen gleichzeitig beobachtet 
werden. Nach Vollendung dieser Beobachtungen soll noch durch 
ein besonderes Nivellement der Höhenunterschied zwischen der 
ersten Beobachtungsstation und dem nächst gelegenen Eisenbabn- 
hofe ermittelt werden, um die Mecreshöhen der einzelnen Statio- 
nen aus directen Eisenbahnnivellements, welche einerseits bis an 
die Nordsee und andererseits bis an das adriatische Meer reichen, 
ableiten und mit den durch barometrische Messungen gefundenen 
Höhen vergleichen zu können. 

Man muss gestehen, dass man aus dieser ganzen Schrift die 
Ueberzeugung gewinnt, dass der Herr Verfasser sich der Aus- 
führung dieses wohl durchdachten Planes, und späterhin der nö- 
thigen vielen Rechnungen, mit dem grössten Eifer und Fleisse, 
der grössten Ausdauer und grosser Sachkenntnis gewidmet hat 
Die gewonnenen, jedenfalls Vertrauen verdienenden Resultate sind 
am Ende in 15 Nummern zusammcngestellt worden, können aber 
hier der Beschränktheit des Raums wegen nicht vollständig mit- 
getheilt werden. Jedoch wollen wir nachstehend bemerken, was 
in Nr. 6. und Nr. 7. über den barometrischen Coefficienten ge- 
sagt wird : 

„6. Es ist ungenau , bei barometrischen Höhenmessungen 
den Druck des Wasserdampfes der atmosphärischen Luft nur 
nach einem mittleren Werthc (indem man die Constante von 
18316"* auf 18336™ erhöht) in Rechnung zu bringen und deshalb 
vorzuziehen, denselben mit Psychrometern an den beiden Statio- 
nen wirklich zu messen und das Mittel beider Beobachtungsre- 
sultate als mittleren Dampfdruck der Luftschichten in die Baro- 
meterformel einzusetzen.“ 

„7. Den neueren Bestimmungen des Verhältnisses der Dich- 
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tigkeiten von Luft und Quecksilber, so ivie des Ausdehnung* 
coefficienten der Luft gemäss, muss die barometrische Constante 
von 18316™ auf 18405™ erhöht werden. Eine nothwendige F olge 
hievon ist die Berechnung neuer hypsometrischer Tafeln.“ 

Bei seinen neuen hypsometrischen Tafeln (S. 37 — S. 42) hat 
der Herr Verfasser mit Recht die Tafeln von Gauss zum Muster 
genommen, aber drei neue Tafeln beigefügt, welche zur Berech- 
nung des durch die Psychrometer- Beobachtungen eiogefubrten 
Factors dienen. 

Nach dem Obigen müssen wir dieser Schrift aus Ueberzeu- 
gung besondere Wichtigkeit für die Theorie des barometrischen 
Höhenmessens beilegen, und wünschen derselben daher die sorg- 
fältigste Beachtung. G. 


Mechanik. 

Dei moti geometrici e ioro leggi nello spostamento 
di una figura di forma in varia bi le. Memoria di Dome- 
nico Chelini, Professore di Meccanica razionale nell' 
universitä di Bologna. (Estratta dalla Serie 11. Vol. I. 
delle Memorie dell’ Accademia dellc Scienzc dell’ lsti- 
tuto di Bologna). Bologna. Tipografia Gamberini e 
Parmeggiani. 1862. 4 b . 

Die geometrische Bewegungslehre, die nicht selten mit dem 
Namen Kinematik belegt wird, ist, auf dem auch hier von Eu- 
lergelegten Grunde weiter bauend, in neuerer Zeit von Chasles, 
Poinsot, Gaetano Giorgini, Glinde Rodrigues, Möbius 
und Anderen mit vielen merkwürdigen Sätzen bereichert worden. 
Aber alle diese Sätze, in vielen Schriften zerstreut, standen bis 
jetzt ziemlich isolirt da, und waren auch nicht selten ganz ohne 
Beweis aufgestellt worden, so dass es mit mancherlei Schwierig- 
keiten verknüpft war, wenn man sich von denselben eine möglichst 
vollständige Kenntniss verschaffen wollte. Herr Chelini hat nun 
in der vorliegenden Schrift eine systematische Entwickelung dieser 
Sätze, so weit wir sehen können, in grosser Vollständigkeit ge 
liefert, mehrere derselben mit eigenen scharfsinnigen, zum Theil 
ziemlich einfachen Beweisen versehen, und ist auch zu eigenen 
Resultaten gelangt. Wir halten dies aus den oben angegebenen 
Gründen für sehr dankenswerth, und würden eine deutsche Ueber- 
setzung dieser ausgezeichneten Schrift für eine Bereichernde 


Digitized by Googld 



Uttrarischer Reric/it C/.VI. 


9 


unserer mathematischen Literatur halten. Nachdem zuerst die all- 
gemeinen Begriffe festgestellt und einige Fundamentalsätze bewie- 
sen worden sind, theilt der Herr Verfasser seine Schrift in einen 
geometrischen und einen analytischen Theil, über die er 
sich in der voraufgeschickten kurzen Einleitung selbst auf fol- 
gende Art ausspricht*): „Nella parte geometrica, ie leggi de' 

moti successivi, tanto di traslazione quanto di rotazione, ho pro- 
curato che divengano cbiare e visibili al lume di uh solo prin- 
cipio, ed inoltre le ho rese alquanto piii complete in alcuni punti, 
per es. in cii» che riguarda i rapporti di equivalenza tra un moto 
elicoidale ed un sistema di due rotaziooi successive intorno ad 
assi non situati in un medesimo plano. Nella parte analitica, 
valendorai del pri ncipi o d ella retta e dell’ area risultante, 
offro nuove ed assai facili dimostrazioni delle formole di Eulero. 
di Monge**), di Olindo Rodrigues; stabilisco le relazioni fonda 
mentali di omografia e di polaritä, che nascono dal considerare 
la coesistenza di due tigure uguali in luogbi diversi ; inline applico 
le formole di Eulero a viucolare tra loro i punti omologhi delle 
figure direttamente ed inversamente simili, e poste come 
si voglia nello spazio le une rispetto alle altre.“ Die Wichtig- 
keit, welche wir der Schrift beiinessen, wird die folgende aus- 
führlichere Inhaltsangabe rechtfertigen : Preliminari. De’ moti 
di traslazione e di rotazione. — Parte geometrica. Leggi 
per gli spostamcnti successivi di una figura. 1. Degli 
spostamenti di una figura piana nel suo piano. 2. Leggi per la 
composizione delle rotazioni successive in un piano. 3. Degli 
spostamenti di una figura nello spazio. 4. Proprietä de' punti, 
delle rette e de’ piani che in due figure uguali si corrispondono 
a due a due. 5. Legge per la composizione delle rotazioni suc- 
cessive intorno ad assi della medesima origine. 6. Leggi e con- 
dizioni di equivalenza tra un moto elicoidale ed un sistema di 
due rotazioni successive. — Parte analitica. Moti geome- 
trici riferiti ad assi coordinnti. 1. Relazioni tra due assi 
paralleli di rotazione, de’ quali sia data la traslazione relativa. 

*) Wir liedicm-n uns der eigenen Worte des Herrn Verfassers, um 
jedem Missverständnisse vorzubengen. 

•*) Der Herausgeber des Archivs erlaubt sieb, bei dieser Gelegen- 
heit auf den eigenthfiiulielicn Beweis, welchen er von den Fuler'schen 
Formeln und den daraus leicht abzuleitendeu Formeln von Monge in 
den Supplementen 7. n dein ni n themu t i sr. h en W »r t erbu ch e. 
Erste Abtheil u n g. Art. Cuordinaten. Nr. 19 lind 20 (S. 474 ff.) 
und in dem Crrlle’sehen Journal. Thl.VHI. gegeben bat, hinxn- 
weisen. 
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2. Formoie rappresenlanti il traslncamento prodotto da una rntazutt 
e traslazione. Formoie speciali per la trasformazione «1 eile coor- 
dinate. 3. Formoie rappresentanti il Iraslocamento prodotto dz 
tre rotazioni sticcessive intorno ad assi rettangolari. 4. Formair 
di relazione tra i pupli corrispondenti di due ligiire coincidikili e 
la ligura media. 5. Formoie relative alle rotazione intorno air 
aase centrale pre.so per aase delle z. 0. Forniole di relazione tra 
un moto ellcnidale ed un sistema di due rotazioni conjugate. Fi- 
gure polari. 7. Formoie risguardanti la similitudine delle figure, 
sia dirette, sia inversa. — Nota I. Applicazione delle formole 
di rotazione alla ricerca dell’ asse e del centro di equilibrio. 
Nota II. Del centro istantaneo delle accelerazioni nel moto di 
una ligura di forma invariabile. 

Möchte unser schon ausgesprochener Wunsch einer lieber- 
setzung dieser Schrift recht bald erfüllt werden. 

Wir haben diesen Artikel unter die Rubrik Mechanik ge- 
stellt, hatten ihn aber natürlich mit demselben Rechte auch der 
Geometrie zuweisen können. (». 


IM a u t i k. 

Almanach der österreichischen Kriegsmarine fürdzs 
Jahr 1863. Mit Genehmigung des hohen Marine-Ober- 
commundo's herausgegeben von der hydrographischen 
Anstalt der k. k. Marine. Zweiter Jahrgang. Wien. 
Gerold. 8°. 

Der erste Jahrgang dieses in vieler Beziehung sehr interes- 
santen und verdienstlichen Almannchs ist im Literar. Ber. Kr. 
CXLV1II. S. 10. von uns angezeigt worden. Die Einrichtung ist 
in dem vorliegenden zweiten Jahrgänge im Wesentlichen g*oi 
unverändert geblieben, namentlich bat die Einrichtung der F.pbe- 
meride keine Veränderung erlitten, so dass wir uns also in dieser 
Rücksicht auf die Anzeige des ersten Jahrgangs beziehen können. 
Einige interessante Aufsätze sind wieder beigegeben. Der erste 
liefert Notizen über die in den letzten Jahren in Sr. M. 
Kriegsmarine ein geführten sanitären Ü1 assregeln. Von 
Dr. Stefan v. Patay, Obersten Marine- Arzt, und zeigt 
deutlich, wie viel Sorgfalt in der österreichischen Kriegs-Marine 
der Erhaltung eines guten Gesundheitszustandes auf den Schiffen 
in jeder Beziehung gewidmet wird, namentlich auch die höchst 
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sorgfältige und rücksichtsvolle Uehandlung der Verwundeten oder 
sonst Beschädigten , für die höchst zweckmässig construirte zer- 
legbare Tragbahren eingeführt sind. Auch die S. ‘J8. mitgetheilten 
beiden Tabellen über die Verpflegung der gesunden Schiffsmann- 
schaft unter Segel und im Halen sind für Jeden, der an der Ent- 
wickelung des deutschen Seewesens regen Antheil nimmt, sehr 
interessant und liefern den deutlichen Beweis, wie ausgezeichnet 
diese Verpflegung sein muss. In zweckmässiger Abwechselung 
wird zum Frühstück Zwieback (im Hafen auch frisches Krod), 
käse, Kakao, Zucker, Sardellen, Essig, Rum, Del ; zum Mittags- 
mahl Zwieback (im Halen auch frisches ltrod), Pöckel - und 
Schweinefleisch (im Hafen auch frisches Rindfleisch), Reis, Erb- 
sen, Mehlspeise, Hülsenfrüchte, Essig, Salz und täglich Wein; 
zum Nachtmahl Zwieback (im Hafen auch frisches Brod) und 
Rum geliefert. Alles in hinreichendem Maasse. — Her zweite 
Aufsatz hat die Ueberschrift: L’eber die Bestimmung der 

Entfernungen auf der See. \on Dr. F. Schaub. Durch 
die Einführung von Beschützen, welche mit einer grossen Trag- 
weite eine grosse Präcision des Treffens verbinden, hat die Be- 
stimmung der Distanz eines entfernten Objects auf der See eine 
erhiihete Wichtigkeit bekommen. General Sir Howard Dou- 
glas sagt darüber in seinem berühmten Werke „On Naval 
Gunnery (fif th edition , London 18(K))“: „Wenn zwei Schiffe 
einander aut grosse Entfernung gegenüberstehen , wird die Wir- 
kung der Geschütze last gänzlich voll der Geschicklichkeit der 
Kanoniere ahhängen; und dasjenige Schiff, welches die Entfernung 
von seinem Gegner am richtigsten geschätzt hat, wird unter übri- 
gens gleichen Umständen den grössten Schaden anriebten.“ Man 
sieht hieraus, wie wichtig auch für die Nautik die Construction 
eines recht zweckmässigen Distanzmessers sein würde, die immer 
noch zu den noch nicht vollkommen gelösten Problemen und from- 
men Wünschen gehört. Die von General Douglas gegebene Lö- 
sung unterscheidet von der gewöhnlichen sich gar nicht, indem er 
gewissermassen den Mast des feindlichen Schiffs als Distanz- 
latte benutzt, und dabei die aus amtlichen Duellen geschöpften 
Höhen des Grossinastes verschiedener Gattungen französischer 
Kriegsschiffe zu Grunde legt, mit denen in den meisten Fällen 
die Masthüheu der amerikanischen Schiffe übereinstimmen sol- 
len, wofür er auch Tafeln berechnet hat. Da nun aber bei ver- 
schiedenen Seemächten , und sogar öfter einer und derselben 
Seemacht die Höhe der Bemastung von Kriegsschiffen ziemlich 
verschieden ist, so müssen hei der obigen Voraussetzung Feh- 
ler entstehen, die, wie man aus den betreffenden, sehr leicht 
zu entwickelnden Formeln sogleich übersieht, unter Umständen 
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sehr gross werden können*). In sinnreicher Weise hat des 
halli Herr Sc bau b die Methode der Messung gewissermasvi, 
umgekehrt, indem er derselben eine auf dem eigenen Schiffe 
mit beliebiger Genauigkeit gemessene Höhe als Basis tu Grund? 
legt. Die zur Berechnung der Entfernung nach dieser Methode 
erforderlichen Formeln hat Herr Schaub mit Rücksicht an! 
Kimmtiefe und Refraction mit grosser Sorgfalt und Schärte 
entwickelt, und zur Erleichterung der Rechnung drei ziemlich 
ausgedehnte, sorgfältig berechnete Tafeln beigefügt. Da akr 
hiebei Alles auf ein Instrument zur möglichst genauen Bestim- 
mung sehr kleiner Winkel ankommt, so hat Herr Schaub seine 
Aufmerksamkeit namentlich auch auf die Construction eioes sol- 
chen, hier beschriebenen Instruments in sehr verdienstlicher Weise 
gerichtet, wobei die Objectiv- Mikrometer von S. Plüssl in Wien 
sehr zweckmässige Verwendung gefunden haben. Ausser dieser 
Methode sind noch andere Methoden der Distanzmessung ange- 
gegeben worden, wo von der einen gesagt wird, dass Herr Schiffs- 
fähnrich Engel mann mittelst derselben zu sehr befriedigenden 
Resultaten gelangt sei. Man wird hieraus leicht die Wichtigkeit 
dieses Aufsatzes erkennen, und muss derselbe zu sorgfältigster 
Beachtung empfohlen werden. — Professor Ehrenberg’sPai- 
satstaub. Von Contre- A dmiral Bernhard Freiherrn ron 
Wüllerstorf, ist die Ueberschrift des dritten Aufsatzes, welcher 
büchst interessante Mittheilungen über den vorzüglich häufig in 
dem west-afrikanischen Dunkelmeere lallenden, mit besonderer 
Sorgfalt von Eh re nb erg untersuchten röthlichen Staub enthält. 
In höchst verdienstlicher Weise fordert nun Herr v. Wüllers- 
torf seine jüngeren Cameraden in der üsterreichsclien Marine 
zu sorgfältigen Beobachtungen über solche Staubfällc auf, und 
bezeichnet auf S. 89 und S. 90 in bestimmter Weise den dabei 
einzuschlagenden Weg und die Punkte, auf die es vorzüglich an- 
kommt. Auch dieser Aufsatz muss zu allgemeinster Beachtung 
nicht bloss der Seeleute, sondern namentlich auch der Naturfor- 
scher empfohlen werden. — Die Genealogie des hohen re- 
gierenden Keiserhauses Oesterreich und der Personal- 
stand der k. k. Kriegsmarine (October 1862) ist auch diesmal 


•) Bei einer Distanz von 1500 Klaftern und einer ge.vcliätzteo Hebe 
von 30 Klaftern erzeugt ein 1 eitler von I Klafter in der Höhe sch»« 
einen Fehler von 50 Klaftern in der Distanz. Die Formel zur Brille 
inung des Fehlers ist 

JD — -da . — - , 

a 

wo a die Höhe, ft die Distanz ist. 
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mit dankenswerter Vollständigkeit und Ausführlichkeit mitge- 
theilt norden. Endlich ist das im vorigen JabrgaDge mitgetheilte 
so sehr verdienstliche Verzeichniss der Leuchtthürme im 
mittelländischen, schwarzen und azowschen Meere 
durch die bis Ende September 1862 eingelaufenen neueren Nach- 
richten vervollständigt worden. 

Wir wünschen diesem interessanten Almanach, für dessen 
Herausgabe die ihre Aufgabe in jeder Weise so trefflich lösende 
hydrographische Anstalt der k. k. Marine den grössten Dank ver- 
dient, im Interesse des gesamraten Seewesens den ungestörtesten 
und ununterbrochensten Fortgaog. G. 

Nautische Hülfstafeln nebst Erläuterungen über 
deren Berechnung und Gebrauch. Bearbeitet von W 
v. Freeden, Rector der Grossherzogi. Ol de n burgi sc hen 
Navigationsschule und T. Köster, zweitem Lehrer der- 
selben. M i t ein er Erd ka rte. Oldenburg. Schulze’schc 
Buchhandlung. 1862. 8°. 

Wir haben an diesen neuen nautischen Tafeln nichts bemerkt, 
was sie vor anderen Tafeln besonders auszeichnete, und halten 
daher auch eine ausführliche Angabe des Inhalts für überflüssig. 
Die Anzahl der Tafeln ist 48. Die letzte Tafel liefert auf 96 Sei- 
ten ein, wie es scheint, sehr vollständiges und verdienstliches 
Verzeichniss der „Breite, Länge, Fluthhöhe und Miss- 
weisung der wichtigsten Küstenpunkte, Seestädte, 
Leuchtfeuer, Inseln und Untiefen.“ Ganz richtig bemer- 
ken übrigens die Herren Verfasser in der Vorrede, dass die ziem 
lieh allgemein übliche Verbindung der Tafeln mit den Handbüchern 
der Schifffahrtskunde oder Steuermannskunst für den praktischen 
Gebrauch sehr unbequem, und dass es daher wünschenswerth ist, 
eine solche für sich bestehende Sammlung von Hülfstafeln zu 
haben, wie sie in dem vorliegenden Buche geliefert worden ist. 
Insofern ist diese Ausgabe-abgesonderter nautischer Tafeln immer- 
hin verdienstlich, da auch die Verlagshandlung rücksichtlich des 
Papiers und Drucks für zweckentsprechende Ausstattung Sorge 
getragen hat. 


Vermischte Schriften. 

Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften in Wien. (Vergl. Literar. Ber. Nr. CL. 
S. 10). 
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Band XL1V. Heft V. December 1861. Haid i n ger: 
Da* Meteor von Quenggouk in Pegu, und die Ergebnisse desFtl- 
les daselbst am 27. December 1857. (Mit 1 Tafel). S. 637. — 
Friesach: Geographische und magnetische Beobachtungen in der 
westlichen Hemisphäre, angestellt in den Jahren 1859, 1860, 1861. 
S. 643. — Fritsch: Thermische Constanten für die Blütbe und 
Fruchtreife von 889 Pflanzenarten , abgeleitet aus zehnjährigen 
Beobachtungen im k. k. botanischen Garten zu Wien. S. 711. — 
Referat der von der kais. Akademie der Wissenschaften zusam- 
mengesetzten Commission bezüglich des zu errichtenden Ressel- 
Monumentes. S. 7'2I. (In Triest bildete sich ain 22. December 
1857 ein Comite für Errichtung eines Monuments zu Ehren Jos. 
Ressel's, des angeblichen Erlinders der Schiffsschraube. Der 
Gemeinderath in Triest beschloss, dem Comitd zur Errichtung des 
Monuments einen öffentlichen Platz in Triest zur Verfügung stellen 
zu. wollen, unter der Bedingung, dass die k. Akademie der Wis- 
senschaften in Wien vorerst den Nachweis für Ressel’s Priorität 
in der Anwendung der .Schraube auf die Dampfschiffe liefere. 
Die Akademie ernannte eine aus den Herren A. Ritt. v. Borg, 
A. Ritt. v. Ettingshausen, Karl v. Littrow bestehende 
Commission, welche den vorliegenden, in vielen Beziehungen sei r 
interessanten Bericht erstattete. Das Resultat dieses Berichts 
ist: „Die Commission glaubt die Verdienste Ressel’s um die 

Erfindung und Einführung der Schraube als Schiffspropeller da- 
hin richtig stellen zu können , dass ihm die Priorität dieser 
Erfindung im eigentlichen Sinne des Worts eben so wenig, als 
dem Franzosen Sauvage und dem Engländer Smith, sowie 
überhaupt, so viel bekannt ist, irgend einem einzelnen Mannt 
allein zugeschrieben werden könne, dass aber Ressel durch 
seine Bemühungen und praktischen Versuche zur Einführung der 
Schiffs-Schraube wesentlich beigetragen habe und seine Verdienste 
um diesen Fortschritt eine gleiche Anerkennung verdienen dürften, 
wie solche den mehr erwähnten Männern Sauvage, Smitb und 
Ericsson von ihren Mitbürgern bereits zu Theil wurde.“ — 
„Hiernach sei auch die für das Monument vorgeschlagene In 
schrift: „Josepho Ressel, Patriä Austriaco Natione Bohemo, Qui 
Omnium Prior Rotam Cochlideni Pyroscaphis Propellcndis Ad- 
plieuit Anno 1827“, durch eine der Wahrheit mehr entsprechende 
zu ersetzen). 

BandXLV. lieft 1. Jänner 1862. Weis«, Edm.: lieber 
die Bahn von (59) Elpis. S. 55. — Lippich: Ueher die transver- 
salen Schwingungen belasteter Stäbe. S. 91. — v. Lang: Orien- 
tirung der optischen Elasticitätsaxen in den Krystallen des rhom- 
bischen Systems. III. Reihe. S. 103. — Weiss, Ed m.: Bereei- 


Digitized by Google 



Literarischer Bericht CLVI. 


15 


nung der totalen Sonnenfinsternis» am 31. December 1861. (Mit 
1 Karte). S. 124. 

Band XLY. Heft II. Februar 1862. v. Littrow: Rin 
merkwürdiger Regenbogen. S. 153. — Wertheim: Ueber eine 
an» zusammengesetzten Mikroskope angebrachte Vorrichtung zum 
Zwecke der Messung in der Tieferichtung und eine hierauf gegrün- 
dete neue Methode der Krystallbestimung. S. 157. — Knochen- 
hauer: Ueber den Gebrauch des Luftthermometers. (Dritte Ab- 
theilung). S. 229. — Unferdinger: Ueber die einhüllende Curve, 
welche eine constante Länge zwischen zwei sich schneidenden Ge- 
raden beschreibt. S. 251. — ».Burg: Ueber die Wirksamkeit der 
Sicherheitsventile bei Dampfkesseln. — (Mit 3 Tafeln). S. 285. 


A n t i k r i t i k. 

So eben kommt mir das 6. Heft der S chlomil ch 'sehen Z e it- 
sclirift zur Hand, indem meine D i ffe ren tial - und Integral- 
rechnung besprochen ist. Mit seinen bekannten Kraftausdrücken 
nennt sie Herr Schlümiloh „ein wüstes Durcheinander analy- 
tischer Lehren“, weil ich nicht gleich die Differentialrechnung 
zuerst fertig gemacht habe und dann darauf die Integralrechnung. 
So wäre auch Poissons Mechanik „ein wüstes Durcheinander“, 
weil er zuerst ein Stück Statik, dann Dynamik, dann wieder Sta- 
tik u. s. w. behandelt! Unter dem Abschnitte: Taylor’scher Satz 
finden sich doch wohl nur Dinge, zu denen man die Reihenent- 
wicklung mittelst dieses Satzes braucht und das — mit Erlaubnis» 
des Herrn S. — war die Absicht des Verfassers. Es fehlt nur 
noch, dass er mir vorwirft, ich kenne die Formeln zur Bestim- 
mung der Tangenten u. s. w. nicht, «veil sie im Buche „reinweg 
vergessen“ sind. Herr S. scheint nicht bemerkt zu haben, dass, 
wie in der ersten , so auch in der zweiten Auflage die Anwen- 
dungen auf analytische Geometrie gar nicht gegeben werden soll- 
ten. (Erinnert sich Herr S. dabei seiner eigenen Aussprüche, 
deren Unrichtigkeit ich ihm seiner Zeit nachge»viesen ?). 

Der „Anhang“ ist bei mir überschnellen: Ucb ungen und 
Zusätze; als solche dürfte er so ganz verfehlt nicht sein, trotz 
der Meinung des Herrn S., dem ich überlassen muss, in seinem 
Werke den „Jüngern der Wissenschaft“ ein besseres Licht dar- 
zubieten. 

„Deutlich“, meint der wohlwollende und einsichtsvolle Re- 
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zensent, sei ich allerdings, nur begebe ich die Süode, Zylinder 
und nicht auch Differenzial zu schreiben! Die grosse Unbequem- 
lichkeit meines Buches hat S. durch meine eigene Sorgfalt entdeckt, 
denn er schreibt mir ganz einfach meine Hinweisung auf die Stel- 
len, in denen seine geliebte Theorie der Konvergenz vorkommt, 
ab: Ein „deutlich“ geschriebenes Buch, in dem nicht Alles bübscb 
bei einander steht, nie es Herr S. gewohnt ist, zu seben, ist 
dessbalb nutzlos! 


Was den Vorwurf der Unrichtigkeit meiner Darstellung der 
Restuntersuchung des Taylor’schen Satzes betrifft, so hat S. das 
eben nicht verstanden. Ich habe nicht zu beweisen , dass die 

A-i+i 

Reihe, deren allgemeines Glied j f m + l (x + Oh) ist, kon- 


vergent ist, sondern dass j f*+ l (x + 8h) zu Null wird 

mit unendlichem n! Da darf man sicher © wie unveränderlich 
behandeln, da cs höchstens auf dessen Grenzwerth ankommt. 
Wenn ich mich an ein schlechtes Beispiel hätte halten wollen, 
wie mir Herr S. freundschaftlichst räth, so hätte ich seine eigene 
Darstellung gewählt! 


Der dritte Band kommt glimpflicher weg. Rßhrt dies etwa 
daher, dass sein eignes Werk in diesem Punkte keinesw egs „deut- 
lich“ ist, und ich seiner Zeit in den „Heidelberger Jahr- 
büchern“ darüber sagen musste, dass es scheine, der Verfasser 
sei sich selber nicht klar über die Behandlung der partiellen 
Differentialgleichungen ? 


Herr S. hat bekanntlich eine grosse Fertigkeit im Absprechen; 
dass er Anlage zur Kunst habe, will ich ihm gerne glauben, ja 
ich glaube ihm sogar, dass sein eigenes Werk über Differentiaf 
rechnung (natürlich meine ich das bei Vieweg erschienene und 
nicht das bei Ottq angefangene) besser sei, als das meine, und 
muss nur die Säumigkeit der Käufer bedauern, die trotz des „Aus- 
verkaufs“ zu herabgesetztem Preise die erste Auflage von 1103 
bis 1862 als das einzig vollendete Werk S. dastehen liessrn- 
Und so, mein Herr Rezensent, wollen wir die Oeffentüchkeit wie- 
der entscheiden lassen, und wenn mir ihre, meines Wissens Doch 
nicht fertige zweite Auflage zu Gesicht kommt, wird es mich 
freuen, wenn ich aus ihr Belehrung schöpfen kann, die ich selbst 
von Ihnen, trotz Ihrer Rezension, gerne annehmen werde. 


Karlsruhe, 5. Dezember 1862. Dr. J. Di enger. 
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